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Vorwort zur 5. Auflage

In der vorliegenden 5. Auflage wurde die Umstellung von Diplom- zu Bache-
lor-Studiengéingen beriicksichtigt. Diese Umstellung bedeutet in der Regel,
dass weniger Stunden fiir die Mathematik zur Verfiigung stehen. Daher wurde
das urspriinglich zweibéndige Lehrbuch nun in einem Band zusammengefasst,
der den vollstdndigen Stoffumfang der Mathematikausbildung fiir Ingenieure
an Berufsakademien und technischen Hochschulen beinhaltet. Die grundlegen-
den Kapitel wurden erweitert und an den Bachelor-Standard mit einem grofie-
ren Ubungsanteil angepasst.

In Erweiterung der Bachelor-Studieninhalten wurden zusétzlich fiir die Mas-
ter-Ausbildung die folgenden Themen

Numerisches Losen von Gleichungen

Numerisches Differenzieren und Integrieren

Numerisches Losen von gewohnlichen Differenzialgleichungen

Diskrete Fourier-Transformation und deren Anwendungen

Signal- und Systemtheorie fiir lineare Systeme

Partielle Differenzialgleichungen

Vektoralgebra
sowie viele ergdnzende und weiterfithrende Abschnitte mit aufgenommen aber
auf die CD-Rom ausgelagert. Die pdf-Version des Buches auf der CD-Rom
beinhaltet auch diese weiterfithrenden Themen, die im Inhaltsverzeichnis mit
der Seitenangabe ,cd“ gekennzeichnet sind.

Mit der Umstellung auf einen Band wurde ein komplett neues Layout ein-
gefiihrt, das eine iibersichtlichere Darstellung der Lehrinhalte ermdglicht aber
auch die Moglichkeit bietet, die pdf-Version auf der CD-Rom als elektronisches,
interaktives E-Book zu benutzen. Das neue Layout verbessert die bisherige
Darstellung, indem
mit dem Symbol ,,A Achtung:“ auf Stellen besonders hingewiesen, die
man anfiinglich oftmals falsch bearbeitet, iibersieht oder nicht beachtet,
durch Markierungen am Seitenrand Gliederungspunkte und Orientierungs-
hilfen gegeben werden,
Definitionen und wichtige Sétze in blau unterlegten Boxen markiert werden,
die zahlreichen Zusammenfassungen farblich hervorgehoben werden,
wichtige Formel und Ergebnisse gekennzeichnet werden,
Musterbeispiele und Anwendungsbeispiele iibersichtlich aus dem Text her-
vorgehen;
380 ausfiihrlich durchgerechnete Beispiele,
itber 360 Aufgaben mit Losungen
und mehr als 200 Abbildungen und Skizzen zum Selbststudium und zur
Priifungsvorbereitung dienen.



vi Vorwort

Der Grundidee folgend, mathematische Begriffe zu visualisieren, um sie greif-
barer zu machen und den interaktiven Gebrauch des Buches zu fordern, wurde
die CD-Rom véllig neu und benutzerfreundlicher gestaltet. Die Interaktivitét
der CD-Rom-Version wird unterstiitzt, indem

@ Inhaltsverzeichnis, Index und Beispiele verlinkt sind, so dass eine bequeme
Navigation innerhalb der pdf-Version moglich ist;

® Animationen, die im gif-Format vorliegen, durch Anklicken des ne-
benstehenden Symbols abgespielt werden koénnen;

g

fey @ das CD-Rom-Symbol auf MAPLE-Beschreibungen hinweist. Durch
"7 Anklicken des Symbols oder der rot unterlegten Textstelle startet man
das zugehorige MAPLE-Worksheet.

Samtlichen MAPLE-Beschreibungen sowie MAPLE-Worksheets sind auf der CD-
Rom enthalten. Die pdf-Version des Buches ist verlinkt, so dass die elektroni-
schen Arbeitsblatter direkt aus pdf gestartet werden konnen. Voraussetzung
ist, dass MAPLE auf dem Rechner installiert und die Erweiterung .mws mit ei-
ner MAPLE-Version verkniipft ist. Die zugehorigen Links sind Rot gekennzeich-
net; bei Beispielen steht zusétzlich ,,(Mit MAPLE-Worksheet)“. Die MAPLE-
Prozeduren sind zusétzlich iiber den Prozedurnamen verlinkt und am Ende
jeden Kapitels ist eine verlinkte Liste der zum Kapitel gehérenden Worksheets.

Fiir die vorliegende 5. Auflage wurden die MAPLE-Beschreibungen an MAPLE
11 angepasst. Um auch zukiinftig mit neuen MAPLE-Versionen Schritt halten
zu konnen, werden Updates der MAPLE-Worksheets unter

http://www.home.hs-karlsruhe.de/ weth0002/buecher/mathe/start.htm
abrufbar sein.

Auf der CD-Rom sind weitere Informationen und Ergédnzungen zugénglich:
alle Worksheets, die im Text beschrieben sind, inclusive vieler zuséatzlicher
MAPLE-Prozeduren zur Visualisierung mathematischer Begriffe;
die Losungen der Aufgaben;
zuséitzliche Kapitel und Ergénzungen, die in der Buchform des Gesamtum-
fangs wegen nicht mehr eingebunden werden konnten;
eine Einfithrung in die Benutzeroberfliche von MAPLE 11.

Mein Dank gilt Herrn Richard von Scientific Computers und Waterloo Maple
Inc., die mir MAPLE 11 zur Verfiigung gestellt haben sowie Frau Hestermann-
Beyerle vom Springer-Verlag fiir die gute und angenehme Zusammenarbeit.
Dieses Buch ist meinen Téchtern Veronika (zum Nachschlagen von lingst Ver-
gessenem) und Juliane (zur Vorbereitung der Matheklausuren ihres Studiums)
gewidmet.

Karlsruhe, im Marz 2008 Thomas Westermann
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Vorwort zur 1. Auflage

Dieses zweibindige Lehrbuch entstand aus Vorlesungen und Ubungen zur Ma-
thematik und Physikalischen Simulation fiir Ingenieure an der Hochschule
Karlsruhe. Es wendet sich aber an alle Studenten der Natur- und Ingenieur-
wissenschaften, da auch Themengebiete einbezogen sind, die nicht bzw. nicht
in der vorliegenden Tiefe in der Vorlesung behandelt wurden.

Die stiirmische Entwicklung von Computersoftware im Bereich der Mathema-
tik erfordert eine Erweiterung der Ingenieur-Ausbildung, indem nicht nur pra-
xisorientiertes mathematisches Wissen, sondern auch das Riistzeug vermittelt
wird, mit diesen Systemen erfolgreich arbeiten zu konnen. Die Computeralge-
bra-Systeme werden zum numerischen Rechnen genauso verwendet wie zum
Manipulieren von Formeln sowie der graphischen Darstellung komplizierter
Sachverhalte. Die Rechentechnik tritt in den Hintergrund; die interessante Mo-
dellierung und das systematische Vorgehen gewinnt an Bedeutung. In diesem
Lehrbuch wird dieser neue spannende Aspekt aufgegriffen und das Computer-
algebra-System MAPLE in die Mathematikausbildung mit einbezogen.

Mathematische Begriffe werden anschaulich motiviert, systematisch anhand
praxisbezogener Beispiele verdeutlicht und mit MAPLE-Worksheets umgesetzt,
was sich in vielen Animationen niederschliagt. Auf mathematische Beweise wird
fast génzlich verzichtet und einer anschaulich prégnanten Sprechweise den Vor-
zug gegeniiber einer mathematisch exakten Formulierung gegeben.

Um den stédndig wachsenden Gebrauch von Rechnern und numerischen Problem-
l6sungen zu beriicksichtigen, wurden zahlreiche Abschnitte zur rechnerischen
Losung von Standard-Problemen in dieses Mathematikbuch aufgenommen. Die
numerischen Algorithmen sind als MAPLE-Prozeduren auf der beigelegten CD-
Rom enthalten, kénnen aber von etwas geilibten Programmierern leicht in jede
andere hohere Sprache umgesetzt werden.

Besonders bedanken mochte ich mich bei Herrn F. Wohlfarth und Frau Raviol
fiir die prizise und fehlerfreie Erstellung des IXTEX-Quelltextes mit all den vie-
len Formeln, den Herren M. Baus und F. LoefHler fiir die exzellente Erstellung
der meisten Skizzen und Bilder unter CorelDraw, so wie der Autor sie sich
vorgestellt hat. Mein Dank gilt auch dem Springer-Verlag fiir die angenehme
und reibungslose Zusammenarbeit, speziell Herrn Dr. Merkle.

Zuletzt mochte ich mich bei meiner Familie (Ulrike, Veronika, Juliane) bedan-
ken, die mit viel Verstindnis meine Arbeit an diesem Buch mitgetragen und
tatkréiftig unterstiitzt hat.

Karlsruhe, im Juni 1996 Thomas Westermann



Hinweise zum Gebrauch dieses Buches

Die einzelnen Kapitel fassen mehrere Aspekte einer Thematik zusammen.
Nicht immer lief3 es sich vermeiden, Teilergebnisse aus spéateren Kapiteln vor-
wegzunehmen und zu verwenden. Dem didaktischen Anliegen, Themenberei-
che geschlossen in einem Block zu bearbeiten, wurde dabei stédrkere Prioritét
als der mathematischen Strenge beigemessen. Die Reihenfolge innerhalb eines
Vorlesungszyklus muss sich nicht an die im Buch gewéhlte Reihenfolge halten,
einzelne Kapitel konnen auch aufgesplittet werden.

Dieses Buch ist ein Lehrbuch tiber Mathematik und kann ohne Rechner zum
Erlernen von mathematischem Grundwissen oder zur Priifungsvorbereitung
herangezogen werden. Um den vollen Umfang und die ganze Schonheit der
Mathematik und der Anwendungen zu erleben, sind die Animationen und
Ausarbeitungen mit dem Computeralgebra-System MAPLE unverzichtbar. Nur
wenn eine Animation als Animation erlebt wird, kommt die volle Erkenntnis
zum Tragen.

Darstellung: Neu eingefiihrte Begriffe werden kursiv im Text markiert und
zumeist in einer Definition fett spezifiziert. Lehrsétze, wichtige Formeln und
Zusammenfassungen sind durch Umrahmungen besonders gekennzeichnet. Am
Ende eines jeden Kapitels befinden sich Aufgaben, deren Losungen auf der
CD-Rom angegeben sind. Bei der Erarbeitung der Themengebiete wird eine
anwendungsorientierte Problemstellung vorangestellt und anschliefend auf die
allgemeine mathematische Struktur iibergegangen. Die Thematik wird dann
innerhalb der Mathematik bearbeitet und anhand von mathematischen Bei-
spielen erlautert. Neben der Behandlung der Problemstellungen mit MAPLE
werden aussagekriftige Anwendungsbeispiele diskutiert.

Beispiele: Die zahlreichen Beispiele sind fiir den Zugang zu den Themengebie-
ten unverzichtbar. Beim Selbststudium und zur Priifungsvorbereitung sollten
moglichst die mathematischen Beispiele eigenstandig bearbeitet werden. Wer
dieses Werk als Nachschlagewerk benutzt, kann sich an den durchgerechneten
Beispielen sowie an den eingerahmten Definitionen, Sétzen und Zusammenfas-
sungen orientieren.

Aufgaben: Alle Ubungsaufgaben sind soweit nicht speziell gekennzeichnet mit
den Hilfsmitteln der einzelnen Paragraphen zu bearbeiten. Die Losungen zu
den Aufgaben befinden sich als pdf-File auf der CD-Rom.

MAPLE: Die CD-Rom-Version dieses Buchs kann als eine themengebundene
Einfithrung in die Anwendung von MAPLE in der Mathematik gesehen werden,
da sdmtliche Themengebiete des Buches mit MAPLE bearbeitet werden. Alle
MapLE-Befehle sind im Text fett hervorgehoben; die MAPLE-Syntax erkennt
man an der Eingabeaufforderung ”>" zu Beginn einer Zeile. Diese MAPLE-



Hinweise ix

Zeilen sind im Textstil sans serif angegeben und koénnen direkt in MAPLE ein-
gegeben werden. Die MAPLE-Ausgabe erscheint im Formelmodus. Am Ende
jedes Kapitels steht eine Zusammenfassung der verwendeten Befehle.

CD-Rom: Alle MAPLE-Ausarbeitungen sind auf der CD-Rom als elektroni-
sche Arbeitsblitter (Worksheets) enthalten, so dass der interessierte Leser die
im Text entwickelten Methoden umsetzen bzw. an abgeédnderten Beispielen
erproben kann. Es wird besonders auf die vielen Animationen und Prozedu-
ren hingewiesen, welche die elementaren Begriffe visualisieren und die ma-
thematischen Zusammenhéinge aufzeigen: Durch eine benutzerfreundliche Me-
nuefithrung soll die interaktive Benutzung der Worksheets sowohl zum Losen
von mathematischen Problemen als auch zum experimentieren mit mathema-
tischen Begriffen gefordert werden.

Aufbau der CD-Rom: Die Struktur der Dateien und Verzeichnisse ist:
buch.pdf enthélt den Inhalt des vorliegenden, gedruckten Buches.
buch_CD.pdf enthélt den gesamten Inhalt des erweiterten Buches mit
allen zusétzlichen Kapiteln und Abschnitten. Zum Navi-
gieren innerhalb des Textes verwendbar sowie zum direk-
ten Starten der zugehorigen MAPLE-Worksheets.
index.mws Inhaltsverzeichnis der M APLE-Worksheets.

\wrksheet\ enthilt alle Worksheets im mws-Format.

\animationen\ | enthilt alle Animationen im gif-Format.

readme.wri letzte Anderungen, die nicht mehr im Text aufgenommen
werden konnten.

Arbeiten mit der mws-Datei: Durch Doppelklicken der Datei index.mws
O0ffnet man das M APLE-Inhaltsverzeichnis. Durch anschliefendes Anklicken des
gewiinschten Abschnitts wird das zugehorige MAPLE-Worksheet gestartet und
ist dann interaktiv bedienbar. Mit der Zuriick-Taste der oberen Taskleiste
kommt man vom Worksheet wieder zum Inhaltsverzeichnis zuriick.

Systemvoraussetzungen: MAPLE 11 ist auf dem Rechner installiert (emp-
fohlen), mindestens jedoch MAPLE 6. mws ist je nach Version mit dem ausfiihr-
baren Programm cwmaple.exe bzw. maplew.exe im Maple-bin-Verzeichnis ver-
kniipft. Acrobat-Reader steht zur Verfiigung; er kann ansonsten von der CD-
Rom installiert werden.

Die Worksheets auf der CD-Rom sind unter der Extension .mws abgespei-
chert und unter beiden Benutzeroberflichen (Classic Worksheet und Standard
Worksheet) uneingeschrénkt lauffahig. Bis auf kleine Einschrinkungen sind
die Worksheets unter allen MAPLE-Versionen ab MAPLE 6 lauffahig. Allei-
ne die auf dem lokalen Rechner spezifizierte Verkniipfung entscheidet, welche
MAPLE-Variante gestartet wird.
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1 Zahlen, Gleichungen und
Gleichungssysteme

Zahlen und Mengen gehoren zu den wichtigsten Grundbegriffen der Mathematik, auf
denen alle weiteren Gebilde und Konstruktionen aufbauen. In diesem Kapitel wer-
den die Grundlagen sowohl iiber Mengen als auch iiber die natiirlichen Zahlen gelegt.
Zur Beschreibung der natiirlichen Zahlen werden die Peanoschen Axiome eingefiihrt
und das Prinzip der vollstéindigen Induktion an vielen Beispielen demonstriert. Die
reellen Zahlen und elementaren Rechengesetze werden angegeben; die Grundgesetze
zu den Potenzen und Logarithmen werden wiederholt.

Zu den elementaren Aufgaben der Mathematik gehort das Losen von Gleichungen.
In diesem Kapitel werden auch einfache Gleichungen sowie die fiir die Anwendun-
gen wichtigen linearen Gleichungssysteme behandelt und der Gauf-Algorithmus ein-
gefiithrt. Da nur wenige Typen von Gleichungen explizit l6sbar sind, werden wir nicht
systematisch auf das Losen von Gleichungen eingehen, sondern exemplarisch zeigen,
wie man grundlegende Gleichungen bearbeitet.

Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich ein zusétzlicher Abschnitt iiber elemen-
tare mathematische Beweismethoden sowie das Losen von Gleichungen mit MAPLE

inklusive der graphischen Darstellung von Ungleichungen.

1.1 Mengen

”Unter einer Menge M verstehen wir jede Zusammenfassung von bestimm-
ten wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens
zu einem Ganzen”; diese Festlegung (=Definition) des Mengenbegriffs stammt
von G. Cantor (1895). Diese Definition des Mengenbegriffs reicht fiir unsere
Zwecke vollsténdig aus. Mengen bezeichnen wir im Folgenden immer mit Grof3-
buchstaben. Die Objekte einer Menge A heiflien Elemente von A und werden
mit Kleinbuchstaben bezeichnet.

a € A heifit: a ist Element der Menge A.

a ¢ A heifit: a ist nicht Element der Menge A.

Mengen werden {iiblicherweise angegeben durch
das Auflisten der Elemente in einer Mengenklammer
{al, a2,0a3,04, . . } 5
eine Aussageform
{a € A:a hat die Eigenschaft E}.

Die leere Menge () bzw. {} enthilt keine Elemente. B heiit Teilmenge von A
(B C A), wenn jedes Element von B auch Element von A ist.

1.1
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Beispiele 1.1 (Mengen):

IN = Menge der natiirlichen Zahlen ={1,2,3,4,...}.
Ny = Menge der natiirlichen Zahlen mit Null ={0,1,2,3,4,...}.
Z = Menge der ganzen Zahlen ={0,+1,+£2,+3,...}.
QQ = Menge der rationalen Zahlen = {g :p €7Z,q € N}
IR = Menge der reellen Zahlen
Es gilt: N C Z C Q C IR. O
Bemerkungen:

(1) Die Reihenfolge der Elemente einer Menge spielt keine Rolle. Es ist daher
{a,b,¢,d} ={d,c,a,b}.

(2) Jedes Element einer Menge wird nur einmal aufgezihlt, d.h.

{a,a,a,b,d,d} = {a,b,d}.

Mengenoperationen
Fiir zwei Mengen A und B sind der Durchschnitt AN B, die Vereinigung AU B
und das Komplement A\B definiert durch

ANB:={z:x€ A und z € B},
AUB:={z:2€ A oder z € B},
A\B:={z:2€ A und z ¢ B}.

Hierbei bedeutet ”:=", dass das Symbol auf der linken Seite durch die rech-
te Seite der Gleichung festgelegt (= definiert) wird. Ahnlich ist das Zeichen
”:4=" zu lesen, als logische Aquivalenz nach Definition dessen, was auf Seiten
des Doppelpunktes steht.

A;B A;B A;B
AnB AuB A\B

Abb. 1.1. Venn-Diagramme

Durch die sog. Venn-Diagramme (siche Abb. 6.2) lassen sich Mengen und Men-
genoperationen schematisch darstellen. Links ist der Schnitt zweier Mengen
AN B, in der Mitte die Vereinigung der Mengen AU B und rechts das Komple-
ment der Menge A zur Menge B aufgezeigt. Mit den Venn-Diagrammen lassen
sich die folgenden Rechenregeln fiir Mengen leicht veranschaulichen:
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Das kartesische Produkt von zwei Mengen M; und M, ist die Menge, die aus
allen Paaren (x,y) besteht, wobei z € M; und y € My :

My x My :={(z,y):x € M7 und y € Ma}.

Beispiel 1.2: IR x IR besteht aus allen Paaren von reellen Zahlen. Dies ist
nichts anderes als die Zahlenebene; (x,y) ist jeweils ein Punkt in dieser Ebene.
Statt IR x IR schreibt man kurz IR2. o

1.2 Natirliche Zahlen

Zu den einfachsten Gegensténden der Arithmetik gehoren die natiirlichen Zah-
len. Sie bilden das Fundament unseres Zahlengebidudes. Die Gesamtheit aller
natiirlichen Zahlen nennen wir die "natiirliche Zahlenmenge” IN. Der Ausdruck
"natiirliche” Zahlen fiir IN = {1,2,3,...} ist sicherlich gut gewihlt, denn Kin-
der beginnen so zu zéhlen und in allen Kulturen beginnt das mathematische
Denken mit diesen Zahlen. Die Null wurde erst sehr spét, ndmlich etwa 870
n. Chr. von den Indern erfunden und wird heute zu den natiirlichen Zahlen
hinzugenommen: INg.

Erst durch die Entdeckung der Zahl Null war die indische Mathematik erstmals
in der Lage, ein heutzutage in der ganzen Welt iibernommenes Stellenwertsys-
tem zu schaffen, das nur mit zehn Ziffern (einschliellich der Null) auskommt.
Das Stellenwertsystem ist schon bei A. Ries (1492-1559) in seinem ersten Re-
chenbuch 1422 beschrieben. Darin befindet sich auch die Wiirdigung der Zahl
Null! Das Fundamentalprinzip der natiirlichen Zahlen geht auf den Mathema-
tiker Peano (1858-1939, 1889) zuriick.

1.2
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© 1.2.1 Peanosche Axiome

Mit den Peanoschen Axiomen ist man in der Lage, die natiirliche Zahlenmen-
ge aufzubauen, denn man erhilt sofort die folgenden Konsequenzen aus den
Axiomen:

Folgerungen:

(1)

Die natiirliche Zahlenmenge hat unendlich viele verschiedene Elemente:
Wegen (A1) gibt es mindestens eine natiirliche Zahl: 1. Wegen (A2) gibt
es zu 1 einen Nachfolger, der nach (A3) # 1: 2. Wegen (A2) gibt es zu 2
einen Nachfolger, der # 1 (A3) und # 2 (A4): 3. usw.

Die Elemente der natiirlichen Zahlenmenge lassen sich in einer bestimmten
Reihenfolge anordnen, wobei schrittweise alle natiirlichen Zahlen erfasst
werden:

1;2;3;4;5; ..,myn+1; ..

Hierbei bedeutet n+ 1 der Nachfolger von n. Durch diese Reihenfolge wird
auf natiirliche Weise die Addition von natiirlichen Zahlen festgelegt.

Jede Teilmenge M der natiirlichen Zahlen M C IN, welche die 1 und mit
n € M auch stets den Nachfolger n 4 1 enthilt, ist gleich der Menge aller
natiirlichen Zahlen.

Aus der Folgerung (3) erhalten wir ein Beweisprinzip, welches zu den wichtigs-
ten Beweismethoden der Analysis gehort, ndmlich die vollstéindige Induktion.
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© 1.2.2 Volistindige Induktion

Um eine Aussage A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen zu beweisen, geniigt es nach
Folgerung (3) zu zeigen:

Konnen beide Schritte durchgefiihrt werden, dann gilt die Aussage fiir alle
n € IN. Denn nach (I) ist die Aussage fiir 1 richtig. Nach (II) ist dann die
Aussage auch fiir den Nachfolger 2 richtig. Nach (II) ist dann die Aussage
auch fiir den Nachfolger, also 3, richtig. usw.

Beispiel 1.3.

Beweis mit vollstdndiger Induktion. Der Induktionsanfang besteht darin, dass
man explizit nachpriifen muss, dass die Formel fiir n = 1 richtig ist. Wir setzen
daher n = 1 sowohl in die linke wie auch rechte Seite der Gleichung ein: Fiir
n = 1 ist die linke Seite der Gleichung 1 und die rechte Seite % = 1. Damit
stimmt die Formel fiir n = 1.

Induktionsschluss von ng auf ng + 1: Sei ng € IN beliebig und die Formel sei
richtig fiir dieses ng, d.h. es gilt 1 +2 4 --- 4+ ng = W Unter dieser
Voraussetzung miissen wir zeigen, dass die Formel dann fiir ng + 1 gilt. Wir
starten mit der linken Seite der Gleichung; die Summe geht nun bis ng+1. Wir
setzen die Induktionsvoraussetzung ein und formen den Term so lange um, bis
die rechte Seite fiir ng + 1 heraus kommt:

1+2_|_..._|_n0—|—(n0—|—1)=(1+2+"‘+n0)+(n0+1)
no(ng + 1)

IT‘F(’HO—FI)

no(no + 1) +2(ng + 1)
2

(no + 1)(no + 2)

—

Dies ist die zu beweisende Formel fiir ng + 1. O
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Anmerkung: Man sagt, dass diese Summenformel auf F. Gaufl (1777-1855)
zuriick geht, der einer Anekdote zufolge die Summe der ersten 100 Zahlen
dadurch berechnete, dass er die Summe der ersten mit der letzten, der zweiten
mit der zweitletzten, der dritten mit der drittletzten usw. bildete:
14+2+3+---+98+99+100=(14100)+(24+99) 4+ (34+98) 4 ---.
Somit erhélt man von den 100 Summanden nur noch %, jeder mit dem Wert
101, also 1+243+---4100 = w. Tatséchlich war sowohl die Formel als

auch der Rechenweg schon Adam Ries (1492-1559; 1422) bekannt. O

Als Abkiirzung fiir Summen und Produkte fithrt man folgende Notationen ein:

Definition:
(1) Summen: Fir die Summe der Zahlen a;,a;41, ..., a, € IR schreibt man

n
E g :=aq+ @41+ ...+ apn.
k=l

(2) Produkt: Fiir das Produkt der Zahlen a;,ai41, ..., a, € IR schreibt man
Hak =ap-ap41 ... Ay
k=l

(3) Fakultéiit: Zu jedem n € IN definiert man

nli=1-2-...-n (Fakultédt von n ) und 0!:=1.

Ubrigens wiichst n! sehr schnell. Z.B. 13! = 6 - 10°; um diese Zahl zu zihlen,
benotigte man 100 Jahre, wenn man in einer Minute bis 100 z&hlen kénnte!

Beispiele 1.4.
10

® ) i?=52+62+ 7+ 8 +9% 4 10% = 355.
i=5

® JJ(2i-1)2=5%-7%-92-11% = 12006225.
=3
@ 5'=1-2-3-4-5=120. o
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M=

Beispiel 1.5. |[14+3+5+4+ -+ (2n—1)= Y (2k—1) = n? (n € IN)

k=1

Beweis mit vollstandiger Induktion. Wir beginnen beim Induktionsanfang
n = 1, indem wir n = 1 sowohl in die linke wie auch rechte Seite der Gleichung
einsetzen: 1 = 12. Damit ist die Formel richtig fiir n = 1.

Induktionsschluss von n auf n + 1: Sei n beliebig und die Formel richtig fiir
dieses n, dann ist zu zeigen, dass die Formel auch fiir n + 1 gilt:

14345+ 4+Cn—-1)+Cn+1)=14+3+--4+2n—-1)]+(2n+1)
=n’+2n+1=(n+1)>~

Dies ist die Formel fiir n + 1. O

Achtung: Zum Beweisprinzip der vollstdndigen Induktion gehtéren sowohl
der Induktionsanfang als auch der Induktionsschluss. Fehlt einer dieser beiden
Beweisteile, ist der Beweis nicht vollstdndig und die Aussage nicht bewiesen,
wie die beiden folgenden Beispiele zeigen:

A\ Beispiel 1.6. Nach L. Euler (1707-1783) liefert der Ausdruck

p=n?—n+41

fir n = 1,2,3,...,40 Primzahlen, ndmlich p = 41,43,47,...,1601 wie man
durch Einsetzen explizit nachrechnet. Dies reicht aber nicht fiir einen allge-
meinen Beweis aus. Fiir n = 41 folgt p = 412 — 41 + 41 = 412, Dies ist keine
Primzahl. Die Primzahlberechnung ist zwar fiir viele einzelne n richtig; sie gilt
aber nicht allgemein! O

A\ Beispiel 1.7. Wir betrachten die falsche Formel

n(n+1)
2

(vgl. Beispiel 1.3) und zeigen, dass dennoch der Induktionsschluss durchfiihr-
bar ist: Wir nehmen also an, die Formel sei fiir ein n richtig und zeigen, dass

14243+ 4n= +1

sie dann auch fiir n + 1 giiltig ist.

14243+ +n+n+1) =200 414 (nt1)

_ 7L(n+1)-2&-2(n+1) +1

_ (n+1)2(n+2) +1.
Dies ist die Formel fiir n + 1. Obwohl der Induktionsschluss durchfithrbar
ist, gibt es keine natiirliche Zahl n, fiir welche die Formel richtig ist. Der
Induktionsschluss verliert also seinen Sinn, wenn der Nachweis fiir n = 1 oder
fiir einen anderen festen Zahlenwert nicht erbracht werden kann. O
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© 1.2.3 Geometrische Summenformel
Fiir viele Anwendungen wichtig ist die geometrische Summenformel:

Beweis durch vollstandige Induktion.
0
. 1—4¢'
Induktionsanfang n = 0: Z ¢d=q¢=1= R
i=0 I—q
Induktionsschluss von n auf n + 1: Sei n beliebig und die Formel richtig fiir n,
dann gilt fiir n 4 1:
n+1 ; no 1 1— qn+1 —
1— qn-i-l + (1 _ q)qn-i-l 1— qn+2

© 1.2.4 Permutationen
Als Permutation einer Menge versteht man alle méglichen Anordnungen der
Elemente der Menge. Ist A = {a1,az2,as,...,a,}, so kommt auf jede Position
in der Menge genau ein Element. Eine andere Anordnung der Menge ist z.B.

{ag,a1,as,...,an}.

Der folgende Satz gibt Aufschluss dariiber, wie grof8 die Anzahl aller verschie-
dener Anordnungen einer n-elementigen Menge ist:

Satz: Die Anzahl aller moglichen Anordnungen einer n-elementigen Menge
{a1,...,a,} ist gleich n!l=1-2-3-...-n.

Beweis durch vollsténdige Induktion. Der Induktionsanfang ist wieder bei
n = 1: Die Anzahl aller Anordnungen der 1l-elementigen Menge {a;} ist 1.
Wegen 1! = 1 gilt die zu beweisende Formel also fiir n = 1.

Induktionsschluss von n auf n + 1: Gesucht ist die Anzahl aller Anordnungen
einer (n + 1)-elementigen Menge {a1,as,as,...,an+1}. Dazu betrachten wir
das Element a; und dessen Plitze (Positionen) in dieser Menge. a; kann an
1. Stelle stehen; dann gibt es nach Induktionsvoraussetzung fiir die restlichen
n Elemente n! Anordnungen. a; kann auch an 2. Stelle stehen; dann gibt es
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nach Induktionsvoraussetzung fiir die restlichen n Elemente n! Anordnungen.
a1 kann auch an 3. Stelle stehen; wieder gibt es dann fiir die restlichen n Ele-
mente n! Anordnungen. usw. a; kann also an n + 1 verschiedenen Positionen
stehen, und die verbleibenden n Elemente haben dann noch n! unterschied-
liche mogliche Anordnungen. Insgesamt gibt es also n!- (n+ 1) = (n + 1)!
Moglichkeiten. O

Folgerung: Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen
Menge {a1,...,a,} ist gleich

n!
kl(n — k)

Begriindung: Alle k-elementigen Teilmengen der Menge M = {a1,...,a,}
findet man, indem aus allen n! Anordnungen nur die ersten k Elemente ge-
nommen werden. Dabei tritt jede k-elementige Teilmenge k!-mal auf und die

verbleibenden (n — k)!-mal. Damit sind die k-elementigen Teilmengen gleich

n!
k!'(n—k)!* O

Anwendung: Die Chance, beim Lotto-Spiel 76 aus 49” die richtige Kombi-
nation zu erraten, ist etwa 1:14 Millionen. Denn die Anzahl der 6-elementigen

: : : : ; 49! _ 44-45-46-47-48-49 _
Teilmengen einer 49-elementigen Menge ist gleich &5 = 53450 =
13.983.816.

1.2.5 Der binomische Lehrsatz
Fiir zwei natiirliche Zahlen n und k£ mit 0 < k£ < n bezeichnet man die Zahl

() oy

(man spricht n iiber k) als Binomialkoeffizient. Die Binomialkoeffizienten be-
stimmen sich entweder durch die obige Formel oder durch das nach Pascal
benannte Schema, dem sog. Pascalschen-Dreieck: Beginnend mit 1 wird die
unten angegebene Pyramide in jeder Stufe um eine 1 rechts und links erwei-
tert. Die Zahlen im Schema ergeben sich aus der Summe der beiden dariiber
stehenden Zahlen.
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Bemerkung: Mit den Binomialkoeffizienten kénnen wir die letzte Folgerung

kurz formulieren: Es gibt Moglichkeiten aus n Objekten genau k aus-

n
k

zuwahlen. Aus dieser Aussage erhalten wir die binomische Formel:

Beweis: Multipliziert man die rechte Seite aus, so kommt der Term b* so oft

Z ) -mal (siehe

obige Bemerkung). Die restlichen (n — k) Faktoren tragen zu a™* bei. |

vor, wie man k Faktoren aus n Faktoren wihlen kann, also (

Beispiele 1.8.
@ (z+y)l=1

(z+y)l=z+y

(z+y)? =22+ 22y + 2

(x+y)® = 2% + 322y + 3ay® + o3
® Wir berechnen den Wert der Potenz (104)® mit dem Lehrsatz:

(104)3 = (100 + 4)3 = 1003 + 3 - 100% - 4 + 3 - 100 - 4% + 43
= 1000000 + 120000 + 4 800 + 64 = 1.124. 864. ]
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1.3 Reelle Zahlen

Wir stellen uns auf den Standpunkt, dass uns die reellen Zahlen zur Verfiigung
stehen und gehen nicht auf den axiomatischen Aufbau ein. Fiir physikalische
Messungen wiirden die rationalen Zahlen ausreichen, fiir die hohere Analysis
weisen die rationalen Zahlen ”zu viele Locher” auf. Erst ihre Erweiterung zu
den reellen Zahlen macht die Differenzial- und Integralrechnung mdoglich.

1.3.1 Zahlenmengen und Operationen

Auf den natiirlichen Zahlen IN gibt es als Grundrechenarten + und -. Die
Gleichung = + 1 = 0 ist innerhalb IN formulierbar, aber nicht l6sbar. Man
erweitert daher den Zahlenbereich um all die Losungen der Gleichungen

z+n=0,

wenn n € INg. Die Losungen sind 0,—1,—2, -3, - und der erweiterte Zah-
lenbereich nennt man 7ZZ, die ganzen Zahlen. In 7 lisst sich fiir jedes n € 7Z
die Gleichung z + n = 0 16sen. Nicht losbar ist die Gleichung 2z = 1. Man
erweitert nun Z um all die Losungen von Gleichungen der Form

q-x=p

mit p,q € Z und ¢ # 0. Somit erhilt man die Zahlenmenge der rationalen
Zahlen Q. In diesem Zahlenbereich sind alle Gleichungen obiger Form losbar.
Aber die Gleichung

2 =2

besitzt in @ keine Losung. Also erweitert man die rationalen Zahlen um all
die Losungen von Gleichungen obiger Bauart und kommt so zu den reellen
Zahlen IR. In den reellen Zahlen sind noch die sog. transzendenten Zahlen, wie
e und 7 enthalten, die wir im Kapitel iiber Folgen noch genauer untersuchen.
In Tabelle 1 sind die Zahlenbereiche mit den zugehorigen Rechenoperationen
nochmals aufgelistet.

Tabelle 1: Zahlenmengen und Grundrechenoperationen

Mengen Grundoperationen | nicht 16sbar
INg natiirliche Zahlen + . r+1=0
77, ganze Zahlen + - - 2-x=1
Q rationale Zahlen + - \ 2 =2
IR reelle Zahlen + - \ 2+1=0

Darstellung reeller Zahlen. Zur Veranschaulichung der reellen Zahlen dient
die bekannte von — nach + gerichtete Zahlengerade. Jeder Punkt auf der
Zahlengeraden entspricht genau einer reellen Zahl.

1.3



14 1. Zahlen, Gleichungen und Gleichungssysteme

<N

L
-2 -1 o f 1 I
1
3
Abb. 1.2. Reelle Zahlengerade

© 1.3.2 Die Rechengesetze fiir reelle Zahlen
In IR sind zwei Verkniipfungen gegeben, nédmlich + und -. Addition und Mul-
tiplikation zweier reeller Zahlen liefern wieder reelle Zahlen. Formal hat man
hiermit zwei Abbildungen + und - definiert:

+:IR xR —IR mit  (x,y)—ax+y

- IRxIR — 1R mit (z,y) — z - y.

Alle weiteren Rechengesetze der reellen Zahlen lassen sich auf diese elementa-
ren Gesetze zuriickfiihren. Da diese Rechengesetze nicht nur fir die Menge der
reellen Zahlen gelten, sondern auch fiir andere Zahlengebilde, fiihrt man den
Begriffs des Korpers ein und verallgemeinert: Eine Menge K zusammen mit
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zwei Verkniipfungen

+: KxK—K mit  (z,y)—x+y

-t KxK—K mit  (z,y) — x -y,

die den Axiomen (A1)-(A4), (M1)-(M4) und (D) geniigen, nennt man Kérper.

Beispiele 1.9:
@ Sowohl (IR, +, ) als auch (Q, +, ) bilden Kérper.

@ (Z,+,-) ist kein Korper, da (M4) verletzt ist: z.B. 2 € Z besitzt beziiglich
der Multiplikation kein Inverses, so dass 2-x = 1.

® (IN,+, ) ist kein Korper, da z.B. (A4) verletzt ist.
@ (Fy,+,-) mit F = {0,1} und den Verkniipfungen

+]10|1 <101
001 010
111]0 11011

ist ein Kérper. Man rechnet die Rechengesetze direkt nach. F5 ist der kleins-
te Korper; denn jeder Kérper muss mindestens zwei Elemente enthalten: 0
und 1. O

© 1.3.3 Potenzrechnen
Wir definieren zu jeder reellen Zahl a € IR die Potenz von a durch

=a:...-q (n € IN).

Definition: Die n-te Wurzel einer Zahl a > 0
bi= Ya:=an (n e IN)

ist definiert als diejenige positive reelle Zahl b mit der Eigenschaft b = a.

Mit der Schreibweise {/a = an lassen sich die n-ten Wurzeln einer Zahl als
Potenzen mit rationalem Exponenten interpretieren. Fiir die Potenzen von
Produkten bzw. Quotienten von reellen Zahlen gelten die allgemeinen Potenz-
rechenregeln, die in der folgenden Ubersicht zusammengestellt sind:
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Beispiele 1.10.

a5z—2y a4z+y a5:1;—2y—4z—y az—3y

@ pom—1 Cpm—2 T pém—l-m+2  pemAl’
&) gl—j)_b:a4b2%a_1a_éb_§:%agbg.
%Sa%b—3)—2 8_2a_6b6 33
® = = O

(12a—2b=4)=3 ~ 12-3a6p12 ~ 264126

© 1.3.4 Logarithmen
Definition: Gegeben ist die Gleichung a = b* (a, b > 0). Gesucht ist bei
gegebenem a und b der Exponent . Wir nennen

z = logya

den Logarithmus von a zur Basis b.

Spezielle Logarithmen sind der Logarithmus zur Basis 10
loga :=logipa (10er Logarithmus),
der Logarithmus zur Basis 2 (Logarithmus dualis)

lda :=logy a (2er Logarithmus)
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und der Logarithmus zu Basis e

Ina :=logea (natirlicher Logarithmus).

Zwischen unterschiedlichen Logarithmen besteht der Zusammenhang

log,
logyy ==ZOZ Z

(b, ¢,y >0).

Dadurch ist es ausreichend einen Logarithmus (z.B. den natiirlichen Logarith-
mus) berechnen zu kénnen. Die Logarithmen zu anderen Basen ergeben sich
dann durch obige Formel.

Beweis der Logarithmenformel: Aus b* = y folgt per Definition des Logarith-
mus zur Basis b, dass © = logyy. Andererseits gilt fiir den Logarithmus zur
Basis ¢ nach der Logarithmusregel (3):

logey
log. b’

logey =1log:.b" = x - log. b=z =
Hieraus folgt die behauptete Formel. O
Beispiele 1.11:
® 2* =4 = x=logs 5 = —log, 8 = —3.
@ 10% = 0.0001 = = = log1p10™* = —4 log1p10 = —4.
® mYL D —Inya+Inb2—Inci —Ind=> = Llna—2Inb—Lnc+3Ind

Vea =
@ log\/ Va2bvac® =log((a®bai ¢2)5)z = logasbsazicis
= 2 loga+ ¢logb+ 5 loge. o

1.3.5 Anordnung der reellen Zahlen

Unter den reellen Zahlen herrscht eine bestimmt Anordnung: Zwei reelle Zah-
len a,b € IR stehen stets in genau einer der drei folgenden Beziehungen zuein-
ander:

. - > IR
a<b (a liegt links von b), a b
. . . L » IR
a=1b (a identisch mit b), a=b
. . > IR

a>b (a liegt rechts von b). b a
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Unter dem Betrag einer reellen Zahl a wird der Abstand von a zum Nullpunkt
verstanden. Er wird durch das Symbol |a| gekennzeichnet:

a fira>0
la| := 0 fira=0
—a fura<0

Beispiele 1.12: 3| =3; |-5| =5;

V3| = 2. o

“l =1,
2 2

Der Abstand zweier Zahlen x und a auf der Zahlengerade ist |z — a] .

L L > IR
a X

-

x-al
Abb. 1.3. Abstand zweier Zahlen
Nach der Definition des Betrags ist also
|t —al =2 —afirz—a>0bzw. z > a,
|z —a] = —(z —a) fir z —a <0 bzw. z < a.

Diese Fallunterscheidung wird beim Lésen von Betragsgleichungen und Be-
tragsungleichungen eine wichtige Rolle spielen.

Folgerung: (Bernoullische Ungleichung)

Beweis durch vollstandige Induktion. Fiir n = 1 gilt sogar die Gleichheit.
Induktionsschluss von n auf n+ 1: Wegen 1+ x > 0 folgt durch Multiplikation
der Induktionsvoraussetzung (14 x)" > 1+ n z mit (14 x):

A+z)"" >0 +nz)1+2)=1+n+Dz+nz2>1+ (n+1)z. O
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Intervalle: Teilmengen der reellen Zahlen nennt man Intervalle. Dabei un-

terscheidet man zwischen den endlichen und den unendlichen Intervallen. Zur
Beschreibung dieser Teilmengen von IR fiihren wir folgende Notationen ein:

(1) Endliche Intervalle (a < b)

[a, b] {r:a<x<b} abgeschlossenes Intervall
— : <

[2,) {v:a<o<b} halb offene Intervalle

(a,b] = {z:a<z<b}

(a,b) = AHz:a<axz<b} offenes Intervall

(2) Unendliche Intervalle

R>, = J[a,0) :={z:a<z<o0}
Ry = (a,00) ={z:a<z<o0}
R<, := (-00,a] ={z:—c0o<z<a}
Rey = (—00,a) ={r:—c0<z<a}

1.4 Gleichungen und Ungleichungen

Die Lésungsmethoden beim Lésen von Gleichungen sind so Vielfiltig wie es Gleichungsty-
pen gibt. Wir zeigen exemplarisch, wie einfache Gleichungen und Ungleichungen zu [6sen
sind. Allerdings werden wir nicht systematisch auf das Ldsen von Gleichungen und Unglei-
chungen eingehen, da sie in vielen Fallen nicht exakt gelost werden kénnen und man daher
auf numerische Verfahren angewiesen ist (siehe z.B. das Bisektionsverfahren §6.4 oder das
Newton-Verfahren §7.9 ).

Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich ein zusitzliches Kapitel iiber das numerische Lésen
von Gleichungen sowie ein Abschnitt iiber das Lésen von Gleichungen und Ungleichungen
mit MAPLE.

1.4.1 Gleichungen

Jede Beziehung zwischen (reellen) Groflen, in der ein Gleichheitszeichen auf-
tritt, nennt man Gleichung. Treten die Gréflen der Gleichung nur als Summen
und Produkte von Potenzen auf, so spricht man von algebraischen Glei-
chungen. Die grofite Summe aller Exponenten eines Terms gibt den Grad der
Gleichung an.

1.4
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1. Quadratische Gleichungen
Die Gleichung

2 +pr+q=0

heifit quadratische Gleichung oder Gleichung zweiten Grades. Liegt die Glei-
chung in der Form az? + bx + ¢ = 0 mit a # 0 vor, so dividiert man durch a,
um sie in der p/¢-Form zu erhalten.

Fiir die quadratische Gleichung 22 4 px + ¢ = 0 gibt es die p/g-Losungsformel

7

R

p
.'171/2 = —§:|:

Setzt man D := % — ¢ (Diskriminante), so hat die Gleichung fiir D > 0 zwei
verschiedene reelle Losungen, fiir D = 0 eine doppelte reelle Losung und fiir
D < 0 keine reelle (aber zwei verschiedene komplexe) Losungen.

Beispiele 1.13:

® 22+ 22 — 3 = 0 hat zwei reelle Losungen:
Ty = —1£4/(—1)? + 3 = —1£2. Damit ist 2y = 1, x5 = —3.

@ 22 + 4z + 4 = 0 hat eine doppelte reelle Losung:
Ty)9 = —24+v2? — 4 = —2. Damit ist 2; = —2 eine doppelte Losung.

® 22 — 42 + 13 = 0 hat keine reellen (aber zwei komplexe) Lésungen:
Tip =24+4/4 - 13 =24+/—9 =24 3i. Damit gibt es keine reellen Lésun-
gen. Hierbei bedeutet i die imagindre Einheit (siche Kapitel 5, Komplexe
Zahlen. O

2. Gleichungen héheren Grades

Gleichungen hoheren Grades sind mathematisch nur zum Teil exakt 16sbar, da
in den seltensten Fillen eine geschlossene Losung existiert. Gelegentlich fiihrt
eine Substitution zu einer quadratischen Gleichung, wie das folgende Beispiel
zeigt:

Beispiel 1.14. Gesucht sind Losungen der Gleichung vierten Grades
at —ba® +4=0.
Wir substituieren z = 22 und erhalten die quadratische Gleichung

A —b5z44=0.
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Wenden wir die p/g¢-Formel an, ist

5 /25 ) 25—-16 5 3

Daher ist 2; = 4, zo = 1. Wegen z = 22 und damit z = +/z, gilt

Tijp = EVA = £2

z3/4 = £V1=£1.

Die Losungen der Gleichung sind z = -2, —1,1, 2. O

Manchmal kann man auch eine Nullstelle erraten und anschlieBend durch Po-
lynomdivision oder durch Anwenden des Horner-Schemas das Problem um
einen Grad erniedrigen. Die Rechentechniken hierfiir werden wir im Kapitel
iiber Polynome §4.2 ausfiihrlich beschreiben.

3. Wurzelgleichungen

Einfache Wurzelgleichungen werden gel6st, indem man die Wurzel isoliert, z.B.
auf die linke Seite der Gleichung bringt, die restlichen Terme auf die rechte
Seite. Anschliefend wird bei Quadratwurzelgleichungen quadriert und nach
der gesuchten Variablen aufgelost.

/N Achtung: Durch das Quadrieren der Gleichungen veréindert man die Lo6-
sungsmenge: Die Gleichung x = 1 hat als Losung die Zahl 1. Quadriert man
die Gleichung jedoch, erhiilt man z? = 1. Diese Gleichung hat als Losungen
sowohl z = 1 als auch z = —1. Die quadrierten Gleichungen kénnen mehr
Losungen als die urspriinglichen besitzen. Man muss daher immer eine Probe
durchfiihren, ob die gefundenen Kandidaten auch wirklich Losungen der Wur-
zelgleichung darstellen.

Beispiel 1.15. Gesucht sind Losungen der Wurzelgleichung
Vb—x+3—2=0.
Wir isolieren die Wurzel
VE—z=2-3,
quadrieren
5—x=ax%—6z+9

und formen um

2 —br+4=0.
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Dies ist eine quadratische Gleichung, die mit der p/¢-Formel geldst werden
kann. Beispiel 1.14 liefert die Lésungen

IE1:4, IEQZL

Nun werden wir nachpriifen, ob es bei den beiden Werten um Losungen der
Wurzelgleichung handelt. Dazu setzen wir die Werte in die Wurzelgleichung
ein:

x1=4: v/1—1=0. Der Wert z; = 4 erfiillt die Wurzelgleichung.
xo=1:V4+2=4 # 0. Der Wert 1 = 1 erfiillt die Wurzelgleichung nicht.
Damit ist die Losungsmenge der Wurzelgleichung IL = {4}. O

4. Betragsgleichungen
Da der Betrag |a| einer reellen Zahl a definiert ist durch den Abstand zum
Nullpunkt
. a fira>0
o '_{—afiira<0 ’

fithrt dies bei Betragsgleichungen immer zu einer Fallunterscheidung, je nach-
dem ob in den Betragszeichen eine positive Zahl steht, dann wird das Be-
tragszeichen durch eine Klammer ersetzt, oder ob in den Betragszeichen eine
negative Zahl steht, dann wir das Betragszeichen durch -( ) ersetzt.

Beispiel 1.16 (Mit MaprLeE-Worksheet). Gesucht sind die Losungen der
Betragsgleichung

[z — 1] = —2z + 4.

Um sich einen Uberblick iiber die beiden Funktionen zu verschaffen, zeichnen
wir die linke und die rechte Seite der Gleichung:

-5

Man erkennt, dass es zwei Schnittpunkte der Graphen gibt, die es zu bestim-
men gilt.

1. Fall: 42 —1>0,d.h. z > {:
In den Betragszeichen stehen fiir = > i nichtnegative Zahlen. Unter dieser
Voraussetzung konnen die Betragszeichen durch eine einfache Klammer
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ersetzt werden. In diesem Fall folgt
dr—1 = -2z +4.

Das Auflosen nach x liefert

5
6x = 5 bzw. = —.
x 7w T=
x = 2 erfilllt die Bedingung # > }, unter der wir das Ergebnis berechnet

haben.

2. Fall: 40-1<0,dh o<1
In den Betragszeichen stehen fiir z < % nur negative Zahlen. Unter dieser
Voraussetzung werden die Betragszeichen durch -( ) ersetzt. In diesem Fall
folgt

—(dx—1) = -22+4 = —Adx+1=-2z+4

Das Auflosen nach x liefert

2
2z = —3 bzw. = ——.
T ZW x 3
T = —% erfilllt die Bedingung = < %, unter mit der wir das Ergebnis
berechnet haben.
Die Lésungsmenge ist damit 1L = {3, 2} |

Hinweis: Durch den verbreiteten Einsatz von Computern zur Losung von
mathematischen Fragestellungen, insbesondere dem Losen von Gleichungen,
kommen numerischen Methoden immer mehr Bedeutung zu. Deshalb sind in
diesem Lehrbuch eigens zwei Abschnitte (§6.4 und §7.9) gewidmet, in denen
numerische Verfahren detailliert besprochen werden.

© 1.4.2 Ungleichungen
Aquivalente Umformungen einer Ungleichung sind:
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Beispiel 1.17 (Mit MaprLE-Worksheet). Gesucht sind die Losungen der
Betragsungleichung

|2z + 2| > 3.

Wie bei den Betragsgleichungen miissen beim Losen von Ungleichungen die
Betriige erst durch eine Fallunterscheidung aufgelost werden.

1. Fall: 22 +2>0,d.h. 2 > —1:
In den Betragszeichen stehen fiir £ > —1 nicht negative Zahlen. Unter die-
ser Voraussetzung konnen die Betragszeichen durch eine einfache Klammer
ersetzt werden. In diesem Beispiel folgt dann

20+ 2 > 3.

Das Auflosen nach x liefert
1
> —.
Y70
x> % erfiillt die Bedingung x > —1, unter der wir die Rechnung durch-

gefithrt haben.

1
= H_Jl = (5700)

2. Fall: 22 +2<0,dh. z<—1:
In den Betragszeichen stehen fiir x < —1 nur negative Zahlen. Unter dieser
Voraussetzung werden die Betragszeichen durch -( ') ersetzt. In diesem Fall
folgt

—(2z+2) > 3.
Durch Multiplikation mit (—1) folgt
2r+2 < =3

und das Auflésen nach x liefert

r < —§
5"
T = —g erfiillt die Bedingung < —1, unter der wir das Ergebnis berechnet
haben.
5
= Ly = (—o0, —5)

Die Losungsmenge besteht damit aus zwei Teilintervallen, dem offenen Inter-

vall (—o0, —3) vereinigt mit dem offenen Intervall (1, c0):

5 1
H_J:IL1 UILQZ(_OO,_i)U(§,OO) O
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Beispiel 1.18 (Mit MaprLE-Worksheet). Gesucht sind die Losungen der
Betragsungleichung

(r—2)* < || .

Um sich einen Uberblick iiber die beiden Funktionen zu verschaffen, zeichnen
wir die linke und die rechte Seite der Ungleichung;:

(x-1y’
8

Man erkennt, dass es zwei Schnittpunkte der Graphen gibt, die es zu bestim-
men gilt. Die Losungsmenge besteht dann aus dem abgeschlossenen Intervall,
in dem die Quadratfunktion (x — 1)? kleiner bzw. gleich der Betragsfunktion
|| ist.

Bestimmung der Schnittpunkte: Aus dem Graphen entnimmt man, dass
die Schnittpunkte sich im positiven z-Bereich befinden. In diesem Bereich darf
man bei |x| die Betragszeichen durch eine einfache Klammer ersetzen, so dass
wir die Gleichung

r=@x—-1?2 = 22-2z+1l=2 = 22-3z+1=0

zu losen haben. Die p/g-Formel liefert

3
.’171/2:§i

Damit sind x; = 0.38 und zo = 2.62 die Schnittpunkte der Kurven. Die
Losungsmenge besteht aus dem beidseitig abgeschlossenen Intervall

31 -3 1
L= |2—-v52+2v5]=0.38,2.62.
{2 2\/5,24-2\/5} 0.38,2.62] o

Visualisierung mit MAPLE: Auf der CD-Rom befindet sich die
MAPLE-Prozedur visual_solve, um Gleichungen und Ungleichungen zu
16sen sowie die Losung graphisch darzustellen.
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1.5 Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme (LGS) spielen in Theorie und Anwendungen
eine sehr wichtige Rolle. In diesem Abschnitt fithren wir eine Methode ein, mit
der beliebige LGS gelost werden kénnen: den GauB-Algorithmus. Auf allgemei-
ne Zusammenhinge und Aussagen iiber LGS sei auf das Kapitel 3, Matrizen
und Determinanten, verwiesen.

1.5.1 Einfiihrung

Anwendungsbeispiel 1.19 (Die Beschreibung elektrischer Netzwerke
bei Gleichstrémen).

Gegeben sei das nebenstehende elektri-
sche Netzwerk mit den gegebenen Wider-
stinden Ry = 1Q, Ry = 5Q, R3 = 3Q.
Diesem Netzwerk werden zwei Gleichstro-
me I4 = 1A und Ip = 2A zugefiihrt.
Gesucht sind die Einzelstrome I, I, I3.

Um die Modellgleichungen zu erhalten,

Abb. 1.4. Elektrisches Netzwerk wenden wir die Kirchhoffschen Geset-

ze an: Der Knotensatz besagt, dass die

Summe der in einem Knoten zu- und abflieenden Strome gleich Null ist. Der

Maschensatz besagt, dass in einer Masche die Summe aller Spannungen Null
ergibt.

Bei unserem Beispiel gilt fiir den Knoten K 4, dass I3 zu- und 14, I; abflieen
(Ka): I3=1Ia+ I

fiir den Knoten Kp, dass Ig zu- und I, I abflieen
(Kg): Ip=1L+I.

Fiir die Masche mit angegebenen Stromrichtungen gilt, dass der Spannungs-
abfall iiber Ry gleich der Summe der Spannungsabféllen {iber R; und Rj ist:

(M) : Rlll + R3[3 = RQIQ.

Dies ergibt ein System von 3 Gleichungen fiir die Einzelstrome I, I, I5. O
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Im Folgenden werden wir die gegebenen Werte in die Gleichungen einsetzen
und eine Methode einfiihren, um das System systematisch zu l6sen:

Il 12 I3 r.S.
Gi: 11 =5l +3I3=0 1 -5 3 0
Go: —1I + 13 =1 -1 0 1 1
G3 : 1[1 + 1]2 =2 1 1 0 2

Dieses System wird gel6st, indem die Variable I; aus Gleichungen G2 und G3
eliminiert wird. Dazu bildet man die Summe aus Gleichung G, und G2 bzw.
die Differenz aus Gleichung G; und G3:

Il IQ I3 r.S.

Gll = G1 : 1[1 — 5[2 + 3]3 = 1 -5 3
GhL=G1+Gy: — 5l +4I; = 1 0 -5 4 1
é:Gl—Gg,: —6]2+3]3:—2 0 —6 3 -2

AnschlieBend nehmen wir Gleichung G5 und G5 und eliminieren die Variable
I aus Gy. Dazu addieren wir das 6-fache von Gleichung G zum (—5)-fachen
von Gleichung G;’ : —30I, + 2413

= 6
30, — 15I3 = 10
9I3 = 16
Damit erhalten wir schliefflich
Il IQ 13 r.S.
Gl =Gy 11, — 51, + 35 = 1 -5 3
Gy =Gl — 5l + 4l = 1 0 -5 4| 1
Gy = 6Gy — 5Gjy : 95 = 16 0 0 9| 16
Aus Gleichung G folgt
16
0I; =16 = Is = .
Eingesetzt in Gleichung G/Q/ folgt

16 11
—51 4. — =1 I, = —.
515 + 9 = Ia 9

Beide Ergebnisse in Gleichung Glll eingesetzt liefert
11 16 7
L —5-—+3.—=0=1 =~
! 9 70 "

Damit sind die Teilstréme I, Is, I3 berechnet. O
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In der letzten Spalte wurde jeweils auf die Angabe der Variablen verzichtet und
nur der Koeffizient der Variablen bzw. die Konstanten auf der rechten Seite der
Gleichung aufgelistet. Hierbei steht an erster Stelle immer der Koeffizient von
I, an zweiter Stelle der Koeflizient von I und an dritter Stelle der Koeffizient
von I3. Im Prinzip reicht diese Kurzversion des Gleichungssystems aus, um es
zu l6sen. Die Vorgehensweise, die wir zur Losung dieses speziellen Gleichungs-
systems gewihlt haben, ist verallgemeinerbar (—GauB-Algorithmus), wenn die
gesuchten Groflen nur linear (—LGS) vorkommen.

1.5.2 Begriffsbildung und Notation

Ein linearer Zusammenhang zwischen zwei Groflen x und y liegt dann vor,
wenn x proportional zu y (z ~ y) ist, d.h. ax + by = const. Allgemeiner
bezeichnet man eine Gleichung der Form

ary + brs +cr3=d

als lineare Gleichung in x1,x2,x3, da jede der Variablen zi,xs und x3 nur
in linearer Form, also zur Potenz 1 auftritt. Jedes 3-Tupel von reellen Zahlen
(71,72,23) € IR®* =R x IR x IR, das die Gleichung erfiillt, heifit Losung.

Beispiele 1.20:

@ x1 —x2+x3 = 0 ist eine lineare Gleichung, da die Variablen x1, xo, 3 pro-
portional in der Gleichung enthalten sind. Diese Gleichung hat z.B. (0,1, 1),
(1,1,0), (1,2,1) als Lésungen.

@ Die Gleichung 22 + 2z — y = 0 ist keine lineare Gleichung, da die Variable
x quadratisch vorkommt.

® z1 — 9 +x3 = 0 und 227 + 32 — z3 = 0 bilden ein System aus linearen
Gleichungen, ein lineares Gleichungssystem. O

Definition: Ein System von m linearen Gleichungen in den n Unbekann-
ten x1,T2,...,%Tn

a1171 + a12T2 + -+ a1pTp = by
a21T1 + a2 + -+ AT, = by

Am1%1 + maT2 + - + Apn®p = bm

nennt man ein lineares Gleichungssystem (LGS). Die reellen Zahlen
ai; heiflen die Koeffizienten und b; die Konstanten der rechten Seite
des LGS.
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Abkiirzend fiir das LGS schreiben wir die Koeffizienten und die rechte
Seite in das folgende Schema

a1 a2 @13 - aip | b1
a1 G2 @23 -+ Aop | b

Gm1 Gm2 Gm3 **° Amn bm

Man nennt dieses Schema die erweiterte Koeffizientenmatrix bzw. kurz
Matrix. Die durchgezogene Linie soll daran erinnern, dass die Koeffizi-
enten links und die Konstanten rechts vom Gleichheitszeichen stehen.

Ein LGS, bei dem alle Konstanten b; der rechten Seite gleich Null sind,
heifit homogenes LGS. Ist mindestens eine Konstante b; ungleich Null,
so heifit es ein inhomogenes LGS.

Jede Zeile der Matrix steht fiir eine Gleichung; jede Spalte ist der entspre-
chenden Unbekannten zugeordnet. Die Losung besteht aus allen n-Tupeln
(21, x2, ..., Tpn), die siémtliche m Gleichungen erfiillen.

Wie wir beim einleitenden Beispiel gesehen haben, werden beim sukzessiven
Losen des LGS nur jeweils die Koeffizienten und die Konstanten verédndert,
nicht aber die Variablen. Daher verzichtet man beim Losen von LGS ganz auf
die Variablen und fiihrt alle Rechenschritte in der Matrizenschreibweise durch.

1.5.3 Das Lésen von linearen Gleichungssystemen

Umformungen, welche die Losungsmenge eines Systems nicht &ndern, nennt
man Aquivalenzumformungen. Folgende Umformungen sind Aquivalenz-
umformungen eines linearen Gleichungssystems:
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Wendet man diese 3 Regeln systematisch - wie im Folgenden beschrieben wird
- an, ist die Losungsmenge jedes LGS bestimmbar. Wie im Einleitungsbeispiel
gezeigt, wird in jedem Rechenschritt eine Variable aus dem System eliminiert
und dadurch um eine Gleichung reduziert, bis zum Schluss nur noch eine Glei-
chung fiir eine Variable iibrig bleibt. Das auf Gauf§ (1777-1855) zuriickgehen-
de Verfahren heifit das Gauf3ische Eliminationsverfahren oder der Gauf3-
Algorithmus. Wir beschrinken uns bei der Beschreibung der Einfachheit
halber auf quadratische Systeme mit n Gleichungen fiir n Unbekannte. Der
GauB-Algorithmus ist aber auf beliebige (n x m)-Systeme iibertragbar.

A\ Tm obigen Algorithmus wird angenommen, dass keiner der Koeffizienten a;
gleich Null ist; ansonsten miissen die Zeilen vertauscht werden. Sind alle ver-
bleibenden Koeffizienten von der zu eliminierenden Variablen x; gleich Null,
so kann dieser Schritt iibergangen werden, da das LGS schon die gewiinschte
Form hat. Bei der numerischen Ausfithrung des Algorithmus entstehen Re-
chenungenauigkeiten jedoch bereits dann, wenn diese Koeffizienten sehr klein
sind. Um solche Fehler moglichst klein zu halten, ist es giinstig, die Zeilen in
jedem Schritt so zu vertauschen, dass die Zeile mit dem betragsgrofiten Koeffi-
zienten a;i als oberste Gleichung gewihlt wird. Man nennt dies Pivotisierung.
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Beispiele 1.21:
@ Ein System mit genau einer Losung: Gesucht ist die Losungsmenge
des LGS

201 + x9 — x3 =3

3I1 + 51’2 — 41’3 =1

41’1 - 31’2 + 21’3 =2

In Matrizenschreibweise lautet dieses LGS

Gy 2 1-1|3
GQS 3 5—-4|1
Gs: 4-3 2|2

Zur Losung wenden wir den Gau$-Algorithmus an. Dazu schreiben wir die ers-
te Zeile ab; multiplizieren G mit (-3) und addieren das Ergebnis zur 2-fachen
zweiten Zeile hinzu. Aulerdem multiplizieren wir die erste Zeile mit (-2) und
addieren das Ergebnis zur dritten Zeile:

G 2 1-1| 3 (Gy)
Gy 0 7-5| -7 (2G4 — 3G1)
Gy : 0-5 4| —4 (G3 —2Gy)

Jetzt lassen wir die beiden ersten Gleichungen unveréndert und formen die
letzte Gleichung so um, dass der Koeffizient von x5 gleich Null wird.

" ’

Gy 21-1 3 (Gy)

Gy 07 5| -7 (Gy)

Gy 00 3| —63 (TG + 5G5)

Aus dem dquivalenten System (") lassen sich nun die Losungen leicht berech-

nen. Die letzte Gleichung liefert
3r3 = —63 = 3 = —21.

Eingesetzt in Gg: Teg —5-(=21) = =7 = 29 = —16.

Beides eingesetzt in G :  2z1 4+ (—=16) — (—21) = 3 = 2y = —1.

Somit hat das System genau eine Lésung (—1; —16; —21) und die Loésungs-
menge lautet

I -1
IL={(r1,20,23) €ER®: [ 25 | = | —16
I3 —21

Man nennt das System (") ein System mit oberer Dreiecksmatrix, da die Ein-
tragungen unterhalb der Hauptdiagonalen (a),, gy, a43) gleich Null sind. Hat
das System obere Dreiecksform ist das Eliminationsverfahren beendet. Durch
Riickwartsauflosen lassen sich dann die Unbekannten x1, x5, 3 bestimmen.
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® Die Losung enthilt eine Variable: Um das System

1 — 3x2+ 223 = 4
—21’1 + To + 3$3 = 2
21’1 — 16%2 + 18.’E3 =28

zu 16sen, formen wir die Koeffizientenmatrix in zwei Schritten so um, dass sie
Dreiecksform erhalt

Gy 1 -3 2| 4

Gy -2 1 3| 2

Gs 2 -16 18| 28

G, 1 -3 2| 4

G, 0 =5 7|10 (G2 + 2Gh)
Gy 0—1521] 30 (Gs + Gy)
G 1-32| 4

Gy 05710

Gy 0 00| 0 (G4 — 3Gy)

Aus der letzten Zeile folgt , welches fiir beliebiges x3 erfiillt ist.

Daher setzen wir z3 = A (beliebig). In G eingesetzt, folgt
7
—bBro +TA=10= 25 = —2—}—5)\.

Beides in G eingesetzt, liefert

7
5
Um eine einfachere Schreibweise zu erhalten, setzen wir A = 5k, so dass insge-
samt die Losungsmenge lautet

11
r=4+3(-2+4 g0 — 20 =2+ =\

1 -2 11
IL = (xl,acg,xg)elfi3: o | = =2 | +k 7 und k €1R

® Das System hat keine Losung: Wir betrachten das System aus (2),
indem wir die letzte Gleichung abdndern: Die Konstante 28 wird durch 27
ersetzt. Durch elementare Umformungen erhélt man

1-32| 4
0-57| 10
0 00| -1

Aus der letzten Zeile folgt . Diese Gleichung ist nicht erfiillbar,
weil die linke Seite immer Null ergibt. Daher ist IL = {} .
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@ Homogenes LGS: Nach Beispiel ® koénnen wir sofort die Losungsmenge
des homogenen LGS 1 — 3ma + 223=0
—2x1 + a9+ 3x3=0
2x1 — 1629 + 1823 =0

angeben, denn die elementaren Zeilenumformungen liefern

1-32]0
0-57]0
0 000

Durch Riickwértsauflésen erhalten wir aus Zeile 3 ‘ 0-x3 =0 | Daher ist x3
beliebig. Wir setzen x3 = 5k. In Zeile 2 eingesetzt, folgt

—DBxy+7-5k=0= 2o =Tk
und beides in Zeile 1 eingesetzt:

1 =43 -7k —2- -5k =11k.

Dabher ist
X1 11
L= (z1,z0,23): [ 22 | =k| 7] und k€eR,. ]
X3 5

Die Beispiele @ - @ legen folgende allgemeingiiltige Schlussfolgerung nahe, die
wir im Kapitel iiber Matrizen und Determinanten genauer untersuchen:
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Anwendungsbeispiel 1.22 (Chemische Reaktion).

Aus Quarz (5i02) und Natronlauge (Na O H) entsteht Natriumsilikat (Nas SiO3)
und Wasser (H20):

215109 + 290 Na OH — 23 Nas S103 + x4 H O

Gesucht sind die Anteile der Stoffe x1, 2, x3, x4, fiir welche die Reaktion
ablduft. Da nur ganzzahlige Vielfache in Frage kommen, sind natiirliche Zahlen
Z1, To, T3, T4 zZu bestimmen, so dass jedes der chemischen Elemente Si, O,
Na, H auf beiden Seiten der Reaktionsgleichung gleich oft auftritt. Dies fiihrt
zu dem folgenden homogenen linearen Gleichungssystem:

1 = X3

2131 + 29 = 31’3 + x4
To = 2$4.

S
Na: x9 =2x3
O.
H

In Matrizenform lautet das LGS

10-1 0[O0 10-1 00
01-2 0|0 01-2 0|0
21-3-1|0 00 1-1|0
01 0-2]0 00 0 0]0

Aus der letzten Zeile folgt 0-x4 = 0. Daher ist x4 beliebig. Wir wihlen x4 = k.
In Zeile 3 eingesetzt, folgt x3 = k. Beide Ergebnisse in Zeile 2 bzw. Zeile 1
eingesetzt liefert zo = 2k und z; = k. Die Losung mit den kleinsten Anteilen
der Substanzen lautet daher (fiir k& = 1)

Si02 +2NaOH — Nag Si03 + H>0. O

Anwendungsbeispiel 1.23 (Mischen von Legierungen).

Edelstahl ist eine Legierung aus Eisen, Chrom und Nickel. Beispielsweise be-
steht V2A-Stahl aus 74% Eisen, 18% Chrom und 8% Nickel. In der unten
stehenden Tabelle sind vorhandene Legierungen (I - IV) angegeben, mit denen
1000 kg V2A-Stahl gemischt werden soll.

I 11 IIT I\
Eisen 0% 72% 80% 85%
Chrom 22% 20% 10% 12%
Nickel 8% 8% 10% 3%
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Sind 1, x2, x3, x4 die Anteile der Legierungen I - IV in Einheiten kg, so gilt
fiir die Summe aller Mischungsanteile in kg

T1+To+ T3+ Ty = 1000.

Fiir die Einzelbestandteile Eisen, Chrom und Nickel gelten die Erhaltungsglei-

chungen
0.721 +0.7222 + 0.823 + 0.85z4 = 740

02221 +0.220 4+ 0.123 +0.1224 = 180
0.082z1 +0.08 22 + 0.1x3 + 0.03 x4 = 80.

Man beachte, dass bei 1000 kg Legierung mit 74% Eisen das Eisengewicht 740
kg betréagt, entsprechendes gilt fiir Chrom und Nickel. Diese vier Gleichungen
liefern ein inhomogenes lineares Gleichungssystem

11 1 1| 1000 11 1 1] 1000
70 72 80 85| 74000 . 02 10 15| 4000
2220 10 12| 18000 00-2 5 0

8§ 810 3| 8000 00 0 O 0

Wir wihlen x4 = k beliebig. In Zeile 3 eingesetzt, folgt x3 = %k Beide
Ergebnisse in Zeile 2 bzw. Zeile 1 eingesetzt liefert zo = 2000 — 20k und
x1 = —1000+ 16.5k. Damit die Losung realisierbar ist, miissen alle Anteile x1,
Zo, x3, x4 > 0 sein. Wegen der Bedingung fiir x5 folgt 100 > k und wegen
der Bedingung fiir ;1 folgt k£ > 60.6. D.h. fiir 100 > k& > 60.6 ist das Problem
physikalisch 16sbar. O

MapLe-Worksheets zu Kapitel 1

fesy  Die folgenden elektronischen Arbeitsblitter stehen fiir Kapitel 1 mit
MAPLE zur Verfiigung. Sie kénnen direkt durch Anklicken aus der
pdf-Version des Buches gestartet werden.

Mengen mit MAPLE

Natiirliche Zahlen mit MAPLE
Pythagoriische Zahlen mit MAPLE

Reelle Zahlen mit MAPLE

Gleichungen und Ungleichungen mit MAPLE
Visualisierung von Gleichungen mit MAPLE
Lineare Gleichungssysteme mit MAPLE
Zusammenstellung der MAPLE-Befehle
MAPLE-Losungen zu den Aufgaben
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1.6 Aufgaben zu Zahlen, Gleichungen und

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

Gleichungssystemen

Stellen Sie die folgenden Mengen durch Aufzéhlen ihrer Elemente dar:
a) {z : z ist Primzahl und z < 20}
b) {z : x ist reell und z* + 1 = 0}

Gegeben sind die Mengen A = {r €eIR: 0 <z <2}und B={z €lR:1<
x < 3}. Bestimmen Sie graphisch sowie rechnerisch
(i) An B, (i) AU B, (iii) A x B, (iv) A\B.

Bilden Sie die Vereinigung, Durchschnitt und beide Differenzmengen aus den
folgenden Mengen

a) My = {2,4,6,...}, M, =1{3,6,9,...}

b) My = {z: 2* + = — 2 = 0}, My = {x: 2> -3z +2=0}

Zeigen Sie mit Hilfe von Venn-Diagrammen, dass fiir drei Mengen M;, M2 und
M3 gilt

a) My N (Mz U Mg) = (M1 N M2) U (M1 N Mg)

b) M1 U (M2 N Ms) = (M1 U M2) N (M U Ms)

Zeigen Sie durch vollstandlge Induktlon dass fiir alle n € IN gilt

+1) (2n+1)
12422432+ _ B2 — n

a) 17 +2° 4 S n? Z g

b) 20 + 2! + 22 + 22’“ ontl
C)L-FL-FL-F + 1 — n

1.2 23 34 77 " nm+l) n+l

Zeigen Sie durch vollstédndige Induktion
a) 2" < n! fiir jedes n >4

b) 2n+ 1 < 2" fiir jedes n >3

¢) n? < 2™ fiir jedes n # 3

T OO0

Rechnen Sie nach, dass

n n—1 n
ORI SPRRRES PR P
k=1 k=0 k=0 k=1
. n .
Man zeige (k) ik < . fiir jedes n € IN. (Nachrechnen!)

Man entwickle die folgenden Binome
a) (z+4)° b) (1-5y)" ¢ (a®—2b)°.
125

Bestimmen Sie mit MAPLE den Summenwert von Z (k* +1).
k=T1
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1.18

1.19

1.20

1.21
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Bestimmen Sie mit MAPLE eine Formel fiir die Summenwerte von
a) P +2° 433 ..+ n?
b) 1* +2* +3*+ ... +n*

n n

1 1 i
VL L nary 2

i=1 i=1 =0

Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke soweit moglich

18 z%T4 47 3¢ nt1ro— npx n—1l;x N2 a—
a)W:W b)(a+1b l+ab+a 1b+1)2(a 2, 1)

Vereinfachen Sie formal die Wurzelterme soweit moglich

2 42
a) 796(2:2 L ) 8T b) 2T R —
3z —3

2 _
¢) V6x2 —6 2w 12

(2 — k)?
V2x2 — 2kx + k2

Berechnen Sie

a) vV Vab12 b) Va2/a? c) V/Vasb® d) \3/ a3\ a2V a® Va3
o {5/@5 a2 . \/a3 a7

Va2 ¥/at . Va'a

Berechnen Sie

a) 1d 2%, log+/10, Ine? b) In(v/e)?, In \/%2, In Ve3(n e2+Inef)

VeZ
¢) log ""Var Vb1

Zeigen Sie, dass die beiden Mengen zusammen mit den Rechenoperationen +
und - die Kérperaxiome erfiillen.

a) ({a+ bv2 mit a,b € Q}, +, -) mit den Rechenoperationen in IR.

b) (F2, +, -) bzgl. den in Beispiel 1.9 @ angegebenen Verkniipfungstabellen.

Geben Sie die reellen Losungen der folgenden quadratischen Gleichungen an:
a)4z? +82—-60=0 b)a?—4z+13=0 c)—-1=-9 (z—2)°
d) 522 4+2024+20=0 ) (z—1)(z+3)=—4

Man bestimme den Parameter ¢ so, dass die Gleichung 2z% 4+ 4z = ¢ genau
eine reelle Losung besitzt.

Welche reellen Losungen besitzen die Gleichungen?
a) —22° + 822 =8z

b) t* — 131> +36 =0

c) 2 (322 —6) (z°—25) (z+3)=0

Losen Sie mit MAPLE die folgenden Wurzelgleichungen:
a) vV—3+2x=2 b) Va?+4=2—-2
)Vvr—1l=vz+1 d)v2z22-142=0

Welche reellen Losungen besitzen die Betragsgleichungen?
a) |¢* — x| =24 b) |2z +4| = — (2° — 2 — 6)
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1.23 Bestimmen Sie mit MAPLE die reellen Losungsmengen der folgenden Unglei-
chungen:
a)2r—8>|z] b)z?4+zx+1>0 o) |z|<z—2 d)|z—4]>2?
1.24 Losen Sie die folgenden Gleichungssysteme:
a) 4x1 + 222 + 4dxz3 = 10
1+ T2 + z3 = 3
221 4+ 3x2 + 3xz3 = 8
b) 211 + o + x3 = 7
211 + 229 + x3 = 10
31 + x3 = 5
c) 2x1 + wx= + x3 = T
2z1 4+ 22 + x3 = 0
3z +  x3 5
1.25 Man bestimme die Losungsmenge der folgenden Systeme:
a) 1 — 3z + T3 = —
—3z1 + T2 +  x3 = 5
b) 1 + T2 + xrs3 = 6
1 4+ 2z + r3 = 7
21 + T2 + 2xz3 = 11
c) 1+ o + T3 = 7
1 + 232 + xz3 = 7
2x1  + xo + 2xz3 = 11
1.26 Bestimmen Sie die Losungsmenge der linearen Gleichungssysteme:
a) 2x1 + 3z + 4dxzz3 = 4
b) 1 — ro + r3 = 1
-3z + 322 — 3z3 = -3
511 — bz 4+ bxzz = 5
c) T o + T3 = 1
—3x1 + 3z — 33 = —1
5x1 — bz + bHxz = 5

1.27 Welche Aussagen gelten fiir die entsprechenden homogenen Systeme?

1.28 Die Variablen x1,x2,...
moglichst kleine natiirliche Zahlen stehen:

a)

=3
=

eo

= D
— =

o)
—

x1 Fe + 22 O3 — 3 FeaO3
x1 FeSs 4+ 22 02 — x3 FesOs + 14 SOy

21 CsH1206 + 22 O2 — 13 CO2 + x4 H20O

21 C3Hs N3Og — 12 CO2 + 3 H20 + x4 N2 4 x5 O2
1 NH3 + 22 CuOs — x3 No + x4 Cu + x5 H20

1 Al =+ ) HQSO4 — I3 AlQ(SO4)3 =+ T4 H2

xr1 Ca3(PO4) + 20 HCl — 23 Cacls + x4 H3(PO4)

in den folgenden chemischen Reaktionen sollen fiir
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2 Vektoren und Vektorrechnung

Vektoren sind ein unentbehrliches Hilfsmittel bei der Beschreibung physikalischer
GroBen. Wiahrend die Temperatur eines Korpers, die Dichte eines homogenen Medi-
ums, der Ohmsche Widerstand eines elektrischen Elementes durch eine reelle Zahl
(zusammen mit einer Einheit) charakterisiert werden, ist dies z.B. bei den folgenden
physikalischen Gréfien nicht moglich:

Die Geschwindigkeit eines Massenpunktes im Raum ist festgelegt durch die Grofe
der Geschwindigkeit und deren Richtung. Die Kraft, die an einem Massenpunkt an-
greift, wird beschrieben durch die Linge der Kraft und der Richtung, unter welcher
die Kraft angreift. Elektrische Feldstidrke, Drehmoment usw. sind andere physikali-
sche GroBen, die durch Maflzahl (Linge) und Richtung festgelegt werden.

Immer wenn in Physik und Technik Gréflen auftreten, die sich nicht nur durch die
Angabe einer Zahl zusammen mit einer Einheit versehen beschreiben lassen, spricht

man von Vektoren.

Stellen wir uns einen Kraftvektor vor, so definieren wir verallgemeinernd:

Definition: Ein Vektor @ ist eine Klasse von gerichteten Strecken (Pfei-
len), die in Richtung und Lénge iibereinstimmen.

Zwei gerichtete Strecken AB (Anfangspunkt A, End-

punkt B) und CD (Anfangspunkt C, Endpunkt D) /'/'
stellen genau dann denselben Vektor dar, wenn sie

gleich gerichtet und gleichlang sind. Man spricht da-

her oftmals von Richtungsvektoren. Durch Parallel- /
verschiebung entstehende Vektoren sind also gleich.

Ein Vektor ist eindeutig durch seinen Anfangspunkt

und Endpunkt festgelegt.

Historisch gesehen ist die Vektorrechnung eine recht junge Disziplin verglichen
z.B. mit der Differenzialrechnung. Die Begriindung der modernen Vektorrech-
nung geht auf Hermann Grofimann (1809 - 1877; 1844) zuriick. Der Formalis-
mus der Vektoren und der Vektorrechnung entstand also wesentlich spéter als
z.B. die komplexen Zahlen.

Im Folgenden werden wir zur Beschreibung der Vektoren und der Rechenope-
rationen mit Vektoren von einem rechtwinkligen (kartesischen) Koordinaten-
system ausgehen.
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2.1 Vektoren im IR?

Der zweidimensionale Raum IR? wird durch zwei senkrecht aufeinander stehen-
den Koordinatenachsen (kartesisches Koordinatensystem) festgelegt. In
einem solchen Koordinatensystem ist ein Vektor @ vom Punkt P, = (21, y1)
zum Punkt P = (x2, y2) durch seine Komponenten festgelegt, den Projek-
tionen auf die Koordinatenachsen:

— (502—351)
a = .
Y2 — Y1

> 0 X

Abb. 2.1. Richtungsvektoren (links)- und Ortsvektor (rechts)

Dabei kommt es nicht auf die spezielle Lage im IR? an. @ und @ ; reprisentie-
ren den gleichen Vektor. Wir sprechen von einem Richtungsvektor, wenn der
Angriffspunkt keine Rolle spielt. Im Gegensatz zu Richtungsvektoren spricht
man von Ortsvektoren, wenn der Vektor vom Ursprung O zum Punkt P
fiihrt:

2.1.1 Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar

A?:A(“m) - (A“@>; A €R.
ay )\ay

Das Produkt eines Skalars A € IR mit einem Vektor @ ist wieder ein Vektor.
Die Multiplikation geschieht komponentenweise. Geometrisch entspricht dies
der Streckung des Vektors @ um den Faktor \. Fiir A = —1 hat — @ die glei-
che Linge aber umgekehrte Richtung wie @ . Manchmal ist es bequemer den
Zahlenfaktor rechts vom Vektor zu schreiben. Wir setzen daher @'\ := \@’.
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© 2.1.2 Addition zweier Vektoren

— = ay by Az + by
b = o= .
@ (ay)+<by) (ay+by>

Die Summe zweier Vektoren ist ein Vektor. Die Addition erfolgt komponenten-
weise. Entsprechend ist die Subtraktion erklirt. Geometrisch entspricht die Ad-
dition zweier Vektoren der Krifte-Addition iiber das Kréfte-Parallelogramm.

RN
a

Abb. 2.2. Addition und Subtraktion iiber das Krifte-Parallelogramm

© 2.1.3 Die Lénge (der Betrag) eines Vektors

Die Linge (= Betrag) eines Vektors @ ergibt AY
sich nach dem Satz von Pythagoras: [~~~ 7 7 77 (
a, a :
= = 2 2 |ay
|'a’| = /a2 + ay. |
I A -
a, v

Fiir den Betrag eines Vektors schreibt man

— Abb. 2.3. Betrag des Vektors
auch kurz a := |@’|.

Beispiele 2.1:

® Gegeben sind die Vektoren @ = (g) , b = (?) , ¢ = (_g) Dann

T T3 27— (:§)+ (1§>+(:Z) B <—‘1*>

® An einem Massenpunkt wirken die Krifte

— 2N — —1N — —4N
Fi= () 7= (Can) B (o)

Gesucht ist der Betrag der resultierenden Kraft Fg:

ist

— - = =
Fr=F+ Fy+ F3
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(2N (FINY, (—ANY _ (3N
1IN 5N 2N ) SN
Fr = ’FE‘ — VON? £ 64N2 = VT3N.

® Ein Vektor der Lénge 1 heifit Einheitsvektor.

AY
Spezielle Einheitsvektoren sind die Koordinaten-
i’ Einheitsvektoren
- €= L und €5 := 0
1:= 0 9 1= 1)
= T

Diese Vektoren haben die Richtung der entspre-
Abb. 2.4. Einheitsvektoren ~ chenden Koordinatenachsen und die Lénge 1. Mit
den Einheitsvektoren ldsst sich jeder Vektor @ schreiben als

. . . —_ —
(Linearkombination von "€’; und € 3).

@ Gegeben ist ein Vektor @ = (Zﬂc ) Gesucht ist der Einheitsvektor in
Yy

Richtung @' Wegen |a’| = /a2 + a2 st

der gesuchte Einheitsvektor, denn | €’ ,| = 1 und die Richtung von €, und
@ stimmen iiberein. O

© 2.1.4 Das Skalarprodukt zweier Vektoren
Definition: Unter dem Skalarprodukt

(Punktprodukt) zweier Vektoren @ = (GI)

Ay
und b = (bm
by

ol

) versteht man die reelle Zahl

—
a

Abb. 2.5. Winkel zw. @ und b @b = |7| g ‘?‘ - COS v, (1)

wenn « der zwischen 0° und 360° gelegene

Winkel zwischen den Vektoren _E: und b ist. Ubliche Bezeichnungen fiir das

Skalarprodukt sind auch < @, b > oder (@, b ).
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Fiir das Skalarprodukt gelten aufgrund der Definition die Rechenregeln

(S1) @ - ? Y@ Symmetriegesetz
— —

S2) A (T-b) = (@) b =1a (A b) Assozativgesetz

(S3) @ - (7 +7) a - 7) + (@ -7) Distributivgesetz

(S1) und (S2) sind offensichtlich, (S3) ist nicht ganz evident. Auf Beweise
sei jedoch verzichtet. Wir verwenden stattdessen die Regeln, um eine sehr
einfache Darstellung des Skalarprodukts zu erhalten: Aufgrund der Definition
des Skalarprodukts ist

Dabher gilt fiir zwei Vektoren

@ = (“) 0, T 140, und b = (b> be 1+ b,

Ay

—
—
a - b

= (am?l + ay?g) . (baz?l + by?g)

— = — — — — - =
=azbye1-€1+az€e1-byer+a,ea-bye1+ayb, e €

= 7-?:ambm+ayby. (2)

Das Skalarprodukt zweier Vektoren lésst sich also einfach angeben ohne den
Winkel o zwischen den Vektoren @ und ? berechnen zu miissen, indem
die Summe der Produkte der ersten Komponenten und der zweiten
Komponenten gebildet wird.

Anwendungsbeispiel 2.2 (Arbeit bei kon-

stanter Kraft). Physikalisch entspricht das Ska- £ :
larprodukt der Arbeit, die unter Einwirkung ei- o [

ner konstanten Kraft geleistet wird. Sind Kraft > >
und Bewegungsrichtung gleichgerichtet, dann ist ||_=\a| = ||E\| cos(a)

die Arbeit W = F'-s. Kann sich ein Massenpunkt
aber nur entlang einer Richtung ¢, bewegen,
die nicht mit der Richtung der Krﬂt iibereinstimmt, dann ist die geleistete
Arbeit die Komponente der Kraft | F',| in Richtung €, multipliziert mit dem
zuriickgelegten Weg | @’| = |a € 4|:

Abb. 2.6. Kraft in Richtung @

| = ‘f}’ ~cosa - |a|

W=TF.a. m]
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Anwendungsbeispiel 2.3 (Berechnung des von zwei Vektoren
eingeschlossenen Winkels).

Aus Gleichung (1) und (2) folgt eine wichtige Formel zur Berechnung des von
zwei Vektoren eingeschlossenen Winkels:

Wendet man anschliefend die Umkehrfunktion des Kosinus an (siche 4.7 Ar-
kusfunktionen), erhélt man den von den Vektoren eingeschlossenen Winkel «
zwischen 0 und 180°. O

YA Achtung: Im Gegensatz zum Produkt von zwei reellen Zahlen ist das Ska-
larprodukt nicht nur dann Null, wenn mindestens einer der beiden Faktoren
der Nullvektor ist, sondern auch, wenn die beiden Vektoren aufeinander senk-
recht stehen.

Beispiele 2.4:

: — 4 — —1
® Man bestimme das Skalarprodukt von @ = <2> und b = ( >
- = 4 -1
b = . =4-(-1)+2-3=2.
7 (2> ( 3) (-1)+2-3

@ Die Vektoren a ; und b = <_f> sind orthogonal, d.h. sie stehen

senkrecht aufeinander.
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Wir zeigen, dass das Skalarprodukt Null ergibt:
@b = (;) : (f) =1-(-2)+2-1=0.

Der Betrag eines Vektors kann aus dem Skalarprodukt berechnet werden:

Fir @ = * gilt @ -a = Qo) (%) = a2 + a2 =|a?
a a a z v
y y y

||

- —
a - a.

= =q=

Gegeben ist der Vektor @ = (i) Gesucht sind die Winkel a und £,

die @ mit den Koordinatenachsen einschlieit. Die Winkel erhalten wir aus
dem Skalarprodukt von @ mit € bzw. mit € 5:

AY
—_\
a - € a AH1 y
e x 2 o e
COS¥ = ———— = = =< = o= 206,6°. 2
@l el el Vs ’ g
o
7-?2 a = > :X
Yy 1 o
= - = = == = = 63,4°. e
OB TTe, TT v P 1

Man bestimme zum Vektor @ = <a$> einen senkrecht dazu stehenden
Ay

Vektor 7’ mit Linge 1:

Einen zu @ senkrechten Vektor erhilt man, indem man die z-Komponente
mit der y-Komponente des Vektors @ vertauscht und anschlieBend bei
einer Komponenten das Vorzeichen wechselt. N = (—ay> steht daher

Qg
—
senkrecht auf a’, denn

7 N= <> . (‘) 0.
ay Gy
Dividiert man nun noch durch den Betrag von N), so ist der zugehorige
Normalen-Einheitsvektor gegeben durch
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© 2.1.5 Geometrische Anwendung

Durch den Ortsvektor entspricht jeder Punkt P = (z,y) im IR? genau einem
Vektor 7' (P) = (Z . Eine Gerade g durch zwei Punkte P, = (x1,y1) und

P, = (x2,y2) ldsst sich demnach darstellen als Menge aller Punkte P, fiir die
gilt

g: T(P)=T(P)+A(T(R)-T ()= T(P)+X1 @.

y 4 '
\ . P
\ P, a
\
\
9 S\|/TP)
>X

Abb. 2.7. Punkt-Richtungs-Darstellung einer Geraden

Dies ist die Punkt-Richtungs-Darstellung einer Geraden, definiert durch
den Ortsvektor 7 (P;) und dem Richtungsvektor @ := 7 (P) — 7 (P).

Eine alternative Darstellung der Geradengleichung folgt, wenn wir die Punkt-
Richtungs-Darstellung mit dem zu g senkrecht stehenden Normalen-FEinheits-
vektor T (siehe Beispiel 2.4 ®) skalarmultiplizieren.

(£) 7=((2)ermm= (D) meram
Y hn N —

Dies ist die Hesse-Normalform einer Geraden im IR? und

1= (5) (i)

ist der kiirzeste Abstand der Geraden vom Nullpunkt.
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Beispiel 2.5. Gegeben sind zwei Punkte P; = (1,1) und P, = (4,2). Gesucht
ist die Punkt-Richtungs-Darstellung sowie die Hesse-Normalform der Geraden
g durch die Punkte P; und P. Wie grof} ist der kleinste Abstand vom Ur-
sprung?

(i) Punkt-Richtungs-Darstellung:

g: T = (“") =7 (P) + A (F(P) — T(P1) = G) +A<f).

Y

(ii) Hesse-Normalform:

— —1 N 3 —
Der Vektor N = ( 3> steht senkrecht zu @ = (1) Wegen ‘N‘ =
VI+9=V10ist 0 := %N) = J%*o <_;)> der Normalen-Einheitsvektor
zu g.
T\ -1 . .
=d= y ) Vio 3 ist die Hesse-Normalform.

(iii) Der Minimalabstand der Geraden zum Ursprung erhélt man, indem man
den Punkt P; = (1,1) in die Hesse-Normalform einsetzt:

() (5) -5

(iv) Berechnen wir noch das Skalarprodukt auf der linken Seite der Hesse-

Normalform

1 (—2+3y) 2
(- -
V10 ORRVATy
und l6sen nach y auf, erhalten wir die iibliche Darstellung der Geraden-
gleichung in der Ebene

1,2 i
=-z+-.
Yy=377T3

Visualisierung mit MAPLE: Auf der CD-Rom befinden sich MAPLE-
Prozeduren, welche sowohl die Darstellung von Vektoren im IR?
ermoglichen als auch die Visualisierung der in 2.1.1 bis 2.1.4 beschriebenen

Vektoroperationen.
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2.2 Vektoren im IR?

Analog zum Vorgehen im zweidimensionalen Raum
o 2 fz IR? fiihrt man Vektoren im IR? ein, indem ein Vektor
X/ @ in einem rechtwinkligen Koordinatensystem vom
Punkt Py = (z1, 91, 21) zum Punkt Py = (22, Y2, 22)

/ y festgelegt ist:

AZ

"X T2 — T

—
Abb. 2.8. Richtungsvektor a =1 Y2 =Y
Z2 — 21

@ heiflit dann wieder Richtungsvektor. Ein Ortsvektor 7 (P) stellt einen Vek-
tor vom Ursprung O zum Punkt P = (x,y, z) dar:

2.2.1 Rechenregeln fiir Vektoren
Die Multiplikation eines Vektors @ mit einem Skalar A und die Addition zweier
Vektoren erfolgen komponentenweise:

Qg Aay
AT =A|a, | =] Aay (Skalare Multiplikation)
a, Aa,
Oy ba g + by
T+ = ay | + by | = ay+0y, (Addition)
a, b, a, + b,

Die Linge (bzw. der Betrag) eines Vektors a ist gegeben durch

a:=|a|=,/a2+ a2+ a? (Betrag)

und entspricht der Diagonalen eines Quaders mit Kantenléngen a, a,,a.. Je-
der Vektor € mit |e|=1 heifit Einheitsvektor. Die Koordinaten-Einheits-

vektoren lauten

1 0 0
€1=(0],e2=1],€3=(0

0 0 1
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Jeder Vektor @ lisst sich schreiben als Linearkombination dieser Einheitsvek-

toren
= am?l I ay?2 - az??,.
ZA P
|
| a,
N
N )
e3 ay
s @ X
1 Abb. 2.9. d als Linearkombination der Einheitsvektoren
Beispiele 2.6: 5
® Der Ortsvektor zum Punkt P = (5,1, —3) lautet 7 (P) = 1] . Er hat

die Lénge |7 (P)| = /52 + 12 + (=3)2 = /35.

@ Der Richtungsvektor von P; = (3,4,7) nach P, = (7,3,1) ist

7
T =P B=T(R) - T(P)=|3
1

® Gesucht sind die Koordinaten des Punktes @,
welcher die Strecke von Py = (3,4, 7) zum Punkt
P, =(7,3,1) im Verhéltnis 1:2 schneidet.

T(Q) =T (P1)+ %(?(Pﬁ — 7 (Py))

3 4
=7TP)+3a=4|+5][-1
7 —6
13
=311
15

Das Skalarprodukt ist im IR? definiert durch
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wenn « der von den Vektoren @ und b eingeschlossene Winkel ist. Fiir die
Darstellung des Skalarprodukts berechnet man mit den gleichen Regeln wie

im R? ((S1) — (S3)), dass

Folglich gilt wieder fiir den von zwei Vektoren eingeschlossenen Winkel a:

(3)

Beispiele 2.7:

® Orthonormalsystem: €|, €2, €3 bilden ein Orthonormalsystem von
IR3, d.h. sie stehen senkrecht aufeinander und haben die Linge 1:

— — — — — —
€1 €1 = €9 €2= €3-" 63:1

- = - = - =
€1 €2 = €9 €3 = 63'6120.

1 -1 -1
@ Die Vektoren 71:% 1 ,72:% (1) ,73:% —; bil-

den ebenfalls ein Orthonormalsystem.

® Richtungskosinus: Durch das Skalarprodukt lassen sich auf einfache Wei-
ag
se die Winkel berechnen, die ein Vektor @ = ay |mit den Koordinaten-
a.
achsen einschlief3t.

a
@ el =ag;|€1=1=cosa=—"

a
@ ea=ay; | €2 =1=cosf=-"2
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— —
a - e

3=a,; | €3 :1:>cos'y:%.
a

Die Winkel a, 3,7 heiBen Richtungskosinus von @ . Es gilt

a? a2 a? a?

> 1

COSZOé+COSQﬁ+COS2’}/———;+—é+—§—72—1 (4)
a a a a

und
— — —
a; =|a|cosa, ay =|a’|cos B, a, =|a|cosn.
Durch Gleichung (4) sind fiir ein Vektor @ die 3 Winkel zu den Koor-

dinatenachsen nicht beliebig wahlbar. Nur 2 Winkel sind frei; der dritte
bestimmt sich aus (4).

1 —4
@ Zahlenbeispiel: Gegeben sind die Vektoren @ = | 2 |und b = 3
3 -2
Gesucht ist der Winkel « zwischen @” und b :
. 1 —4
@b =|2]- 3| =—4+6-6=—-4 .
3 _9 = oS = s
17| = V14, ?‘ — V29
= o =101, 45°. O
© 2.2.2 Projektion eines Vektors
Wir betrachten die folgende physikalische Problem- N
stellung: Ein Massenpunkt ist in eine Schiene einge- 7 :
spannt und kann nur entlang der Richtung 5~ bewegt o :
werden. Auf diesen Massenpunkt wirkt eine Kraft >
- . . = . 5. — = S
F'. Gesucht ist die Kraft F' 4 in Richtung s : F.
= . .
Der Betrag von F  ist mit Gleichung (3) gegeben
durch
‘Fs :‘F‘COSO[:’F’_)*
7] 171
und die Richtung durch ¢, = % Also ist
B A — - —
¥l ‘? N F.’s S N
s = s|* €s= i S .
IR
Man nennt F', die Projektion von F' in Richtung “s. Man verallgemeinert

diese Konstruktion fiir zwei beliebige Vektoren @ und b
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/A Man beachte, dass a - D das Skalarprodukt bedeutet und daher E;F
eine reelle Zahl darstellt. Das zweite Produktzeichen ist die Multiplikation des
Vektors @ mit dieser reellen Zahl. Beide ”-”-Zeichen diirfen nicht vertauscht

werden!

Anwendungsbeispiel 2.8 (Kraft entlang einer vorgegebenen Rich-
tung).

2
Gegeben ist die Kraft F = 2 |, die auf eine Masse wirkt, die sich nur
-7
-1
entlang der Richtung 5 = | —1 | bewegen kann. Gesucht sind die Beschleu-
-1

nigungskraft, die Stirke der Kraft sowie die verrichtete Arbeit.

Die Beschleunigungskraft ergibt sich durch die Projektion der Kraft F in
Richtung der Bewegung;> Zur Bestimmung dieser Kraft berechnen wir zuerst
das Skalarprodukt von F mit 5:

. 2 -1
F-5=| 2|-[-1]=3 |57=3
-7 -1
Die Beschleunigungskraft ergibt sich nun aus der Projektionsformel
-1 -1
?s:% -1]=1-1 und’?s =/3.
-1 -1

Die verrichtete Arbeit W ergibt sich nach Beispiel 2.2 durch die Formel

Es ist daher W = 3. O
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© 2.2.3 Das Vektorprodukt (Kreuzprodukt) zweier Vektoren
Im IR? definiert man fiir zwei Vektoren das Vektorprodukt (auch Kreuzpro-
dukt genannt), dessen Ergebnis wieder ein Vektor ist:

Definition: Unter dem Vektorprodukt (Kreuzprodukt)
T=axb

c =

-
zweier Vektoren @ und b versteht man den Vektor ¢ mit den folgenden

FEigenschaften:

(1) ¢ ist sowohl zu @ als auch zu b senkrecht:
— = —
c-a =0, ¢c-b=0.

==
(2) Der Betrag von ¢ ist gleich dem Produkt aus den Betrégen der Vek-

toren @ und b und dem Sinus des eingeschlossenen Winkels a:
—
|¢’|=|a- ‘ b ‘ -sin v, wenn o der Winkel, den die Vektoren @ und

—
b miteinander einschlieflen.

(3) Die Vektoren @, 7, ¢ bilden ein Rechtssystem.

Bemerkungen:
(1) Im Gegensatz zum Skalarprodukt ist das Vektorprodukt ein Vektor.

(2) Statt @ x b wird auch oftmals das Symbol [7, 7} verwendet.

(3) A\ Achtung: Das Vektorprodukt ist nur in IR? definiert!

(4) /\ Achtung: Das Vektorprodukt ist nicht kommutativ!

Geometrische Deutung: Da ¢ 1 @ und

LD steht, kommt als Richtung des Vek-
tors ¢ nur die in Abb. 2.10 gestrichelte Linie N
in Frage. Da @, 7,? in dieser Reihenfolge b

ein Rechtssystem bilden, bleibt nur der nach s/ \* Qh

oben weisende Teil. Der Flécheninhalt des von | >

@ und b aufgespannten Parallelogramms ist !
Grundseite mal Hohe, also

. Abb. 2.10. Kreuzprodukt @ mit b
A=|T|-h= \7|-‘b‘-sina
= ‘E’ X ?‘ .
Der Betrag des Vektorproduktes entspricht dem Flidcheninhalt des von den
Z, —
Vektoren @ und b aufgespannten Parallelogramms.




56 2. Vektoren und Vektorrechnung

Beispiele 2.9:

@ Die Vektorprodukte der Einheitsvektoren lassen sich aufgrund der Defini-
tion sofort berechnen:

G xer =0 e xe=0,¢e x ¢35 =0;

— = =

— = — — —
€1 €9 ey, ez X e = €3.

= e3, €3 X

8l

X

®@ Kriterium fiir kollineare Vektoren:

Verschwindet das Kreuzprodukt von

Wi # 0 und b # 0, so ist entweder
@ 11 b (@ parallel zub ) oder @ 1]

(@ antiparallel zu b ). m

@l Ql

Wir geben fiir das Vektorprodukt die wesentlichen Rechenregeln an:

(® Formel fiir das Vektorprodukt
Mit Hilfe der Rechengesetze erhalten wir eine fiir die Praxis brauchbare Dar-
stellung des Vektorproduktes iiber die Komponenten der Vektoren, denn es
gilt

X 7 = (aw?l + ay?g =+ az?g) X (bz?l =+ by?z + bz?g)

= Qg by (?1 X ?1) +ag by (?1 X ?2) +a, b, (?1 X ?3) +
~—— —_—— ———

—
a

=0 s —€2
ayby, (€2 x €1) +ayb, (€2 x €2)+ayb, (€2x €3)+
a b, (€3x 7€) +a. by (€3 x €9) +a.b, (€3x¢€3)
€9 —€ =0
= (ayb. —a; by)?l +(azby —ayb.) e+ (a, by — ay by)€ 3.

Somit ist
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Merkregel: Formal lisst sich das Vektorprodukt in der Form einer dreirei-
higen Determinante (— Kapitel 3.2) darstellen, wenn man nach der ersten
Spalte entwickelt:

—

ay by | — az by
€ 3.

1 0y x
>< 2 Q =
Y a, b, ay by ay by
3 Gy z

Der Wert einer zweireihigen Determinante ist definiert durch die Differenz von
Haupt- und Nebendiagonal-Produkten.

ab
cd

‘a d—b-c.

= @ x b= (ay b, — by a.) €1 — (azb, —a.b,) €+ (ay by — ay b,)€ 3.

Beispiel 2.10. Gesucht ist ein Vektor ¢, der auf den beiden Vektoren

2 _ -1
= 1) und b = 2
—2 -1

senkrecht steht und der Normalen-Einheitsvektor e ., der zusitzlich die Linge
1 besitzt:

e, 2-1
1 2 2 -1 2 -1
c=Tx T =Ty 1 2 :‘21 ?1_’21 ?2+’1 |
€3 -2 -1
3
=14
5
Der zugehorige Normalen-Einheitsvektor ist € . = ‘%r‘? = %? O
1 . 2
Beispiel 2.11. Gegeben sind die Vektoren @ = [ —4 | und b = [ 0
1 2

Gesucht ist das Kreuzprodukt dieser beiden Vektoren sowie der Fldcheninhalt
des von beiden Vektoren aufgespannten Parallelogramms.

~
€1 12
N 40 [12]- 12]_,
(@) @b = =2 118 _’ 12 ‘12 ’—40
3
-8
— 8¢ —0F2+8F5=| 0



58 2. Vektoren und Vektorrechnung

(i) Der Flicheninhalt des von @ und b aufgespannten Parallelogramms ist

_8
A:’E’x?): 0||=v64+64=128 = 8v2. 0
8

Anwendungsbeispiel 2.12 (Auftreten des Kreuzproduktes in der
Physik).

In der Physik tritt das Kreuzprodukt z.B. in den folgenden wichtigen Féllen
auf:

® Drehmoment: FEin Korper sei um einen festen
Punkt O drehbar _u)nd im Punkte P dieses Korpers
greift eine Kraft i an. Dann ist die GroBle M das
Drehmoment von F' beziiglich O

M

M=|7]|- ‘?‘ -sin

(Kraft m_a} Hebelarm). Der Drehmomentvektor steht
senkrecht zu der durch 7 und F gebildeten Ebene und kann als Richtung
der Drehachse aufgefasst werden:

M="7xF.

® Drehimpuls: Sei O ein fester Bezugspunkt. Eine Masse m befinde sich in
einem bestimmten Augenblick in P 31}1(1 besitze die Geschwindigkeit »". Dann
lautet der momentane Drehimpuls L des Massenpunktes bzgl. O

—
— =
L =m7r x v,

wenn 7 = O P = 7 (P) der Ortsvektor zum Punkt P.

® Lorentz-Kraft: Bewegt sich ein geladenes Teilchen (Ladung Q mit der
Geschwindigkeit ©" durch ein Magnetfeld, so erfihrt es eine zu B und v

senkrechte Lorentz-Kraft:

Fr=qv x B o
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© 2.2.4 Das Spatprodukt von drei Vektoren

In der Mechanik kommt das Produkt (@ x b )- ¢ vor. Der Klammerausdruck
ist ein Vektor, der skalarmultipliziert mit ¢ wird. Das Ergebnis ist also eine

reelle Zahl.

Definition: Unter dem Spatprodukt [7, b, ?] von drei Vektoren ver-
steht man die reelle Zahl

Abb. 2.11. Spatprodukt von drei Vektoren

Fiir das Spatprodukt gelten die Rechenregeln

Bilden die Vektoren @, 7, ¢ ein Rechtssystem (Linkssystem), so ist das Spat-

produkt positiv (negativ).

Geometrische Interpretation: Das Volumen des von den Vektoren @, b
und ¢ aufgespannten Spates (Parallelotops) ist gegeben durch Grundfliiche
G mal Hohe h. Die Grundfléiche ist nach Definition des Kreuzproduktes G =
|7 X ?’ und die Hohe h = | €| cos ¢.

= V=laxb-|T| cosp=|(aTxb) ¢
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Das Volumen des Spates ist gleich dem Betrag des Spatproduktes. Der Wert
des Spatproduktes erhélt man durch Ausrechnen

—
— —
[a, b, c} =agbyc, +ayb,cy +abyey —abyc, —aybyc, —azb;cy.

Die Rechnung kann man auch auffassen als das Ergebnis der Entwicklung der
Determinante
ag by cg
[?,?,?] =|ay by cy|.

a. b, c,

Beispiel 2.13. Gesucht ist das Spatprodukt der drei folgenden Vektoren:

4 n 3 0
a=12|, v=|-1], ¢=[ 2
1 2 -5

Zur Bestimmung des Spatprodukts der drei Vektoren berechnen wir die drei-
reihigen Determinante durch Entwicklung nach der ersten Spalte:

30
%_12=4.—12 30 30‘
2 -5

2 -5 2 -5 ~12
=4((-1)(-5)—2-2) —2(3-(=5)—2-0)+(3-2—(=1)-0) =40. O

R

Aus der Interpretation des Spatproduktes als das Volumen des von @, b und
¢ aufgespannten Spates ergibt sich folgende wichtige Folgerung

Es gilt bei der Berechnung des Spatproduktes die folgende Regel
(@xb) C=(bxC) a=(Txa)b.

Das Vorzeichen des Spatproduktes éndert sich, wenn man von der zyklischen
Reihenfolge abe, bca oder cab abweicht.

Visualisierung mit MAPLE: Auf der CD-Rom befinden sich MAPLE-
Prozeduren, welche sowohl die Darstellung von Vektoren im IR?
ermoglichen als auch die Visualisierung der Vektoroperationen.
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2.3 Geraden und Ebenen im 1IR3

In diesem Abschnitt werden einige Anwendungen der Vektoren und der Vektorrechnung
angegeben: Die Beschreibung von Geraden und Ebenen im IR? sowie Abstandsberechnungen
und Lage von Punkten, Geraden und Ebenen zueinander.

© 2.3.1 Vektorielle Darstellung von Geraden
Eine Gerade g ist eindeutig durch die Angabe zweier verschiedener Punkte
Py = (z1,y1,21) und Py = (12,7, 22) festgelegt. Denn durch @ := ITP; ist
der Richtungsvektor der Geraden festgelegt und jeder Punkt P = (z,y, ) der
Geraden lésst sich nach Abb. 2.12 darstellen als

Abb. 2.12. Beschreibung einer Geraden

Ersetzt man den Vektor @ := P; P, durch 7 (P,) — 7 (P), so erhilt man:

Ein Punkt @ liegt auf einer Geraden g , falls die entsprechende Vektorgleichung
T(Q)=T(P)+\a

eine Losung fiir A besitzt.

2.3
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Beispiel 2.14. Gegeben sind die Punkte P = (2,0,4) und P> = (2,2,2).
Liegt der Punkt @ = (2,—-2,6) auf der Geraden g durch die Punkte P; und
Pg?

Die Geradengleichung fiir g lautet mit dem Richtungsvektor

2 2 0
=P P=7TP)-TP)=2]|-(0]= 2
2 4 -2

2 0

g: T (P)=T(P)+Aa =0 |+A 2

4 -2

Der Punkt @ liegt auf der Geraden g, wenn die Vektorgleichung
T(Q)=T(P)+\a

2
eine Losung besitzt. Dies ist dann der Fall, wenn die Gleichung [ —2 | =
6
2 0
0]+ 2 | 1ésbar ist. Bringen wir den Vektor 7 (P;) auf die linke Seite
4 -2

0 0

gilt A 2| =| -2 |.Fir A= —1ist diese Gleichung erfiillt und der Punkt
—2 2

Q@ liegt daher auf g. O

2.3.2 Lage zweier Geraden zueinander
Zwei Geraden

g1: T =7 (P)+Aa und go: T = 7 (P) —s—u?
kénnen im IR3 vier verschiedene Lagen zueinander besitzen:
(1) ¢1 und g2 schneiden sich in genau einem Punkt S (Abb. 2.13 (a)).

(2) g1 und g, fallen zusammen. Dies ist dann der Fall, wenn @ || b und
PP 7.

(3) g1 und g5 sind parallel, fallen aber nicht zusammen (Abb. 2.13 (b)).
. = —
Dies ist dann der Fall, wenn @’|| b und PP }f @'

(4) g1 und g sind windschief: Sie verlaufen weder parallel noch schneiden
sie sich in einem Punkt (Abb. 2.13 (c)).
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9>
o (@ () ©

Abb. 2.13. Lage zweier Geraden g; und g2

Um die Lage zweier Geraden rechnerisch zu bestimmen, geniigt es die Vektor-
gleichung 7'y, = 7'y, zu losen:

= T(P)+ AT =T (R)+ub
= \T —pub =7 (P)— 7 (P) = PP

Dies ist ein LGS fiir die Unbekannten A und p, denn fiir

Qg _ by T To
@ = ay | b = by v?(Pl): Y1 »?(PQ) =1 Y2
a, b, Z1 2

lautet das LGS komponentenweise

Aay — by =29 — 17
)‘ay_,uby:yQ_yl

Aa, —pub, =20—2

bzw. in Matrizenschreibweise

ay — by |T2— 11
ay = by Y2 — Y1
a, —b, | zm—2z

Es gilt dann

(1) Besitzt das lineare Gleichungssystem fiir A und g genau eine Losung, dann
schneiden sich g; und g» genau in einem Punkt.

(2) Besitzt das lineare Gleichungssystem fiir A und g unendlich viele Lésungen,
dann fallen g; und go zusammen.

(3) Besitzt das lineare Gleichungssystem fiir A und p keine Losung, dann sind
g1 und go windschief oder sie sind parallel aber nicht zusammenfallend.
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Beispiel 2.15. Gegeben ist die Gerade g; definiert durch den Richtungsvektor
1

w = 2 | und den Punkt P; = (3,2,1) sowie die Gerade go durch die
-1

Punkte P, = (4,0, —1), P = (—2,—1, —1). Man bestimme die Lage der beiden

Geraden zueinander. Es ist

3 1 4 —6
gz =12+ 2 g2 T = 0 +pl -1
1 -1 -1 0

Da die Richtungsvektoren von g; und g¢o nicht parallel sind, kénnen beide
Geraden sich entweder nur schneiden oder sie sind windschief. Wir setzen die
Vektorgleichung 7'y, = 7'y, an:

3 1 4 —6

+A 2| = 0]l +pl -1

1 -1 -1 0
1 6 4 3 1
= A 2|1 +p|l1]= —12]=1-2
-1 0 -1 1 —2

In Matrizenschreibweise lautet dieses lineare Gleichungssystem

1 6 1 1 6 1
2 1|-2| —[(0-11|-4
-1 0]-2 0 6]-1

Aus der letzten Zeile folgt 6 -1 = u= —é7 und aus der vorletzten

Zeile folgt —11lp = —4 = p = %. Dies ist ein Widerspruch! Also ldsst sich
die Vektorgleichung nicht l6sen und es gibt keinen Schnittpunkt von ¢g; mit
g2. = g1 und go sind windschief. O

2.3.3 Abstandsberechnung zu Geraden
Der Abstand eines Punktes () von einer Geraden

g: T =T(P)+ AT

ist gegeben durch die Hohe d des Parallelogramms, welches durch die Vektoren
@ und m aufgespannt wird (siehe Abb. 2.14). Die Parallelogrammfléche A
ist nach Definition des Kreuzproduktes A = ‘7 X m’ = |@|-d. Nach d
aufgelost folgt:
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Abb. 2.14. Abstand des Punktes Q zur Ge-
0 raden g

Fiir d = 0 liegt der Punkt @ auf der Geraden! Aus aus obiger Formel ergibt
sich auch der Abstand zweier paralleler Geraden

g1: T =7 (P)+Aa und go: T =7 (P) —l—,u?,

indem man einen beliebigen Punkt auf der Geraden g, wihlt, z.B. den Punkt
Ps, und den Abstand dieses Punktes zur Geraden g; bestimmt. Fiir d = 0 sind
die Geraden zusammenfallend!

Um den Abstand zweier windschiefer Geraden

—

g1: T=7(P)+2a@ und go: T =7 (P)+pub

—
—
a b.

—
zu berechnen, bestimmen wir den Vektor L = X

- — - ..
L steht senkrecht auf @ und auf b . Fur

b d . — —_ .. b d
L =0sind @ und b parallel, fiir L # 0 P, g,
AN

gehen wir zum Einheitsvektor X
i/

— 1 —

l =17 L
7
itber. Der Abstand von ¢g; und g2 ist g_e}geben

durch die Projektion von P; P, auf [ , also Abb. 2.15. Windschiefe Geraden
— ——
d=1 - P1 PQZ
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Ist der Abstand d = 0, so schneiden sich die Geraden und der Schnittwinlg}
ergibt sich durch den Winkel, den die beiden Richtungsvektoren @ und b
miteinander einschlieflen:

Beispiel 2.16. Gesucht ist der Abstand der beiden parallelen Geraden

1 1 3 2

gz =(1]+X][1 und go: @ =0 +pul2

4 1 1 2
1 1 2 2
Wegen @ = |1 |ist]a|=v3und @ xP Po=|1]x|-1]|= 5
1 1 -3 -3

. _|@xPiP| . 3m
Also ist d = = _W_3’559' O

Beispiel 2.17. Gesucht ist der Schnittpunkt S und der Schnittwinkel ¢ der
Geraden

1 2 2 1
gz =|1]+Xx[1 und go: 7 =0 +pl| -1
0 1 2 2
Um den Schnittpunkt S zu bestimmen, setzen wir 7'y, = 7'y, :
1 2 2 1
1 ax{1]=(o]+ul -1
0 1 2 2
-1 2 1
—A[1]+pn 1)=(0)—-|1]|=1]-1
1 -2 2 0 2
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In der Matrixschreibweise folgt weiter

2 -1 1 2 -1 1
1 1({-1]<=10 -3 3
1 -2 2 0 3|13

Sowohl aus der letzten als auch vorletzten Zeile folgt 1 = —1, d.h. das LGS ist
losbar. Aus der ersten Zeile berechnet man

2A-(-1)=1 = A=0.

1 2 1
Somit ist 7 (S)=|1]+0-| 1] =11 | und die Koordinaten von S sind
0 1 0

S = (1,1,0). Der Schnittwinkel ist

—

N
= arccos a;b = arccos L = 60°
v |7|m V616 ’
1
denn @- b = -1 :2—1+2:3und|7|:\/§:’?’. m]
1 2

2.3.4 Vektorielle Darstellung von Ebenen

Eine Ebene F ist eindeutig bestimmt durch die Angabe dreier Punkte P, =
(z1,y1,21), Pa = (22,2, 22) und P;3 = (23,3, 23), die nicht auf eineﬁ}"aden
IEgen.Mn legen diese 3 Punkte zwei Richtungsvektoren @ = P; P, und
b = P; P; und einen Ortsvektor 7 (P;) fest. Jeder Punkt P = (x,y, z) der
Ebene entspricht einem Vektor = = 7 (P) mit

Abb. 2.16. Vektorielle Darstellung ei-
ner Ebene E
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Wenn man die Richtungsvektoren @ = P; P, und b = P; P35 durch die jewei-
ligen Ortsvektoren 7 (Py) — 7 (Py) bzw. T (P3) — 7 (Pp) ersetzt, erhiilt man
die Dreipunkteform der Ebene:

Beispiel 2.18. Gegeben sind die Punkte P, = (5,2,1), P, = (4,0,—4) und
P; =(1,1,1). Dann lautet die Ebenengleichung durch die 3 Punkte

) 4-5 1-5
E:7P)=|2]+x| 0-2|+pl1-2
1 —4 -1 1-1
b) -1 —4
=2+ -2]+p[-1]. O
1 -5 0

(® Hesse-Normalform
Eine alternative Darstellung der Ebenengleichung erhélt man, wenn die Punkt-
Richtungsform der Ebene_) mit dem zu FE senkrecht stehenden Normalenlgktor
skalarmultipliziert wird. N := @ x b steht senkrecht auf @ und auf b und
der Normalen-Einheitsvektor lautet

= . i} N _ 1 _ -, =
¥ [w e

a X

Dieser hat die Eigenschaft | 7| =1, @ - % =0 und b - 7 = 0. Somit folgt
fiir jeden Punkt P auf der Ebene E

PP)- T =T (P)- 7 oder (T(P)—7T(P)) 7 =0.

T
Y
z

Setzt man 7 (P) = folgt:
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niy

Setzt man den Richtungsvektor 7 = | ny |ein, erhilt man durch Ausmulti-
ns

plizieren des Skalarprodukts

ni(x — 1) +n2(y —y1) + n3(z — z1) =0.

Folglich bilden alle Losungen einer linearen Gleichung
Ax+By+Cz=D

eine Ebene im IR3.

Beispiel 2.19. Gesucht sind die Darstellungsformen der Ebene F, die durch

den Punkt P = (2,—5,3) geht und senkrecht zum Normalenvektor N =
4

2 | steht: Aus der Hesse-Normalform folgt

5
4 T —2

N (7P -7TP) =2 |y+5 ]| =4@-2)+20+5)+5(z-3) =0
5 z—3

= dr + 2y + 5z =13, (%)

Der Ubergang zur Punkt-Richtungsform der Ebene erhélt man, indem bei die-
sem linearen Gleichungssystem z = u (beliebig) und y = A (beliebig) gewiihlt
werden. Aus der Gleichung (x) folgt dann

13 1 5
dr+2X2+5u=1 =— A==
T+ 2A+5u 3 = 13 s
Somit ist die Losung der Gleichung (%) die Punkt-Richtungsform der Ebene
13 _1 _95
4 2 4
T=|y|l=|01]+A 1| 4+p 0
z 0 0 1
1 5
. - 2 —3 4
Der Normalenvektor N = @ x b = 1] x 0] = i 2 | wird
0 1 5

—
normiert durch w = ﬁ N . Somit ist eine andere Hesse-Normalform gegeben
durch
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© 2.3.5 Lage zweier Ebenen zueinander
Um die Lage zweier Ebenen

E12 ?:?<P1)+)\71 +M71 und EQI ?:?(P2)+T72+0'72

—

zu bestimmen, geniigt es die Vektorgleichung @' g, = 7' g, zu losen:

?(Pl) + )\?1 +,U/?1 = ?)(PQ) + TE)Q + 0'72.

(1) Ist das Gleichungssystem nicht 16sbar, dann sind die Ebenen F; und FEj
parallel und fallen nicht zusammen (E; || E2, E; # E3) (siche Abb.
2.17 (a)).

(2) Ist das Gleichungssystem mit einem Parameter losbar, dann schneiden
sich die Ebenen F; und Es in einer Geraden (E; Jf Eo, By N Ey = g)
(siehe Abb. 2.17 (b)).

(3) Ist das Gleichungssystem mit zwei Parameter losbar, dann fallen sie zu-
sammen (E; = E»).

(@) (EJE,, EZE,) (b) (E1nE2=g)

Abb. 2.17. Lage zweier Ebenen E; und Fs zueinander

Beispiel 2.20 (Musterbeispiel).

Man bestimme die Lage der Ebenen F; und FEs zueinander, wenn

1 -1 —1
E:Z=|0|+X| 2|+unl|l 0];
0 0 1
0 1 0
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Mit ?El = ?Ez fOlgt

1 -1 -1 0 1 0
0]+A 2 +p O)=(1]|+7(2])+0c]|4
0 0 1 0 1 0
-1 -1 -1 0 -1
— A 2| +p O|+7 -2+ 4] =
0 1 -1 0 0
In der Matrixdarstellung lautet das lineare Gleichungssystem fiir A, u, 7, o
—-1-1-1 0]-1 -1-1-1 0]-1
2 0-2-4 1] — 0-2-4-4]|-1
0 1-1 0] O 0 1-1 0| 0

-1-1-1 0]-1
— 0-2-4-4]|-1
0 0-6-4]|-1

Es ist demnach o =t (beliebig) und —67 —4t = -1 = 7= 2 — ft Die Losung
des LGS besitzt einen freien Parameter ¢; also schneiden swh dle Ebenen E;
und F» in einer Geraden g. Die Darstellung der Geradengleichung erhalten wir,

indem wir c =t und 7 = % — 2t in die Deﬁmtlonsglelchung fiir Fs einsetzen:
0
g: T =|1]+(—-2 (2 4
0 1 0

Q

5]

Il
” SO = O
=Wy [ =

+
~
/
| |
WINW|CoLIIN
O

(® Um die Lage einer Ebene

E: T =7P)+ @ +pub

und einer Geraden

g: T =7 (P)+17C
zu bestimmen, l6sen wir die Vektorgleichung @' = 7’
T(P)+AT +pb =T (R)+7¢C.

Dies ist ein LGS fiir die Unbekannten A, u, 7. Es gilt
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(1) Ist das Gleichungssystem nicht 16sbar, dann ist g parallel zu E aber nicht
in E enthalten (¢||E,g ¢ E) (siche Abb. 2.18 (a)).

(2) Ist das Gleichungssystem eindeutig 1osbar, dann schneiden sich die Ebene
E und die Gerade g in einem Punkt S (¢ N E = {S}) (sieche Abb. 2.18

(b))-

(3) Ist das Gleichungssystem mit einem Parameter losbar, dann liegt die Ge-
rade g in der Ebene E (g C E) (siche Abb. 2.18 (c)).

/ // \S L
D gE.oE () GEXSIN (O grE

Abb. 2.18. Lage einer Geraden g zu einer Ebene E

© 2.3.6 Abstandsberechnung zu Ebenen
Der Abstand eines Punktes () von einer Ebene E:7 = (Pl)—|—)\ a’ +
I b st gegeben durch dle Projektion des Vektors P; Q auf die Normale N der
Ebene: d = NPlQ - N. Also ist der Abstand d = ‘ d‘ = |NP1Q| ’N’ =

el
Fd|

ﬁm’ Abstand des Punktes Q von der Ebene
‘N ‘ mit Normalenvektor N = @ x b .
< Ist d = 0, so liegt der Punkt @ in der Ebe-
: Q ne E.
El |

W Der Abstand einer zu E parallelen
PR E Geraden g : 7 = 7 (P2) +7¢ ergibt
. sich direkt aus obiger Formel, indem man
sich einen beliebigen Punkt auf der Gera-

° den z.B. P, wahlt und den Abstand dieses

Abb. 2.19. Abstand Punkt zu Ebene F Punktes zur Ebene bestimmt:
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Fiir d = 0 liegt die Gerade in der Ebene F.

Der Abstand einer zu E parallelen Ebene Ey: @ = 7 (P,) +7¢ + od
ergibt sich ebenfalls direkt aus obiger Formel, indem man einen Punkt der
Ebene Ey wihlt (z.B. P2) und einsetzt:

Ist d = 0, so fallen beide Ebenen zusammen.

Beispiel 2.21. Gesucht ist der Abstand des Punktes @ = (3,1,5) von der

1 1 0 1
Ebene BE: 7 =2 +X[1]|+pu]l2 :Wegen]_\f)::E’x?Z 1] x
0 0 2 0
2 _ . 2
2| = [ -2 mt‘Nw::vqﬁundfﬁQ:: 1
2 2 5
N.P O 2 2
LR (A e s

W‘ V12 ‘2 ' ‘5 T /12 3

2.3.7 Berechnung des Schnittes einer Geraden mit einer Ebene
Um den Schnittpunkt einer Geraden

g: T =7 (P)+\a

mit einer Ebene E zu bestimmen, gehen wir davon aus, dass die Ebene F in
der Hesse-Normalform

E:N-(Z-7(P))=0
gegeben ist, d.h. P; ein Punkt auf der Ebene und N ein Normalenvektor ist.
Wir gehen davon aus, dass die Gerade nicht parallel zur Ebene liegt.
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N Bl
- L
/:)-1 ,lg / | [0}
,’ E E

(@) (b)

Abb. 2.20. Schnittpunkt und -winkel einer Geraden mit einer Ebene

Der Schnittpunkt S hat die Eigenschaft, dass 7°, = @' g, d.h. wir setzen
7’4 in die Ebenengleichung ein:

N (F(P)+A2a - T (P)) =N - (T(P) — T(P)+ AN - @ =0.
Da die Gerade nicht parallel zur Ebene liegt, ist N.-@ # 0, so dass mit
o o — —

P]_PQZ T‘(PQ)— r (Pl) fOlgt

R

—
N -P P

A= —————,
N.-@

Setzt man dieses A in die Geradengleichung ein, folgt fiir den Schnittpunkt S

Fiir den Winkel ¢ zwischen der Normalen der Ebene und der Geraden gilt

N.-a
cosp =
i
p ist der Ergénzungswinkel zu a:
©=90° + q,

je nachdem wie die Richtung des Normalenvektors ist. Daher ist

cos = cos (90° £ &) = Fsina und
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Beispiel 2.22. Gesucht ist der Schnittpunkt S und der Schnittwinkel @ der

1 2 2 0 4
Geradeng: 7 = [ 2 |4+A| 0| mit E: T = =1 | +A| 1 |+u 2
3 2 3 0 -1
4
— —
Aus den Richtungsvektoren der Ebene b1 =1 1 | und b, = 2 | erhalt
0 -1
-1
— — —
man den Normalenvektor N = b1 X by = 0 |. Damit ist
4
-1 1 2
— ——
N -PP,= 0 21 —-1-1 =1
—4 3 3
_ -1 2
N.-a = 0 0| =-10
—4 2

Der Schnittpunkt S berechnet sich aus

1 2 1,2
N PP 1 !
T =T () - =—2a =2 +olo)=1 2
N -a 3 2 3,2
Der Schnittwinkel « folgt aus
—
N.-a -1
sin o = a L T 0

‘N‘ @ VITVB

Bemerkung: Der Schnittwinkel zweier sich schneidenden Ebenen
—
ElNl(?(P) ( ))*0 und E2 Ng( (P)*?(PQ)):O
ist der gleiche Schnittwinkel wie der Schnittwinkel ihrer Normalenvektoren.

Daher gilt cosp =
\Nl\ \Nz\

fey Visualisierung mit MAPLE: Auf der CD-Rom befinden sich MAPLE-

Prozeduren zur Darstellung sowohl von Geraden als auch Ebenen.

Ebenfalls auf der CD befindet sich die Prozedur geomet. Sie bestimmt die
Lage zweier Objekte (Punkte, Geraden oder Ebenen) zueinander.
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24 2.4 Vektorraume

Wir iibertragen die Definition von Vektoren aus dem IR® in den IR™ und erweitern die ele-
mentare Rechenoperationen (Addition und S-Multiplikation) auf diese Vektoren. Aus den
allgemeinen Eigenschaften kommt man auf den Begriff des Vektorraums, der eine wich-
tige Bedeutung bei der Beschreibung linearer physikalischer Systeme spielt. Insbesondere
bei der formalen Behandlung z.B. von linearen Gleichungssystemen oder der linearen Dif-
ferenzialgleichungen und -systemen bené&tigt man diesen Formalismus. Zentral sind bei der
Charakterisierung der Vektorraume die Begriffe der Linearkombination, der linearen Un-
abhangigkeit und der Basis als minimales Erzeugendensystem.

© 2.4.1 Vektorrechnung im IR"
Wir iibertragen den Begriff des Vektors von IR? in den IR™:

Definition: Die Menge aller n-Tupel reeller Zahlen heifit IR™:
1

)
R™ .= . xp €R, 25 €R, -2, €IR

Tn

Analog dem Koordinatensystem in der Ebene bzw. im Raum wird das Koordi-
natensystem im IR™ durch n aufeinander senkrecht stehenden Einheitsvektoren

1 0 0
0 1
— —
€1 = . , €2 1= . yeeey Ep = )
: : 0
0 0 1

gebildet. Jeder Vektor @ € IR™ lisst sich durch die Angabe seiner Kompo-
nenten beschreiben:

ay

a2
— — — —
a =a,€e1+ayeqg+---4+a, €, =

(29

Es iibertragen sich dann die Begriffe des Betrags, der Gleichheit von Vekto-
ren, der Multiplikation mit einem Skalar, die Addition, das Skalarprodukt, der
Orthogonalitidt usw. auf den IR”™.
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Addition und S-Multiplikation
ay bl
Fiir zwei Vektoren o = , b = : und einem Skalar
an bn
A € IR setzt man
a1 + by Aag
as + by Aaz
T4 D= ) AT =
ap + by, Aan
(Addition) (S-Multiplikation)

Sowohl die Addition als auch die S-Multiplikation werden komponentenweise
ausgefiihrt. Durch die Addition und S-Multiplikation hat man zwei Operatio-
nen
+ :IR" xIR" - IR"
- RxR" —1R"

mit (?,?) — T+ b

mit (A, @)~ A-@

festgelegt. Formal unterscheiden sich die Vektoraddition + und die S-Multipli-
kation - dadurch, dass zum einen zwei Vektoren und zum anderen eine skalare
Zahl mit einem Vektor verkniipft werden. Man bezeichnet daher ”+” als innere
Verkniipfung und ”-” als duflere Verkniipfung.

Da sowohl die Addition als auch die S-Multiplikation komponentenweise er-
klért sind, tibertragen sich die folgenden Rechengesetze von den reellen Zahlen
auf diese Vektoren.




78 2. Vektoren und Vektorrechnung

© 2.4.2 Vektorrdume
Die Gesetzmafigkeiten beziiglich der Addition und S-Multiplikation gelten
nicht nur fiir n-Tupel, sondern auch fiir andere Objekte, die keine Veranschau-
lichung durch Pfeile zulassen (z.B. Funktionen). Um auch solche Objekte zu
erfassen, fiihrt man den Begriff des Vektorraums formal fiir alle Objekte ein,
die zwei Verkniipfungen + und - mit den angegebenen Rechengesetzen besit-
zen.

Definition: Eine Menge W bildet einen Vektorraum iiber IR, wenn folgende
Axiome gelten:

(1) In W ist eine innere Verkniipfung "+ erklirt,
4 WxW W mit (6’,?) — @+ b (Addition ),
so dass (W, +) die Gesetze der Addition (A1) — (A4) erfiillt.

».

(2) In W ist eine duflere Verkniipfung 7-” erklért,
RXW W mit (\@)— A-@ (S-Multiplikation ),

so dass (W, ) die Gesetze der S-Multiplikation (S1) — (S4) erfiillt.

Die Elemente eines Vektorraums bezeichnet man als Vektoren, auch wenn der
Vektorraum nicht dem Anschauungsraum IR? entspricht. Hat man als Zahlen-
menge nicht IR, sondern einen anderen Korper K, so spricht man von einem
Vektorraum iiber K.

Beispiele 2.23:

® IR3 ist ein Vektorraum bestehend aus allen 3-dimensionalen Pfeilen (den
3-Tupeln von reellen Zahlen).
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@ IR" = cx; € R (i=1,...,n) p ist ein Vektorraum, dessen Ele-

L
mente die n-Tupel sind. IR™ heifit auch der arithmetische Vektorraum.
® Die Menge der auf dem Intervall [a, b] definierten, reellwertigen Funktionen
Fla,b] :=={f :[a,b] = IR}

ist ein Vektorraum, wenn man fiir die Addition und S-Multiplikation defi-
niert:

+: Fla,b] x Fla,b] — Fla,b] mit (f,g9) — f+ ¢ und
(f+9)(x):=f(z)+g(x).
-:IR x Fla,b] = Fla,b] mit (A, f) — A- f und
AF) () =X f ().
Die Rechengesetze iibertragen sich aus dem Reellen. Die konstante Null-

funktion 0 mit 0 (x) = 0 fiir alle z € [a, b] bildet den Nullvektor.

@ Die Menge aller Polynomfunktionen vom Grad kleiner gleich n
Pn]:={f:IR—->1IR mit f(z) :Zaixi ,a; € IR}
i=0

bildet einen Vektorraum, wenn ”+4” und ”-” wie unter ® erklért sind. 0O

Beispiel 2.24. Die Losungsmenge eines homogenen, linearen Gleichungssys-
tems bildet einen Vektorraum, wenn ”+” und ”-” wie unter 2.23 @ definiert
sind. Als Zahlenbeispiel betrachten wir das LGS

—3x1 — bz + 2253 =0
dx1 — 29+ 323 =0

Die Losung erhalten wir mit dem Gauf-Algorithmus

-3-52|0 -3 -5 2|0
4-130| = 0-2317| 0
0 000 0 00]O0

— x3 =23\, 20 = 17\, 21 = —13\

SL=L{7TecR: T =2 | =X[ 17]; XNeIR beliebig
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Wir zeigen nur die Abgeschlossenheit beziiglich ”+” und 7", d.h. dass die
Addition zweier Vektoren von IL wieder einen Vektor aus IL ergibt und r- 2" €
IL, wenn = € IL ist. Die Gesetze der Addition (A;) — (A4) sowie die der
S-Multiplikation (S7) — (S4) iibertragen sich dann von IR? auf IL.

—13 —13 —13
?1 + ?2 =\ 17 | + Ao 17 | = ()\1 + /\2) 17 | €L
23 23 23
—13 —13 —13
T'?lz’l" A1 17 :(T'Al) 171 =X 17 clL.
23 23 23

Wir haben damit nachgerechnet, dass mit zwei Losungen = und Z9 des
LGS auch die Summe Z'; + %2 eine Losung ist und jedes Vielfache einer
Losung ebenfalls das Gleichungssystem erfiillt. Physikalisch bedeutet diese Ei-
genschaft, dass das Superpositionsgesetz giiltig ist. Da die Teilmenge IL C IR?
selbst wieder einen Vektorraum darstellt, nennt man IL einen Untervektorraum
von IR?. Diesen Begriff verwendet man immer, wenn eine Teilmenge eines Vek-
torraums wieder einen Vektorraum bildet: O

Definition: Sei (W, +,-) ein Vektorraum. Eine Teilmenge U C W heifit
Untervektorraum, wenn U beziiglich den linearen Operationen”+” und
7.7 einen Vektorraum bildet.

Beispiele 2.25:
® W =1R",U = {Losungen eines homogenen, linearen Gleichungssystems}.

@ W = {Menge aller reellwertigen Funktionen}
U = {Menge der auf dem Intervall [a, b] stetigen, reellwertigen Funktionen}.

® W = {Menge aller Polynomfunktionen vom Grade < n},
U = {Menge aller Polynomfunktionen vom Grade < n und f(1) =0}. O

Fiir eine Teilmenge U # () eines Vektorraums W muss man nicht mehr die Re-
chengesetze nachpriifen, um zu zeigen, dass U selbst wieder einen Vektorraum
darstellt. Die Rechengesetze iibertragen sich von W auf U, wenn U beziiglich
747 und ”-” abgeschlossen ist:

Satz: (Untervektorraum-Kriterium). Eine nichtleere Teilmenge U C
W ist genau dann ein Untervektorraum, wenn U beziiglich den linearen
Operationen ”+” und ”-” abgeschlossen ist.
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Folglich sind fiir eine Teilmenge U eines Vektorraums W drei Eigenschaften zu
priifen, um zu zeigen, dass U selbst wieder einen Vektorraum darstellt:

Beispiele 2.26:

@

@

Die Menge {0} ist ein Untervektorraum jedes Vektorraums. Es ist der
kleinstmogliche Vektorraum.

U = {Menge der reellwertigen Funktionen f :IR — IR mit f(1) = 0},
W = {Menge der reellwertigen Funktionen f : IR — IR}. U C W ist ein
Untervektorraum, denn

UV1: Die Nullabbildung 0 : IR — IR mit 0(z) = 0 hat die Eigenschaft
0(1) = 0. Also ist {0} € U.

UV2: Mit f1, fo € Uist f1(1) = f2(1) = 0 und damit auch
(it )W) =fHQ)+f(1)=0=fi+f2el.

UV3: Mit f e U ist f(1) =0 und damit auch
AHD)=X-f()=X-0=0=NfeU.

U = {Menge der reellwertigen Funktionen f :IR — IR mit f(1) = 1},

W = {Menge der reellwertigen Funktionen f : IR — IR}. U C W ist kein
Untervektorraum!

Denn z.B. aus fi1, fo € U, d.h. f1(1) = fo(1) = 1, folgt (f1 + f2) (1) =
fi)+ fo (1) =2 = f1 + fo ¢ U. Der Nullvektor ist ebenfalls nicht in U
enthalten. O

2.4.3 Linearkombination und Erzeugnis
Im Folgenden gehen wir davon aus, dass (W, +, -) ein Vektorraum ist und @'y,

—
a

— . .
2, ..., @ Vektoren aus diesem Vektorraum sind.

Definition: Ein Vektor ? der Form
72)\1?14‘)\272"‘“‘4-)\71?71

heifit Linearkombination der Vektoren @1, @, -+, @ pn.
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Beispiele 2.27:

9 1 1 9
@ 71=5(01]+3 +4 (1 . Der Vektor | 7 | ist also eine Line-
9 1 1 9

1
arkombination der Vektoren O)
1

1 0
=90 |+7 1 +9| 0| =9¢1+7€2+9%€5; dh. der Vektor
0 0 1

ist auch eine Linearkombination der Vektoren €1, € 2, € 3. O

O© J © © 3 ©

.
Wie wir aus den IR? wissen, lisst sich jeder Vektor b € IR? als Linearkombi-
nation von €1, €2, € 3 darstellen. Man definiert verallgemeinernd

Definition: Die Menge M aller Linearkombinationen der Vektoren

@1, @s,..., @y heift Erzeugnis von a@y,..., @,. Man schreibt hierfiir
M = { Menge aller Linearkombinationen von @ 1,--, @}
_ — = —
= [@a'1, aa,..., @y

:)\1714-)\272—"-4—)\”7" ()\1 EIR)}

1 0 1
Beispiel 2.28. Ist b = 0 | im Erzeugnisvon @1 = | 1|, @2= | 2 |,
1 1 3
1
s = |4 |? Gesucht sind A\, A2, A3 € IR, so dass
5

b = M@+ A @ e+ A3 a3,

—
denn dann ist b eine Linearkombination von a1, @2, a's.

1 0 1 1
Ansatz: 0 = )\1 1 + )\2 2 + )\3 4
1 1 3 )

In der Komponentendarstellung entspricht dies dem inhomogenen, linearen
Gleichungssystem

O-AM+1-X+1-A3=1

1- A +2-X+4-A3=0

1- M +3-A+5-A3=1.
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Zur Losung des LGS verwenden wir den Gauf3-Algorithmus in Matrizenschreib-

weise
0111 12410 1240
1240 —=(011}|1 ]| —=(]011|1
135|1 011]1 000| 0

= A3 =1t (beliebig) — I=1—-¢t — N\ =-2-—2t.
Setzt man z.B. t = 1, so folgt A3 =1, Ao =0, \; = —4 und
—

b :—4-71-‘1-0'72—}-1-73.

_
Damit ist b ist im Erzeugnis von [a’y, @2, @ 3]. 0

Satz: Die Vektorgleichung b = A\ a1 +Xya’2+...+ )\, @', ist genau dann
- V= = —
losbar, wenn b € [@’1, @2,..., @ p).

Da M = [@'1, @a,..., @ n) die Menge aller Linearkombinationen ist, stellt
M C W selbst wieder einen Vektorraum dar, was man mit dem Untervektorraum-
Kriterium sofort nachpriifen kann:

Satz: M = [a'y, @'a,..., @ p] ist ein Vektorraum.

Im Fall, dass M schon den ganzen Vektorraum W aufspannt, nennt man M
ein Erzeugendensystem:

Definition: Eine Teilmenge von Vektoren {@1, @g,..., an} C W heilt

. — = —
Erzeugendensystem von W, wenn das Erzeugnis von a1, @'2,..., @' pn
mit W zusammenfillt: [@'1, @2,..., @ n) = W.

Beispiele 2.29:
® {7€1, €9, €3} ist ein Erzeugendensystem von IR?, denn jeder Vektor 7’
lisst sich als Linearkombination von €1, €2, € 3 darstellen: © = z; €1+
— —
T9 €2+ X3 €'3.

1
N
@ {e, ey €3 d =|1 ist ebenfalls ein Erzeugendensystem von IR?,
1

denn jeder Vektor % lisst sich als Linearkombination dieser 4 Vektoren
darstellen:

—
— — — —
r=x1€1+x2€0+x3€3+0-d

oder7:(351—1)?1—1—(3:2—1)?2—1—(963—1)?3—1—1-7. |
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Sowohl {€’1, €2, €3} als auch {?1, €9, €3, 7} bilden ein Erzeugenden-
system von IR3. Gesucht ist ein Kriterium, um ein kleinstmogliches Erzeugen-
densystem zu charakterisieren. Dazu benttigt man den Begriff der linearen
Unabhéngigkeit.

2.4.4 Lineare Abhdngigkeit und Unabhangigkeit
Beispiel 2.30. Gegeben sind die Vektoren

2 . 4 8
a=|-3], b= 3|, T=| -3 ].Dannist
— > 5 —2 8
a
. - — — -
Abb. 2.21. Lineare Abhéngig- c=2-a+1-b.

keit
¢ lisst sich also als Linearkombination der Vek-

— - —
E})ren a und b darstellen. Man nennt ¢ dahg
linear abhingig von @ und b . Stellt man die Gleichung ¢ =2-a +1- b

um, so ist
2. @+1-b-1.C=0.
D.h. der Nullvektor lisst sich darstellen als Linearkombination von @, 7, <
O

mit von Null verschiedenen Koeffizienten. Wir verallgemeinern:

Definition: Die Vektoren @'y, @2, -+, @ , € W heiien linear abhiingig,
wenn in der Gleichung

—

kia1+kas+ ---+kan=0 (%)

mindestens ein k; # 0 ist.

Denn dann lisst sich die Gleichung (%) nach @’; auflosen:

1
W= e (ki @1+ +ki @i+ ki @i+ +kadn),
und @; ist durch die restlichen Vektoren darstellbar. Lisst sich die Gleichung
(*) niemals nach einem Vektor a’; (i € {1,---,n}) auflésen, dann nennt man
die Vektoren linear unabhéngig. Dies ist genau dann der Fall, wenn ky = ko =
-+ =k, = 0 die einzigen Losungen sind.

Definition: Die Vektoren @1, @2, -+, @n € W heifen linear un-
abhéngig, wenn gilt:
Tn=10

k171+k272+~-+knan: = k1:0,k2:O,~-~,kn:0.
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Beispiele 2.31:

® Die Vektoren €'y, €2, €3 sind linear unabhéngig: Denn der Ansatz

k1 €14+ ke ot hkses=0

liefert
1 0 0 0
kO] +k |1 ]| +Ek3[0]=1]0
0 0 1 0
100 (0
= 01010 = k3=0,ky=0,k =0.
00110

D.h. aus dem Ansatz k1 €1+ ko €o + kses = 0 folgt fiir die Koeffizi-
enten k1 = ko = k3 = 0. Damit sind nach obiger Definition die Vektoren
[N — — . . .

€1, €2, €3 linear unabhéngig.

2 3
@ Die Vektoren @1 = | -1 |, @2=|1], @3 =] 0] sind linear un-
3 1
abhiingig: Aus k1 a1+ ko aa+ksas= 0 folgt
2 0 3 0
ki| -1 +ke| 1] +k|[ 0] =10
3 0 1 0
In Matrizenschreibweise erhalten wir
20310 —-1101|0 —-11010
—110 |0 | — 023 (0] — 02310
30110 03110 00710

Durch Riickwértsauflosen ist

7~k;3:0:>; 2~k2:0:>; —1-k1:O:>.

D.h. aus ky @y + ke @o + ks @3 = 0 folgt ky = ko = k3 = 0. Damit sind
die Vektoren @i, @2, @3 linear unabhiingig.

2 0 2
® Die Vektoren a; = —-1],7%, = 1],as = 0 | sind linear
3 0 3

abhiingig: Denn aus k1 @1 + ke a2 + ks a's = 6), folgt in der Matrizen-
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schreibweise
20210 —-11010 —-11010
—-110 (0| — 022 |0 ] — 01110
30310 03310 000 |0

= k3= A (beliebig); ko ==X k1 ==\
Z.B. fir A\=1ist
(1) @14 (1) aa +1T3=0= @1 =02+ @3

Das Gleichungssystem ist also nicht nur durch k1 = ko = k3 = 0 losbar,

und damit die Vektorgleichung nach dem Vektor a’; auflésbar. Die Vekto-
— — — . . I .

ren a1, @2, a 3;sind linear abhéngig.

Die Vektoren f;(x) = 2 (i =0,1,2,---,n) sind linear unabhingig im
Vektorraum P [n] := {Menge aller Polynomfunktionen vom Grade < n}.
Denn

lofo+kifi+ - +knfo=0
bedeutet ko fo(z) + k1 f1 () + -+ + kn fn (z) = 0(x) = 0 fiir alle z € IR,
d.h.
ko+kix+---+ k" =0
fiir alle € IR. Durch Einsetzen von x = 0 folgt kg = 0. Anschlieflend kann

auf der linken Seite ein = ausgeklammert werden. Wieder durch Einsetzen
von x = 0 folgt k; = 0. Insgesamt erhélt man so kg =ky =--- =k, =0.0

In den Beispielen @ - @ zeigt sich, dass die Vektorgleichung

ki @1+ ke @attkyan=0

entweder eindeutig 1osbar ist; dann ist ky = ke = --- = k, = 0 und die Vek-
toren @'y, @9, -+, @, sind linear unabhingig. Oder die Vektorgleichung ist
nicht eindeutig 16sbar, dann sind die Vektoren linear abhéngig. Es gilt folgende
Charakterisierung von linear unabhéngigen Vektoren:
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© 2.4.5 Basis und Dimension
Einer der fiir die Beschreibung von Vektorrdumen wichtigsten Begriffe ist der
der Basis.

Definition: Eine Menge linear unabhéngiger Vektoren, die den ge-
samten Vektorraum erzeugen, nennt man eine Basis des Vektorraums.

FEine Basis ist die kleinste Menge von Vektoren, welche den Vektorraum er-
zeugt, und sie ist gleichzeitig die grofite Menge von linear unabhéngigen Vek-
toren aus W; denn fiir Basen sind die folgenden Aussagen gleichbedeutend:

Beispiele 2.32:

® (7€’1, €2, €3) ist eine Basis von IR?: Denn €1, €9, €3 sind linear un-
abhingig und jedes @ € IR? lisst sich als Linearkombination von €'y, € o,
—
e 3 darstellen:

- — — —
r =x1€1+T2 €2+ T3 € 3.

@ (€1, €a, -+, €4) ist eine Basis von IR".

® (1,z,2% 2% x*,---,2") ist eine Basis des Vektorraums der Polynomfunk-
tionen vom Grad < n.



88 2. Vektoren und Vektorrechnung
@ a,=1(1 o= |2 @3 = 1] ist eine Basis von IR?:

Wir priifen die Bedingungen (B;) und (B2) nach.

(Bl)l Aus k:la_f + k‘gd_2> + k’373 = 6) folgt

011]0 13 010 13 010
12110 ~—={01-1|0)—=|01-1]0
130 |0 01 110 00-210

Dieses LGS hat als eindeutige Losung k1 = ko = k3 = 0 und damit sind
— — —_ . . .
a’1, @2, a'3 linear unabhéngig.

by
(B2): Ist b = by | € IR? beliebig, dann miissen A, u1, 7 gefunden werden,
b3
so dass . _ _ R
Ad1+pas+T7a3=>.

In Matrizenschreibweise ist das LGS fiir die Unbekannten A, p und 7:

011 |b 13 0 |bs
121 by | > [ 01—=1|b5—0bo
130 |bs 01 1 |b

13 0]bs

— 01 1 b1
00—2 |bg—by—1y

Hieraus erhélt man durch Riickwértsauflosen die gesuchten Grofien
1 1 3 1
=——(bg—by—0b1); p==(by —ba+b3); A= =(—by + by — =b3).
T 2(3 2 —b1); 1 2(1 2 + b3); 2( 1+ 02 33)
Damit gibt es zu jedem Vektor b € IR? Parameter \, i, 7 € IR, so dass

)\714‘#72—1—7’?3:? = [Wl,ﬁg,ﬁg]zw.

Aus (Bj) und (By) folgt, dass (a’1, @2, @'3) eine Basis von IR? ist.
1
® Die Vektoren €1, €9, €3, @4 mit @4 = | 1 | bilden keine Basis von
1
IR3, da sie linear abhingig sind i1+ €ea+ €3
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2 0
® Die Vektoren @1 =| 0], @2 = | 1 | bilden keine Basis von IR?.
1 2

a1, a'9 sind zwar linear unabhéngig, aber nicht jeder Vektor b € IR
ldsst sich als Linearkombination von @'y, @5 darstellen. Denn aus

b1 20 |b
\a'y+ /.L?Q = 7 = | by | folgt | 01 [by
bs 12 b3
2 0|by
<[ 0—4 | -2+,
0 1 |be

Aus der letzten Zeile des Gleichungssystems folgt 1 -y = by aus der zweit-

letzten Zeile p = 1 (b1 — 2bs). Damit das LGS lésbar ist, muss fiir den
—

Vektor b gelten:

1
by = (b — 2bs).

Dies ist aber nicht fiir alle Vektoren b € IR? erfiillt und damit ist (a1, @)

kein Erzeugendensystem von IR?. (Bg) ist also nicht erfiillt.

In einem Vektorraum kann es beliebig viele Basen geben. Hat man jedoch eine
endliche Basis @1, -+, @ » gefunden, so besteht jede andere Basis ebenfalls
aus genau n Vektoren. Die maximale Anzahl linear unabhéngiger Vektoren ist
charakteristisch fiir einen Vektorraum:

Definition: Sei W ein Vektorraum. Besteht eine Basis aus n Vektoren,
so heifit die Zahl n die Dimension des Vektorraums W.

Bezeichnung: dim(W) = n.

Man beachte, dass zwar jeder Vektorraum eine Basis besitzt; diese muss je-
doch nicht notgedrungen aus endlich vielen Vektoren bestehen. In der Regel
betrachten wir hier nur endlich-dimensionale Vektorrdume. Fiir diese endlich-
dimensionalen Vektorrdume gilt
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Beispiele 2.33:

@ @y = <Z) und @y = (i) bilden eine Basis von IR?, denn @1, @2 sind
linear unabhéngig:

k1?1+k‘272:6)
5210 5 210
= (31[0) = (1]) wmno

1
0
1

o = O

® a1 = , o = , a a4 = bilden eine Basis

1

10

3 — 0 )

0 0 1 1
von IR*, denn @y, @9, @3, @4 sind linear unabhingig: Setzen wir die
Vektoren in die Vektorgleichung

ki @1+ ko @ot ks @sthkada=0

ein, erhalten wir das zugehorige LGS, welches wir mit dem GauB-Algorithmus

losen:

111010 111010 11 1010 11 1110
0101 (0 0101 |0 01 0110 01 01]0
s — —

1000 |0 0110 |0 00-1110 00-1110
0011 |0 0011 |0 00 1110 00 0210

= ki=ko=k3s=ks=0.

® Pl={f:R—R: f(x)=ap+arz+---+asx’} ist ein 6-dimensionaler
Vektorraum: (wo,xl,IQ, e ,m5) sind linear unabhingige Funktionen und
jedes f € P [5] lasst sich als Linearkombination dieser Funktionen darstellen

= (2% 2!,---,2%) ist eine Basis von P [5] = dim P [5] = 6. ]
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MapLe-Worksheets zu Kapitel 2

Eey  Die folgenden elektronischen Arbeitsblitter stehen fiir Kapitel 2 mit
MAPLE zur Verfiigung.

Darstellung von Vektoren im IR?2

Darstellung von Vektoren im IR?

Vektorrechnung mit MAPLE

Graphische Darstellung von Geraden und Ebenen im IR?
Punkte, Geraden und Ebenen mit MAPLE

Die Prozedur geomet

Zusammenstellung der MAPLE-Befehle
MAPLE-Losungen zu den Aufgaben



2.5

92

2. Vektoren und Vektorrechnung

2.5 Aufgaben zur Vektorrechnung

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

2 0 -5
Gegeben sind die Vektoren @ = 31, b = 21,7 3.
-1 4 1
Man berechne die folgenden Vektoren und ihre Betréige
— — —
a) 51=30 —4b +7C b) Fa=-3 (50 +?)+5(—E’+3b)
c)?3:3(7_27)+5? d) T4 = (7.?)?_5(?.?)7

— = —
Welche Gegenkraft F hebt die vier Einzelkrifte F i, F o, F'3, F4 in ihrer
Gesamtkraft auf? (Krafteinheit 1N.)

_ 200 _ —10 _ 40 _ 30
Fo=1 110 |5 Fa= 30 [; Fs= 85 |; Fa=—] 50
—50 —40 120 40
Normieren Sie die folgenden Vektoren:
2 -1
T=|3]|, b =3¢-5¢:2+2%s, €= 0
1 -1
4
Wie lautet der Einheitsvektor ¢, der die zum Vektor @ = — | 3 | entgegen-
0

gesetzte Richtung hat?

Bestimmen Sie die Koordinaten des Punktes @, der vom Punkte P = (1, —2, 3)
-2

in Richtung des Vektors @ = | —1 | 10 Lingeneinheiten entfernt ist.
-1

Bestimmen Sie die Koordinaten der Mitte Q von P; P, mit P, = (2, 4, 3) und
Py=(-1,3,2).

1 2 —4
Bilden Sie mit den Vektoren @ = | 0 | ; D=1 1T o= 2 | die
1 2 —9
Skalarprodukte:
a) @b b) (773?)4? <) (7+7) (@ —7)
Welchen Winkel schlieBen die Vektoren @ und b ein?
3 4 2 —10
a)a=|5 ,7: 1 b) @ =| -1 ,?: -1
1 3 2 —10

Zeigen Sie, dass die folgenden Vektoren €1, €2, €3 ein orthonormales Sys-
tem bilden; d.h. die Vektoren stehen paarweise aufeinander senkrecht und be-
sitzen die Lénge 1:

1 1 0

0|, €= % o, eEs=|[-1

1 —1 0

—
€1

Sk
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2.12

2.13

2.14

2.15

2.16

2.17

2.18
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Zeigen Sie: Die drei Vektoren

1 -2 -1
@ = 41, ? = 2],7¢= 6 | bilden ein rechtwinkliges Dreieck.
-2 3 1

Bestimmen Sie den Betrag und die Winkel, die der Vektor @ mit den Koor-
dinatenachsen einschlieft:

1 5
a) @ =|1 b) @ =| -2
1 1

Durch die drei Punkte A = (-1, 2,4), B = (5,0, 0) und C = (3, 4, —2) wird
ein Dreieck festgelegt. Berechnen Sie die Lange der drei Seiten, die Winkel im
Dreieck, sowie den Flacheninhalt.

Berechnen Sie die Komponente des Vektors b in Richtung des Vektors @ =

2 5 -2
— —

—2 | fir a) b =|1 b) b = 5

1 3 0

Ein Vektor @ ist durch den Betrag |@’| = 10 und o = 30°, 8 = 60°, 90° <
~ < 180° festgelegt. Wie lauten die Komponenten von @'?

Man bestimme die Richtungswinkel o, 3, v der Vektoren

—1 4
a) @ = 1 b) @ = 2
4 -3
4 _ 2 3
Berechnen Sie fir @ = | 2|, b =3[, ©=| -2
1 3 0
a) @x b b) (@ =) x(37)

)
Q) (- @ +27) x (—?) ) @)% (-1 - ?)
An einem Verteilermast greifen 4 Kréfte an, die in einer Ebene liegen. Ermitteln

— —
Sie rechnerisch den Betrag und die Richtung der Resultierenden F'rp = F'1 +
— — — — — —
Fa+ Fa+ Fa, wenn }Fl‘ — 380 N, ‘ FQ‘ — 400 N, ‘ F4’ — 440 N, und wenn
— — — —
der Winkel zwischen F; und F 2 o = 80°, der Winkel zwischen F 5 und F 3
— —

B = 120°, der Winkel zwischen F'3 und F 4 v = 70° betrigt.

2
Gegeben sei ein Korper, der sich nur entlang der Richtung @ = 1| be-
—2
20
wegen kann. Auf diesen Korper wirkt eine Kraft F=1|2]|N
10

a) Wie grof} ist der Betrag der Kraft F?
b) Welche Winkel schlieBen der Kraftvektor und der Richtungsvektor ein?
c) Welche Kraft wirkt auf den Kérper in Richtung a’?
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2.19

2.20

2.21
2.22

2.23

2.24

2.25

2.26

2.27

2. Vektoren und Vektorrechnung

Ein starrer Kérper in Form einer Kreisscheibe ist um seine Symmetrieachse
drehbar gelagert. Eine im Punkt P angreifende Kraft erzeugt ein Drehmoment

1 2
M=7xF.Seien F = | —1 Nund 7(P)= | 1| m.
2 1

a) Welchen Winkel schlieBen 7 (P) und F ein?
—
b) Man berechne das Drehmoment M und seinen Betrag.
—
c) Welche Kraft F', wirkt in Richtung 7 (P)?

Gegeben sind die Punkte A = (17—173)), B=(21,3),C = (4,0, 1). Unter
der Einwirkung der konstanten Kraft F' = (1, 1, 1) bewegt sich ein Massen-
punkt m von A nach B. Wie grof} ist die dabei verrichtete Arbeit (Krafteinheit
1 N, Léngeneinheit 1m), falls

a) m sich auf kiirzestem Weg von A nach B bewegt?

b) m sich von A nach B lings der Strecken AC und CB bewegt?

Uberpriifen Sie die Ergebnisse von den Aufgaben 2.1 - 2.20 mit MAPLE.

Wie lautet die Vektorgleichung der Geraden g durch den Punkt P parallel zum
Vektor @ ? Welche Punkte gehoren zu den Parameterwerten A = 1, A = 2, A =
-1
—5? P=(4,0,3); @ = 0
-1

Man bestimme die Gleichung der Geraden g durch die Punkte P, = (1, 3,—2)
und P> = (6, 5, 8).

Liegen die drei Punkte Py = (3,0, 4), P = (1, 1, 1) und P3 = (—1, 2, —2) auf
einer Geraden?

Man berechne den Abstand des Punktes Q = (4, 1, 1) von der Geraden g,
die bestimmt ist durch den Punkt P, = (4, 2, 3) und den Richtungsvektor

2
=11
3

Eine Gerade g verlaufe durch den Punkt P = (5, 3, 1) parallel zu dem Vektor
— .

@ mit den Richtungswinkeln a = 30°, 8 = 90° und v mit cosy < 0. Wie
lautet die Gleichung dieser Geraden?

Welche Lage besitzen die folgenden Geradenpaare g1, g2 zueinander? Man be-
stimme gegebenenfalls Abstand, Schnittpunkt und Schnittwinkel.
a) g1 durch Py = (3, 4, 6) und P>, = (—1,-2, 4)

g2 durch Ps = (3, 7,—2) und Py = (5, 15, —6)

5 -2

b)gidurch @ =71+Aa =| 1]+ 1
3

1 6

ggdurch?:Tng)\?: 11+Xx]| -3
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2
¢) g1 durch P = (1, 2, 0) mit Richtungsvektor a=10
5

1

g2 durch P, = (6, 0, 13) mit Richtungsvektor =] -2

3

2.28 Zeigen Sie, dass die beiden Geraden g; und g2 windschief sind und berechnen
Sie ihren Abstand:

1 1
gli?:?1+)\7= -2 + A 1
3 1
_ 3 0
92:7):72+)\b: 3 + A 2
3 1
2.29 Wie lautet die Vektorgleichung der Ebene E, die den Punkt P = (3, 5, 1)
1 2
enthilt und parallel zu den Richtungsvektoren @'= | 1 | und D= |1
1 3

verlduft? Man bestimme den Normalenvektor 7 der Ebene. Welcher Punkt
gehort zu dem Parameterpaar A = 1, y = 37

2.30 Man bestimme die Gleichung der Ebene E durch die Punkte Py = (3, 1, 0); P> =
(_47 ]-a 1)7 P3 = (53 97 3)

2.31 Liegen die vier Punkte P, = (1,1, 1); P, = (3,2,0); Ps = (4,—1,5) und
Py = (12, —4, 12) in einer Ebene?
4
2.32 Eine Ebene verlduft senkrecht zum Vektor 7 = | 3 | und enthilt den Punkt
1

A = (5, 8, 10) . Man bestimme die Vektorgleichung dieser Ebene.

2.33 Welche Lage haben die Gerade g und Ebene FE zueinander? Man bestimme
gegebenenfalls Abstand, Schnittpunkt und Schnittwinkel.

3
a) g durch P; = (5, 1, 2) mit Richtungsvektor @’'= | 1
2
-1
E durch Py = (2, 1, 8) mit Normalenvektor 7’ = 3
1
2 5 2
b)g: Teg=TP)+A|5|=[3]+x]|5
1 6 1
z—1
E: 7 (7T(P)-7T (P)) 1 y—1]=0
-1 z— 1
¢) g durch P = (2 0, 3 und P,=(56
E durch P; = (1, , Py = 0,—1 —1 und Ps = (-1, 0,—-1)

2.34 Man zeige die Parallelitéit der beiden Ebenen und berechne ihren Abstand



96

2.35

2.36

2.37

2.38

2.39

2.40

2.41

2. Vektoren und Vektorrechnung

1
E; durch P; = (3, 5, 6) mit Normalenvektor 'y = 3
-2
-3
Es> durch P, = (1, 5, —2) mit Normalenvektor m'2 = | —9
6
Man bestimme Schnittgerade und Schnittwinkel der beiden Ebenen
3 T —2
Eliﬁl(?E—?(Pl)): 1 y75 :O
2 z—6
2 r—1
Ey: W (Ze—-T(R)=1]0 y—>5 | =0.
3 z—1
2 1
Spannen die Vektoren @1= | 1 |, @ 2= , @s=| 1| denIR?® auf?
-2
Sind die folgenden Vektoren des IR* hnear unabhén 1g7
2 0
@i=| = | L] @ :
3| 0]’ 1 2
0 2 4 3
Im IR* sind die Vektoren
2 0 1 0 0
2= 0 = 1 s -1 = -2 b= 5
1|’ 2|’ 0]’ 1|’ 2
3 3 0 0 6
gegeben. Man stelle b als Linearkombination von 71, 72, 73, @4 dar

1 0 1 0 0
0 0 0 0 1
@i=| 0|, ae=| 1|, @3=[0], @Tu=|0], Ts5=]|1
0 1 1 1 1
1 1 1 0 1
Ist der Vektor ? im Erzeugnis der Vektoren 71, T, @3?
1 0 1 2
3)71: 1 ,72: 1 ,73: 0 ,?: 2
0 1 0 1
1 0 1 1
by @i=|1].@2=|1],@Ts=| o], 2=]0
0 1 -1 0

Zeigen Sie, dass die Vektoren @1, @2, @ 3 eine Basis des IR? bilden und stellen
Sie d als Linearkombination von 71, ?2, @ 5 dar:

3 5 -2 1
1= 4 , @2 = -1 ,73: 2 ,7: —11

3 0 -3 -3

—>
a
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3 Matrizen und Determinanten

Durch die Konstruktion der Koeffizientenmatrix in Kapitel 1 werden lineare Glei-
chungssysteme sehr kompakt beschrieben. In diesem Kapitel werden wir den Begriff
der Matrix und der den quadratischen Matrizen zugeordneten Determinanten nicht
nur als abkiirzende Bezeichnungen kennen lernen, sondern mit ihnen Rechenope-
rationen durchfithren, die wir dann beim L&sen von linearen Gleichungssystemen
einsetzen. Beim Anwendungsbeispiel der gekoppelten Pendel werden wir aufzeigen,
dass man mit der Beschreibung des physikalischen Systems durch die Systemmatrix
und der Berechnung der zugehorigen Determinate die Eigenfrequenzen des Systems

bestimmt.

3.1 Matrizen

Grundlegend fiir dieses Kapitel ist der Begriff der Matrix und das Rechnen mit Matrizen. Es
werden die Addition und die Multiplikation von Matrizen definiert sowie das GauB-Jordan-
Verfahren zur Berechnung der inversen Matrix eingefiihrt.

© 3.1.1 Einfiihrung, spezielle Matrizen

Definition: Unter einer (m x n)-Matrix A = (as;),,, versteht man ein
rechteckiges Zahlenschema

air @iz --c A5 ccc Gin
A= @il Qg -+ Qi - Gip — i-te Zeile = (asj),,,
Gml Am2 *** Amj *°* Amn
Jj-te Spalte

mit a;; € IR. Man nennt a;; die Matrixelemente, i den Zeilenindex
und j den Spaltenindex.

Eine Matrix setzt sich zusammen aus ihren Spaltenvektoren (kurz: Spalten)
bzw. aus ihren Zeilenvektoren (kurz: Zeilen). Eine (m x n)-Matrix A hat n
Spalten und m Zeilen. Der Index ¢ gibt die Nummer der Zeile und der Index
j die Nummer der Spalte an.

3.1
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Beispiele 3.1:

20
01

@ B=1|0 ist eine (3 x 2)-Matrix. Das Element byy = 2. |
4 2

@ A= 03 ) ist eine (2 x 3)-Matrix. Das Element a;3 = 1.

Quadratische Matrizen:
Die Matrix A heiflit quadratisch, wenn n = m. Falls n = m ist, nennt man

die Matrixelemente a11, as2, - - . , Gny die Hauptdiagonale (kurz: Diagonale) der
Matrix
a/ll ......... aln
A =
a/'rl,l ......... ann
N
Diagonale

Spezielle quadratische Matrizen:

Eine Matrix D heiffit Diagonalmatrix, wenn alle Nichtdiagonal-Elemente Null
sind. Die Einheitsmatrix I, ist eine Diagonalmatrix, die auf der Diagonalen
nur Elemente mit dem Wert 1 enthélt.

ail 0O --- 0
10
-D: O ) ITL: .
: .0 0 1

0 - 0 ann

Eine Matrix O heifit obere Dreiecksmatrix, wenn alle Elemente unterhalb
der Diagonalen Null sind; eine Matrix U heif3t untere Dreiecksmatrix, wenn
alle Elemente oberhalb der Diagonalen Null sind.

a1y --- Qg ay 0
0 Ann Ap1 * " Qnn

Eine quadratische Matrix heiffit symmetrisch, wenn

Qi = Qjj4 fiir alle 7,,]2172,
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Eine symmetrische Matrix S besteht aus Elementen, die spiegelsymmetrisch
zur Hauptdiagonalen angeordnet sind. Die Nullmatrix N hat als Elemente
nur Nullen.

123 0---0
S=|(254|, N=|:" :
346 0---0

© 3.1.2 Rechenoperationen fiir Matrizen

(1) Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar

Definition: Ist o € IR, A = (ayj),,, eine (m x n)-Matrix, dann ist

a- A= alay),,, = (@ag),,. -

Eine Matrix wird mit einer Zahl multipliziert, indem jedes Element der Matrix
mit der Zahl multipliziert wird.

(2) Addition zweier (m x n)-Matrizen

Definition: Sind A = (aj;),,, und B = (bi;),,, zwei (m x n)-Matrizen,
dann ist die Summe (bzw. Differenz ) der Matrizen

A+ B = (aij)n £ (bij) = (@i £ bi5) . -

Zwei (m x n)-Matrizen werden addiert bzw. subtrahiert, indem die jeweiligen
Matrixelemente addiert bzw. subtrahiert werden. Man beachte, dass sowohl
fiir die Addition als auch Subtraktion beide Matrizen (m x n)-Matrizen sein
miissen.

- _(501\ ,, [(2-43
Belsp1e1e3.2.A—(237)73—<1 23).
100 2 8 —16 12 18 —16 14
@ 2A+4B_<4614)+(4 812>_<8 1426>'

20 0 4 1-86 16 8 —2
® 4A_23_<81228>_(2 46)_<68 22)' .
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® (3) Transponieren einer Matrix

Definition: Vertauscht man Zeilen und Spalten einer (m x n)-Matrix A =
(aij),,n » SO entsteht die zu A transponierte Matrix A

At = (aji)nm °
52
Beispiel 3.3. A = 01 =At=103]. m]
237 17

Bemerkungen:
(1) Ist A eine (m x n)-Matrix, dann ist A? eine (n x m)-Matrix.

(2) Die transponierte Matrix erhilt man, indem man die Matrixelemente an
der Hauptdiagonalen spiegelt.

(3) (A" = A.

(4) Eine quadratische Matrix ist symmetrisch, falls A* = A.

(® (4) Multiplikation von Matrizen

Um die Matrizenmultiplikation zu motivieren, fithren wir die folgenden Voriiber-
legungen durch. Das inhomogene LGS

31’1+4$2—3£B3:4 3 4-— 4
51’1— $2+2{E3:6 5—-1 216
4x1—2x2—2x3:1 4 -2 -2 11

wird mit der Matrizenschreibweise abgekiirzt. Schreiben wir es in der Form

3 4-3 1 4
5 —1 2 X9 = 6
4 -2 -2 T3 1

ist AT = b eine Vektorgleichung mit der Matrix

3 4-3 1 4

— -
A=[5-1 2 und den Vektoren == | a5 |, b = | 6
4 -2 -2 T3 1

Die Ausgangsgleichungen erhélt man aus der Matrizenschreibweise zuriick, in-
dem der Spaltenvektor = jeweils iiber jede Zeile von A gelegt und das Ska-
larprodukt des Zeilenvektors mit dem Spaltenvektor Z gebildet wird. Somit
haben wir die Multiplikation einer Matrix A mit einem Spaltenvektor Z~ er-
klart. Auf analoge Weise wird das Produkt zweier Matrizen A - B definiert:
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Man legt die erste Spalte der Matrix B iiber die erste Zeile der Matrix A,
um das Element ¢1; der Produktmatrix zu erhalten. AnschlieSend wahlt man
die erste Spalte der Matrix B und legt diese iiber die zweite Zeile der Matrix
A, um das Element cio der Produktmatrix zu erhalten usw. So erhélt man
allgemein die folgende Definition des Matrizenproduktes:

Definition: (Matrizenprodukt)

Sei A = (aij),,, eine (m x n)-Matrix (m Zeilen und n Spalten) und
B = (bjx),, eine (n x I)-Matrix (n Zeilen und [ Spalten). Dann ist das
Produkt C' = A- B = (ci),,;, eine (m x l)-Matrix definiert durch

(€251 bk
- , G2 bk | i=1...m
Cik = g Qij Ok = c o .
: : k=1...1
j=1 . .
Ajn bnk

AN Achtung: Um das Produkt von zwei Matrizen bilden zu kénnen, muss die
Spaltenzahl von A mit der Zeilenzahl von B iibereinstimmen. Das Element c¢;;
von C ist das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte von
B. D.h. die Zeilenldnge der Matrix A muss mit der Spaltenldnge der Matrix
B iibereinstimmen!

Beispiele 3.4:

_(2-3+1-o 2.(~2)+1-4 2~0+1~2)_(6 o2>

0-3+4-0 0-(—2)+4-4 0-0+4-2 0168
9 9 9
i=1 1 0 3 9 9 1
@ = 4 2 1 1 4
1=3 0 1 1 3 1 2

249 2+3 —-14+6 11 55
=|8+2+3 8+10+1 —4+8+2 | = 13196 |. O
1-3 5—1 4-2 -2 42
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Die Multiplikation wird so ausgefiihrt, dass die Spalten von B iiber die Zeilen
von A gelegt werden und anschliefend das Skalarprodukt berechnet wird.

Bemerkungen:

(1) /\ Achtung: Aus der Definition des Produktes ist ersichtlich, dass fiir das
Produkt zweier Matrizen A - B die Zeilenldnge von A mit der Spaltenldnge
von B iibereinstimmen muss. Ist also A - B definiert, so muss nicht not-
wendigerweise B+ A definiert sein. Falls beide Produkte definiert sind (z.B.
bei quadratischen Matrizen), ist i.A. A- B # B - A.

(2) Zur Berechnung des Matrizenproduktes trigt man zweckméBigerweise die
Matrizen in ein Schema (dem sog. Falk-Schema) ein:

o [1
Lo[2] =B
3 |4
P EIE 6 [10] _, 5_0
13 1 6 14
2 [0
1 3] 1 A
0 1 4 3 1
B= 10 [6] 4 =B-A=D
3 4 22 12 10

Das Element ¢;5 der Produktmatrix C' = A - B ergibt sich durch einfache
Rechnung c10 =2-1+0-2+ 2.4 = 10; das Element do des Produktes
D = B-Adurch dyo =1-0+4+2-3 = 6. Anhand dieser beiden Beispiele
erkennt man, dass A- B # B - Al

(3) Das Produkt einer (m x n)-Matrix A mit einer (n x k)-Matrix B kann man
auch folgendermaflen interpretieren:

— — — —
B besteht aus k& Spaltenvektoren b4,..., b, = B=|b1,...,0b k).
Dann sind die Spalten des Produktes C' = A - B gegeben durch

Ti=Ab;  (j=1,....k)

und

C=(C1, Ca..., Tr) = (A—b{, 14—1)2)7...714—19;;).
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Rechenregeln fiir Matrizenprodukte
Fiir Produkte von Matrizen A, B, C' gelten die folgenden Regeln (die jeweiligen
Produkte seien definiert):

© 3.1.3 Inverse Matrix
Die Gleichung a - z = b besitzt fiir a # 0 genau eine Losung. Mit dem zu a
inversen Element o~ gilt

b
z=a'b=-€lR, da a-al=a"'a=1.
a

Diese Konstruktion wird fiir quadratische Matrizen verallgemeinert: Um die
Gleichung

—

AT = b
nach 7 aufzulbsen, ist eine Matrix A~! gesucht, so dass
A A P=A"1 A=1,.

Denn dann ist die Losung fiir den Vektor @ gegeben durch @ = A=Y Man
definiert:

Definition: Gibt es zu einer quadratischen (n x n)-Matrix A eine (n X n)-
Matrix X mit

AX=X-A=I,=| - |,
0 1

so heifft X die zu A inverse Matrix. Sie wird durch das Symbol A~1
gekennzeichnet.
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Bemerkungen:

(1) Besitzt A eine inverse Matrix A~!, so heifit A invertierbar bzw. regulir.
A~ heifit Umkehrmatrix oder Inverse.

(2) Eine quadratische Matrix besitzt -wenn {iberhaupt- genau eine Inverse.

(3) Aufgrund der Definition gilt ~ A-A"'=A"1. A=1,,
d.h. A und A~! sind kommutativ.

(4) & Achtung: Nicht jede quadratische Matrix ist umkehrbar: Z.B. ((1) 8)

ist nicht umkehrbar!

Im Folgenden werden wir ein Schema vorstellen, mit dem man entscheiden
kann, ob eine (n x n)-Matrix A invertierbar ist und wie die Inverse A~ sich
dann berechnet. Dazu gehen wir zunichst davon aus, dass die zu A inverse

Matrix A~! existiert. A=! sei gegeben durch Spaltenvektoren 5'1,..., 5 p,
d.h.
A_l = (?17?27- ;?n)

ist die k-te Spalte des Produktes A - A~! der Einheitsvektor e 5. Man erhélt
die k-te Spalte des Produktes, indem man die Matrix A auf den k-ten Spal-
tenvektor von A~! multipliziert:

= o
oyl
oyl

I
-
N

N

AS )y ="€=

(=)

Folglich sind die Spalten der inversen Matrix die Losungen der linearen Glei-
chungssysteme A5, = € . Man muss zur Bestimmung der inversen Matrix
also n LGS mit der selben Matrix A l6sen. Nur die rechten Seiten der LGS
sind unterschiedlich. Da die Rechenoperationen beim Gauf-Algorithmus nur
durch die Koeffizienten der Matrix A nicht aber von der rechten Seite be-
stimmt werden, kénnen die n LGS simultan gelost werden. Dies fiihrt auf den
Gauf-Jordan-Algorithmus:
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A\ Enthilt zum Schluss die linke Seite eine Nullzeile, dann ist die Matrix A
nicht invertierbar.

Beispiele 3.5:

@ Gesucht ist die inverse Matrix zu A =

10-2
-11 2
04 -1

Wir fithren den GaufB-Jordan-Algorithmus durch und schreiben die jewei-
ligen Operationen an die rechte Seite des Schemas:

10-2
-11 2
04 -1
10-2
01 0
04 -1
10-2
01 O
00-1
100
010
001

(Al I3) =

100
010
001

100
110
001

1 00
1 10
-4 —-41
98 -2
11 0
44 -1

+ 7

—4 Z
—27Z5

(=1

= (Is] A7)
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98 —2
Die zu A inverse Matrix lautet A== 11 0
44 -1

@ Gesucht ist die Inverse von A =

|

W N =

|

N =
|

O NN

100
010 -27;
001 37
100
-210
301/ +2
100
-210
111

(Al Is) =

|
O OO~ Wi
I

|
= = = = N
|
DN OO O NN

I

o
o
o

Die linke Seite enthilt eine Nullzeile. Damit sind die linearen Gleichungs-
systeme nicht 16sbar. A ist nicht invertierbar. O

Die Bedeutung von invertierbaren Matrizen werden wir noch ausfiihrlicher im
Kapitel iiber die Losbarkeit von LGS (— Abschnitt 3.3) diskutieren.
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© 3.1.4 Lineare Abbildungen
Wir werden nun eine geometrische Deutung von Matrizen angeben. Sei A =

Z1
(ai;) eine (m x n)-Matrix und 7 = | : | € IR" ein Vektor. Dann ist das
Tn
Produkt
n
15 X5
@11 - Qln X1 j=1 Y1
AT = = =1 :
n
am1 *° Amn L Z Amj T Ym

1

J

ein Vektor 7 € IR™. A legt also eine Abbildung ¢ : IR” — IR™ fest, die jedem
Vektor 7~ € IR™ genau einen Vektor 3 € IR™ zuordnet. Es gilt folgender Satz:

Begriindung:

(1) Die Matrix A = (aij),,, definiert eine lineare Abbildung von IR™ nach
IR™, denn man rechnet sofort nach, dass

A (a?l + 5?2) = aA?l + BA?Q
fiir beliebige Vektoren 7’1, Z'o und Zahlen o, 3.

(2) Ist ¢ : IR™ — IR™ eine lineare Abbildung. Dann wird diese lineare Abbil-
dung eindeutig festgelegt durch die Bilder der Einheitsvektoren ?j:

alj

@(?J):E)]: jzl,,n

amj

Mit diesen Vektoren bilden wir die Matrix

A= (aij)mn = (?1, 72, ey E)n) .

Man rechnet unmittelbar nach, dass A?j = E)j. Um die Matrix einer
linearen Abbildung aufzustellen, ist es wichtig sich zu merken:




110 3. Matrizen und Determinanten

x1
Beispiel 3.6. Die Abbildung f : | 25 | — (”31 t 2
To + T3 — X1

T3
Abbildung von IR3 nach IR2. Die Bilder der Basisvektoren sind

) ist eine lineare

Damit wird die lineare Abbildung dargestellt durch die Matrix

11 -1
A_<—11 1)’

denn die Spalte der Matrix A sind die Bilder der Einheitsvektoren. O

3.1.5 Anwendungsbeispiele

Beispiel 3.7 (Anwendungsbeispiel: Rohstoffkette).

In einem Betrieb werden aus vier Rohstoffen mit Einheiten rq, ro, r3, r4 drei
Zwischenprodukte mit Einheiten z1, 2o, 23 hergestellt. Aus den Zwischenpro-
dukten entstehen drei Endprodukte mit den Einheiten p1, p2, ps. Der Materi-
alverbrauch sei gegeben durch die linearen Gleichungen

rn = 21 + z3
z1 = 2
ry = 22 4+ 2+ 2 1 p1+2p2 + p3
bzw.  zo =2p1 +3p2+ p3
rg = Zo + 23 s = Adpy + 2ps + 2p
T4y = 21+ 29 + 223 3 ! 2 3
101
9 (1) 1 121
Fiihrt man die Matrizen A = 011 und B = [ 231 ] ein, so kann
119 422

man die beiden Gleichungssysteme schreiben in der Form
T =A7; Z =B7p.

Gesucht ist der Rohstoffbedarf, wenn 100 Einheiten von p;, 80 Einheiten von
p2 und 60 Einheiten von ps hergestellt werden sollen. Es ist

T =AZ=ABPp)=(A-B)7p.
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Zur Berechnung der Menge der Rohstoffe fiihrt man das Matrizenprodukt A-B

100
aus und wendet das Produkt auf den Vektor p" = | 80 | an:
60
543 1000
- _ 8 95 18000 | 1820
| 653 60 | 1180
1196 2180

Es werden also 1000 Einheiten des ersten, 1820 Einheiten des zweiten, 1180
Einheiten des dritten und 2180 Einheiten des vierten Rohstoffes benotigt. o

Beispiel 3.8 (Anwendungsbeispiel: Beschreibung eines Vierpols).

o&—

___________ * Abb. 3.1. Elektrischer Vierpol

Die Schaltung in Abb. 3.1 heifit linearer, elektrischer Vierpol. Gesucht ist der
Zusammenhang zwischen den Eingangsgrofien ig, ug und den Ausgangsgrofien
i1, u1.

Um die Modellgleichungen aufzustellen, verwenden wir die Kirchhoffschen
Gesetze: Der Knotensatz besagt, dass die Summe der in einem Knoten zu-
und abflieBenden Strome gleich Null ist. Der Maschensatz besagt, dass in einer
Masche die Summe aller Spannungen Null ergibt:

10 = iR, T IR,
ug = Rz ip, + u1
’L'R3 :i32 +17.

Um die gesuchte Abh#ngigkeit der Eingangsgrofien von der Ausgangsgrofien

zu erkennen, ersetzt man ip, = P%Uo, iR, = R%ul und eliminiert die GroBe
iR, aus diesem System, so dass nur noch ip, up und ¢y, u; vorkommen:
Ry + R3 .
uyg = ———uq + R3iq

Ry
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; *R1+R2+R3u +R1+R3i
0= Ry Ry 1 R 4

Die Eingangsgroien stehen nur auf der linken Seite der Gleichung; die Aus-

gangsgroflen auf der rechten Seite. Man hat nur noch zwei Gleichungen fiir
zwei Unbekannte. Fiithrt man die Verkniipfungsmatrix

Ra+R3
Ry R
M =
Ri+Ry+R3 Ri+R3
R1 Ro R4

ein, so gilt die folgende Beziehung zwischen den Eingangsgrofien i, ug und den

(o) =i :

Ausgangsgrofien i1, uy :

Beispiel 3.9 (Anwendungsbeispiel: Kettenschaltung von Vierpolen).

Schaltet man einen zweiten Vierpol mit gleichen Widerstédnden hinzu, gilt

(o) =ar (G ma () =0 (%),

d.h. zwischen den Eingangsgrofien ug, ig und den Ausgangsgrofien us, io besteht
(z)-ou ()
20 12

Fiir eine lineare Kette von n identischen Vierpolen (siehe Abb. 3.2) gilt folglich

(f) = ().

die Beziehung

v
v
Ve
(-]

o

o
s

0&— C —>o
<
c
<
o&— C —>o
<
be—C—>0

Abb. 3.2. Lineare Kette von Vierpolen
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Beispiel 3.10 (Zahlenbeispiel, mit MAPLE-Worksheet).

Der in Beispiel 3.8 diskutierte Vierpol habe die Widerstinde R; = Re =
10092, R3 = 50092. Das Ubertragungsverhalten des Vierpols ist dann gegeben
durch die Ubertragungsmatrix

6. 500
M = .
<0.07 6 )
(i) Wie gro8 sind u; und iy, wenn ug = 2V und i = 0.147

Wegen (u()) =M (ul) folgt (u1> =M1 (u0> . Die zu M inverse

10 11 11 10
Matrix M1 lautet

6 —500
M=
(—0.07 6 )

und damit ist

ur _ gt 6 —500 2\ (38

i) io )\ —0.07 6 0.1) \046)"
Somit betragt u; = —38V und i; = 0.46A.

(ii) Fiir eine Schaltung von drei Vierpolen erhalten wir die Transfermatrix T

846.00 71500
T=M=
( 10.01 846.00) -
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3.2 Determinanten

Um zu entscheiden, ob eine Matrix invertierbar ist oder nicht, muss zunichst das GauB-
Jordan-Verfahren angewendet werden. Enthilt nach der Umformung die linke Seite eine
Nullzeile, so ist die Matrix nicht invertierbar. Es wire schén, wenn man vor der Anwendung
des Verfahrens entscheiden kdnnte, ob die inverse Matrix existiert oder nicht. Dies fiihrt

auf den Begriff der Determinante.

3.2.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel diskutieren wir, unter welchen Bedingungen ein lineares,
quadratisches Gleichungssystem eindeutig l6sbar ist. Bei der expliziten Losung
eines Gleichungssystems mit dem Gauf-Algorithmus kann zum Schluss der
Rechnung festgestellt werden, ob das Gleichungssystem losbar ist oder nicht.
Im Falle einer numerischen Losung des LGS muss aber im Voraus bekannt
sein, ob das LGS eindeutig 16sbar ist. Im Folgenden wird ein Formalismus ent-
wickelt (Determinanten-Berechnung), mit dem entschieden werden kann, ob
quadratische LGS eindeutig 1osbar sind. Alle in diesem Paragraphen auftre-
tenden Matrizen sind quadratisch.

(1) Wir betrachten zunéchst das Problem: Unter welchen Voraussetzungen ist
die Gleichung

a1 rp = C1 (I)

mit einer Unbekannten x; fiir beliebige ¢; eindeutig 16sbar. Die Antwort lau-
€1

tet: System (I) ist genau dann eindeutig losbar, falls a;; # 0 : T = -

(2) Nun betrachten wir das LGS

a11 1 +a12T2 = C1
Q21 1 + Q22 T2 = C2

()

mit zwei Unbekannten x; und x2. Welche Bedingungen miissen die Koeffi-
zienten a1, aja, ao1, age erfiilllen, damit das System (II) fiir beliebige c1, co
eindeutig losbar ist? Die Losung des Systems erhalten wir, indem wir Gl. I1.1
mit ass # 0 und GL I1.2 mit (—aq2) # 0 multiplizieren und beide Gleichungen
addieren:

11 Q22 T1 + Q12 Q22 Tog = €1 23
—a120G21 T1 — Q12022 T2 = —C2 412
= (011 22 — G12 a21) Tl = C1a22 — C20G12-

Indem wir GIL. II.1 mit —as; # 0 und GI. I1.2 mit a;; # 0 multiplizieren und
beide resultierenden Gleichungen addieren, erhalten wir analog

(an a22 — @12 021) T2 = C20a11 — €1 A21.
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Folglich ist das LGS (II) eindeutig fiir beliebige ¢; und ¢y 16sbar, falls

a11 a2 — a12 a1 # 0.

Diese Bedingung beinhaltet auch die hier nicht aufgefiihrten Sonderfélle a;; =
O7 aj1p = 0, as1 = 0 oder gy = 0.

Definition: Die aus der Koeffizientenmatrix A = <a11 a12> berechnete

a1 a2
GrofBe

a1l ai2
a21 @22

D= = a11 G2 — Q12 G21

heifit zweireihige Determinante oder kurz Determinante.

Fiir Determinanten sind die Symbole D, det(A), |A|, det(a;;) gebrduch-
lich.

Beispiele 3.11:

52
@ det<31>—5~1—3-2_—1.
) det<_§_§):—2~l—1-(—2):0. o

Eine zweireihige Determinante wird also berechnet, indem die Differenz des
Produktes der Hauptdiagonalelemente @11 as2 mit dem Produkt der Nebendia-
gonalelemente a2 as; gebildet wird. Die Determinante einer Matrix ist damit
eine reelle Zahl! Fiir zweireihige Determinanten rechnet man unmittelbar die
folgenden Regeln nach:

3.2.2 Rechenregeln fiir zweireihige Determinanten

Regel 1: Der Wert einer Determinante é&ndert sich nicht, wenn man Zeilen
und Spalten vertauscht:

det A = det A*.

- 23\ o 2 -1
Be1sp1e1.det<_14>—84—3—11_det(3 4). O
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3 8 4 =7
Beispiel: det
eispie e( 3 8

4_7) =-21-32=—53; det(

>=32—|—21:53. O

A a1 )\0,12

Beispiel: det (
az1 a2

) = a1 G2 — G21 M@z = >\((1110»22 - (121(112)

=/\det<a11 “12>. o

a21 G22

Beispiele: det (2 8) =0; det (2 _10) =0, det ( i de ) =0. O

—6 )\(111 )\0,12

Beweis:
a1 +Aao1 a2 + Aa
det < 1 2 22) = (a11 + Aag1) az2 — az1 (@12 + Aaz)
a21 @22

= a11 G2z — G21 12+ AA21 a2 — Aagy Az

=0

a1 a
—der (102 o
a1 a2
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.. 0 4 42 B 128\ o g
Beispiel: det <(3 1) <32)> det( 94> =48 — 72 = -24,
- det = —

(0 ) ao(42) (2o :

Regel 7: Die Determinante einer Dreiecksmatrix besitzt den Wert des
Produktes der Hauptdiagonalelemente.

- 47\ o 30\ _ o
Belsplel.det<02>—4~2—8, det<5_1)—3( 1) =-3. |

Bemerkung: Die aufgelisteten Regeln sind so formuliert, dass sie auch fiir
allgemeine, n-reihige Determinanten giiltig sind.

® Ubergang zu den Formeln fiir (n x n)-Matrizen:
Ubertragen wir die Uberlegungen aus der Einfithrung auf ein lineares Glei-
chungssystem mit drei Unbekannten 1, zo, 3,

a;1ry + a1272 + a13rz = by
2171 + G222 + az3T3 = by
az1r1 + azar2 + azzxrz = b,
so kann dieses LGS mit allgemeinen Koeffizienten nach den Unbekannten for-

mal aufgelost werden. Fiir x; erhélt man unter Zuhilfenahme von MAPLE als
Losung

a220a33b1 — az2b3a13 + az3a12b3 — aszazeby + baazzaiz — baaizaszsz

r1 = .
(21032013 — 21012033 — 31022013 + G12031023 — 32011023 + 411022033

Ahnliche Losungsformeln erhélt man fiir zo und x3. Auch bei der Berechnung
von x9 und x3 wird durch den Term

(21032013 — 021012033 — 431022013 + A12031023 — G32011023 + 011022033

dividiert. Das LGS ist also fiir jede rechte Seite eindeutig losbar, sofern

21032013 — (21012033 — 31022013 + 412031023 — 320110423 + G11022033 7 0.
aiy @iz ais

Diese Zahl heifit die Determinante von A = | a21 a22 as3
aszy azz ass

Analog gibt es eine entsprechende Zahl fiir ein LGS mit vier Unbekannten.

Diese Zahl wird wieder als Determinate der zugehorigen Matrix bezeichnet. Die
allgemeine Berechnung der Determinante erfolgt mit dem folgenden Schema:
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© 3.2.3 n-reihige Determinanten

Definition / Satz: Entwicklungssatz nach Laplace.
ail - Aip
Sei A = (a;;) = eine (n X n)-Matrix. Dann ist die De-

Apl " Apn
terminante der Matrix A definiert durch

det A :Z (=1)"*7 ay; det Aj;  fiir ein festes i € {1,...,n}.
j=1

Dabei ist A}; die (n—1) x (n — 1)-Untermatrix, die aus A entsteht, indem
die i-te Zeile und j-te Spalte gestrichen wird:

aiy - Tj Q1n
P . .
Aij = | a7 % i, | «— 1 — teZeile
anl ... n] ... ann

Man bezeichnet dieses Vorgehen als Entwicklung der Determinante
nach der i-ten Zeile.

Da Aj; eine (n — 1) x (n — 1)-Matrix ist, bezeichnet man det (A;j) als
Unterdeterminante. Durch wiederholtes Anwenden der Entwicklungsfor-
mel ldsst sich eine n-reihige Determinante auf 2-reihige Determinanten
zurtickfithren und damit berechnen.

Bemerkungen:

(1) /\ Achtung: Die Determinante ist nur fiir quadratische Matrizen defi-
niert.

(2) Das Vorzeichen (—1)*/ kann man sich als Vorzeichen im folgenden Schach-
brettmuster vorstellen. Z.B. ist das Vorzeichen von a3 : (—1)*% = —1.

+— + —+-
-+ - +-+
+- + —+-

-+ - |+-+

+— + —+-
-+ - +-+
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Die Zeile ¢ € {1,...,n}, nach der die Determinante entwickelt wird, ist
beliebig; der Determinantenwert héngt nicht von der Wahl von ¢ ab.

Die Entwicklung der Determinante nach der i-ten Zeile kann man sich so
vorstellen, dass die i-te Zeile gestrichen wird und nacheinander ein Faden-
kreuz jeweils eine Spalte streicht:

1. Spalte: (—1)"'Irl a;1 det Al

2. Spalte: (—l)i-|r2 a;2 det Al

n-te Spalte: (—1)""™ a;, det A/

wm*

Das Aufsummieren aller Unterdeterminanten mit dem zugehérigen Faktor
ai; und dem Vorzeichen entsprechend dem Schachbrettmuster liefert den
Determinantenwert.

Die Determinante ldsst sich auch nach der k-ten Spalte entwickeln:

det A :Z (=1)"** ag, det A}, fiir festes k € {1,2,...,n}.
i=1

Fiir n-reihige Determinanten gelten die gleichen Rechenregeln, wie die in
Abschnitt 3.2.2 angegebenen Rechenregeln fiir 2-reihige Determinanten.

Spezialfille:

n=1: det(a11) = a-

n =2: Entwicklung nach der ersten Spalte

det (au a12> = a11 — det(ag2) — ag det(aia)
az1 a2

= aji1 a2 — a21 a12-

n=3: Entwicklung nach der ersten Spalte
aiip ai2 ai3
det a921 22 A23 == (+1>
aszy azz ass

411 12 A13
—+ (—1) A1 | 9T &gz agy
a31 @32 @33
411 a12 A13
+(4+1) azy | do1 age as3
37 a3z a33
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a12 @13
1
a22 423

a12 @13
1
a32 @33

22 423
a32 433
= ai (a22 ass — as2 a23) — a21 (012 ass — as2 als)

+az1 (@12 a23 — az a13).

Beispiele 3.12:

@® Wir berechnen die Determinante durch Entwicklung nach der zweiten Zeile:

2 3 5
det [ 6—4—1 | =(=1)-0| 32| 442?41 (-p|? 3
1.9 0 —20 10 1-2

=4 (=5)+1-(=7) = —27.

@ Wir entwickeln die nachfolgende Determinante nach der ersten Spalte, da
sie zwei Nullen als Elemente aufweist (man hiitte aber auch eine andere
Zeile oder Spalte mit zwei Nullen wihlen kénnen):

3 (1) ;L 012 204
det =1-1321{+3|012|=3+4+3-(-8)=-21.
321 110 110
110
1 0
® Die Einheitsmatrix I,, = hat als Determinante: | det I, = 1.
0 1
)\1 *
@ Eine Dreiecksmatrix D = hat als Determinante:
0 An
detD:)\l ‘)\2 """ )\n O

(® Berechnung einer 3-reihigen Determinante nach Sarrus (Sarrussche Regel)
A\ Fiir den Spezialfall n = 3 (und nur fiir diesen Spezialfall !) kann man den
Determinantenwert durch die auf Sarrus zuriickgehende Regel berechnen:

+ : - -

a1l ai12 ais
det — \ \\ \\

a21 @22 G23

az1 azz azs \\ \ \
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Die erste und zweite Spalte der Matrix A wird nochmals neben die Determi-
nante gesetzt. Den Wert der Determinante erhélt man dann, indem man die
drei Diagonalprodukte addiert und die Antidiagonalprodukte davon subtra-
hiert:

det A = a11 a2z a33 + a2 a3 az1 + a1z azi ass

—a13 022 a31 — Q11 A23 A32 — 412 A21 A33-

Beispiel 3.13.

Wir berechnen die Determinante von A = nach Sarrus:

—_ = =
N O N
_ = =

1 2-1] 1 2
1 0 1] 1 O0:
-1-2 1|-1-2

det A=1-0-1+2-1-(=1)+(-1)-1(-2)
—(-1)-0-(-1)—=1-1-(-2)—2-1-1=-2+4+2+2-2=0. O

Determinante der inversen Matrix
Sei A eine invertierbare Matrix. Dann gibt es zu dieser Matrix eine Inverse
A~! mit der Eigenschaft

A- A1 =1,

wenn [,, die Einheitsmatrix ist. Nach dem Multiplikationssatz fiir Determinan-
ten (Regel 6) gilt dann

det(A- A7) = det(A) - det(A™1) =det I, = 1.

Damit folgt fiir den Determinantenwert der Inversen:
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Praktische Berechnung n-reihiger Determinanten

Bei der praktischen Berechnung n-reihiger Determinanten wéchst der Rechen-
aufwand mit zunehmender Ordnung rasch an. Denn aus einer n-reihigen De-
terminante entstehen durch Entwicklung [[; _; k = 3-4 ... n zweireihige
Unterdeterminanten bzw. [[}_, k =4-5-...-n 3-reihige Unterdeterminan-
ten. Daher fithrt man geméafl der aufgelisteten Rechenregeln die Matrix auf
eine einfachere Form iiber und berechnet dann erst den Determinantenwert.

Da sich der Wert der Determinante nicht dndert, wenn man zu einer Zeile (oder
Spalte) ein Vielfaches einer anderen Zeile (oder Spalte) hinzu addiert, ist es
zur Berechnung von det A (fiir n > 3) zweckmiiflig, zuerst mit elementaren
Umformungen moglichst viele Nullen in einer Spalte oder Zeile zu erzeugen.
Nach dieser Spalte oder Zeile wird dann entwickelt. Die 3-reihigen Determi-
nanten kénnen auch nach der Sarrusschen Regel berechnet werden.

Beispiel 3.14. Wir subtrahieren die vierte Zeile von der dritten Zeile und ent-
wickeln anschliefend nach der zweiten Spalte. Bei der verbleibenden 3-reihigen
Determinante subtrahieren wir von der zweiten und dritten Zeile jeweils die
erste Zeile. Anschlieend entwickeln wir nach der dritten Spalte:

10 21 10 21

121
20 11 20 11

det 11 39 = det 30 41 = (4+1)det _gii
21-11 21-11
1 21

= det 1-10 ] =(+1)(2-4)=-2. a

-4 20

Beispiel 3.15. Wir addieren vor der Berechnung der Determinante die erste
Zeile zur dritten und das Zweifache der ersten Zeile zur vierten und entwickeln
danach die 5-reihige Determinante nach der ersten Spalte. Bei der 4-reihige
Determinante subtrahieren wir von der ersten Spalte die dritte und entwickeln
anschliefend nach der letzten Zeile:

-110-20 -110-20

021 14 021 14 ;i 1;1
det [ 124 32| =det| 034 12|=(-Ddet|,,
210 01 030-41 o 40
040 40 040 40
21 19 g
=(-Ddet | oo, | = DA det [ 242 | =4(-06) = 384 o

00 40 7ol
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© 3.2.4 Anwendungen von Determinanten

® (1.) Lésen von linearen Gleichungssystemen: Cramersche Regel.

N
Man ersetzt die i-te Spalte von A durch die rechte Seite b des LGS. Dann ist
die i-te Komponente des Losungsvektors = der Quotient der Determinante
der so entstandenen Matrix und der Determinante von A.

Beispiel 3.16. Gesucht ist die Losung des LGS

r1 + X2 =1
xo + a3 =1.
3x1+ 229 + 23 =0

110 1

Bsist A= [ 011 | und & = | 1| mit detA =2 # 0. Nach der Cramer-
321 0

schen Regel ergeben sich die Komponenten des Losungsvektors aus
110 110

zp=4det (111 | =-1; ap=13det|[ 011 | =2
021 301
111 T -1

zg=1det [ 011 | =-1 = ZT=[a|=( 2] o
320 x3 -1

YA Achtung: Man sollte allerdings die Cramersche Regel nicht zur Auflésung
von linearen Gleichungssystemen mit vielen Unbekannten verwenden, da der
Rechenaufwand erheblich wird. Die Formel ist aber niitzlich fiir die Berech-
nung einzelner Unbekannter bzw. wenn das Gleichungssystem einen Parameter
enthalt.
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(2.) Vektorprodukt
— 7 . — -
a x b zweier Vektoren @ und b:

—

In Kapitel 2.2.3 wird eine Formel fiir das Vektorprodukt ¢ = @ x b zweier
a b1
— - :
Vektoren @ = | as | und b = | by | entwickelt.
as b3

Eine einfache Merkregel fiir diese Formel erhélt man, wenn man sie formal
durch eine 3-reihige Determinante darstellt: Sind €y, €2, € 3 die Einheits-
vektoren , dann ist:

N
€1 ag by

— 7 — — @yby — |ag by — |ag by

ax b =|¢€qayb,|="¢€1 — €9 + €’3
N b a, b, a, b, ay by
€3 Gz 0y

Beispiel 3.17. Berechnung des Drehmomentes M auf einen Korper mit

1 . 10 . . e, 110
T=|-2|mud F=[20|N: M=7xF =|¢5-220
5 50 €5 550
—200
_ = -2 20 2, 110 2, 110] _ 0| (vl :
5 50 550 —220 10

3.3 Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen

Die Determinate entscheidet bei linearen Gleichungssystemen mit quadratischen Matrizen,
ob es fiir eine beliebige rechte Seite l6sbar ist. Fiir LGS mit nicht quadratischen Matrizen
ist die Determinante nicht definiert. Wir fiihren den Rang einer Matrix ein, um in diesem

Fall Aussagen iiber die Losbarkeit bei konkret gegebener rechter Seite treffen zu kdnnen.

3.3.1 Lineare Gleichungssysteme, Rang
Wir kommen nun auf die Fragestellung zuriick, unter welchen Bedingungen
ein lineares Gleichungssystem

AT = b

losbar ist, wenn A keine quadratische, sondern allgemeiner eine (m x n)-Matrix
ist. Und wenn es 16sbar ist, ob es eine eindeutige Losung oder unendlich viele
Losungen besitzt. Zur Charakterisierung von LGS bzw. linearen Abbildungen
fiihrt man die folgenden Begriffe ein:
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Definition: Sei A eine (m x n)-Matrix.

(1) Die Menge aller Losungen des homogenen LGS AT = 0 bezeichnet
man als Kern oder Nullraum von A.

(2) Die Menge der Vektoren A, @ € IR™, heifit Spaltenraum von A.

(3) Die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spalten von A heifit der Spal-
tenrang von A.

(4) Die maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilen von A heifit der Zei-
lenrang von A.

Bemerkung: Da jede (m X n)-Matrix einer linearen Abbildung ¢ : IR — IR™
entspricht, sind sowohl der Kern als auch der Spaltenraum von A Vektorrdume.
Der Kern ist ein Untervektorraum von IR™ und der Spaltenraum von IR™.

Folgender Satz gibt Auskunft dariiber, wie man den Spalten- und Zeilenrang
einer Matrix bestimmen kann.

Satz: Elementare Zeilen- und Spaltenumformungen einer Matrix lassen so-
wohl den Zeilenrang als auch den Spaltenrang unveréndert.

Beispiel 3.18. Wir berechnen den Zeilen- und Spaltenrang der unten angege-
benen Matrix, indem wir durch elementare Zeilenumformungen A zunéchst auf
obere Dreiecksform bringen und dann die erste und zweite Zeile ausrdumen:

12-1 1 2 1 2-1 1 2 12-1 1 2
14-3-1-1 0 2-2-2-3 02-2-2-3
A=| 26-4 0 1| —=[0 2-2-2-3|—=]00 0 0 0
10 1 3 5 0-2 2 2 3 00 0 0 0
-14-1 1 1 0 6-2 2 3 00 4 812
10 1 3 5 1001 2
01-1-1-3 01013
— |00 1 2 3|— [00123]|=A,.
00 0 0 O 00000
00 0 0 O 00000

Man erkennt, dass As den Zeilenrang = Spaltenrang = 3 besitzt. Demnach
hat auch A den Zeilenrang = Spaltenrang = 3. Allgemein gilt: O
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Satz / Definition: Der Spaltenrang und der Zeilenrang einer (m X n)-
Matrix A sind immer gleich. Man spricht daher nur vom Rang einer
Matrix:

Rang (A) := Spaltenrang (A) = Zeilenrang (A) .

Der Rang einer Matrix kann nun il)s Kriterium herangezogen werden, um zu
entscheiden, ob ein LGS A7 = b l5sbar ist:

Folgerungen:
a1y - aip

Ist A= eine (m X n)-Matrix. Dann gilt:
am1 *° Gmn

(1) Das homogene LGS A7 = 0 besitzt genau dann von Null verschiedene
Losungen, wenn der Rang (4) < n.

(2) AT = 0’ besitzt stets von Null verschiedene Losungen, wenn m < n, d.h.
die Anzahl der Gleichungen kleiner ist als die Anzahl der Unbekannten.

(3) Ist A eine quadratische Matrix, so ist nach der Determinantenregel 4 die
Aussage (1) gleichbedeutend mit

det A =0.

(4) Das inhomogene LGS A7 = b st genau dann l6sbar, wenn

Rang (A) = Rang (A|?)
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— b st genau dann eindeutig l6sbar, wenn
nur den Nullvektor als Losung besitzt:

(5) Das inhomogene LGS A
es losbar ist und A7 =

—
i
—

0

—
Rang A = Rang(A| b ) =n.

(6) Ist A eine quadratische Matrix, so ist nach der Determinantenregel 4 die
Aussage (5) gleichbedeutend mit:

AT = b ist eindeutig 16sbar <= det (A4) # 0.

Beispiele 3.19 (Mit MaprLe-Worksheet).
® Gegeben ist das LGS A7 = b mit der Matrix

-3 0 6 0 -3

1 1-2 5 —
A= 1 0-2 o und dem Vektor b = 1
-2 -2 4-10 —4

_
Wir vergleichen den Rang von A mit dem Rang der um b erweiterten
Matrix. Durch Zeilenumformungen mit der erweiterten Matrix erhalten wir

-3 0 6 03 -1020}-1

1 1-2 35 2 0105 1
SN

1 0-2 01 0000[ O

—-2-2 4-10|-4 0000] O

Die Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen von A betrigt 2, d.h. Rang (A)_)z
2. Die Anzahl der linear unabhéngig_e}n Zeilen der erweiterten Matrix (A| b )
betriigt ebenfalls 2, d.h. Rang (A| b ) = 2. Beide Rénge stimmen iiberein
und das LGS ist daher 1osbar.

Da Rang (A4) = 2 < 4, ist das LGS nicht eindeutig losbar und die Losung
besitzt freie Parameter t; und to:

1'4:t1, .’E3:t2, (E2:1—5t1, 1'1:1+2t2.
-3
— 2 . N —
@ Fiur b = 1 ist das LGS Ax" = b nicht lésbar, da der Rang der

-2
-
erweiterten Matrix (A| b ) =3. |
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Wir fassen die Ergebnisse fiir quadratische, lineare Gleichungssysteme im fol-
genden Satz zusammen:

Beispiel 3.20 (Mit MaPLE-Worksheet). Gegeben ist das inhomogene LGS

o ' 120 L
A7 = b mit der Matrix A = | 1 74 | und den rechten Seiten b, =
3134
—4 1 1
— —
3], ba=1[8]), bg=1| —4
1 8 0

(i) Das LGS hat fiir jeden Vektor b eine eindeutig bestimmte Losung, da die
Determinante der Matrix det(A) = —8 ungleich Null ist.

(ii) Da det(A) # 0 existiert die inverse Matrix

3 1 -1

-1 _ 1 1
A=t g
1 §-3%
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(iii) Die eindeutige Losung des LGS ist gegeben durch

T =A1%.

Es gilt fiir die drei Inhomogenitéiten

. 3 1-1\ /-4 ~10

Ti=A"by=[-1-%1 1 3| = 3
7 5

1 L2 1 -2

. 3 1-1\ /1 3

To=A"by=[-1-1 1 =1 -1
7 5

1 -2/ \8 3

. 3 1-1 1 -1

Ty=A"by=[-1-2 L) [-4]=] 1

7 5 5

1 5-% 0 —3

Der Vorteil der Losung des LGS iiber die inverse Matrix gegeniiber der Losung
mit dem GauB-Algorithmus besteht darin, dass die Inverse nur einmal berech-
net wird und das Losen des LGS fiir verschiedene Inhomogenitéiten dann nur
noch eine Matrix-Vektor-Multiplikation darstellt. O

© 3.3.2 Anwendungen
Anwendungsbeispiel 3.21 (Lineare Unabhingigkeit von Vektoren).

n Vektoren des n-dimensionalen Vektorraums IR™ bilden nach Kapitel 2.4.5
eine Basis von IR” genau dann, wenn sie linear unabhingig sind. Die n
Vektoren @1, @a,..., @n € IR™ bilden also eine Basis, wenn

/\171 +>\272 +"'+/\n?n = 6}
nur durch Ay = Ao = ... = A\, = 0 eindeutig l6sbar ist. Nach dem Fundamen-
talsatz tiber LGS ist dies aber gleichbedeutend, dass

det(A) = det(?l, 72, ceey ?n) 7é 0.

Man erhélt dadurch ein sehr einfaches Kriterium, um nachzupriifen ob n Vek-
toren des IR™ eine Basis bilden:

Satz: Fiir n Vektoren @', @a,..., @, € IR™ gilt:

det A=det(ay, @ay..., @n)#0< (a1,..., @y,) ist eine Basis von IR".
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Beispiel 3.22 (Zahlenbeispiel, mit MAPLE-Worksheet).
Gegeben sind die Vektoren

4 0 -1 3 0
?1 = 3 72 = 1 73 = -1 74 = > und 7 = 1
2 |’ 5|’ 0l 0 0
1 4 1 1 1

Zeigen Sie, dass die Vektoren @1, @2, @3 und @4 eine Basis des IR* bilden
und stellen Sie den Vektor b als Linearkombination dieser Basis dar.

Zunéchst priifen wir, dass die 4 Vektoren linear unabhéngig sind, indem wir
von der Matrix A = (@1, @2, @3, @4) die Determinante bestimmen:

40-13
det(A) = ‘;;_ég = 62.
14 11

Da die Determinante ungleich Null ist, sini die Vektoren linear unabhéngig
und bilden eine Basis von IR*. Der Vektor b lisst sich damit als Linearkom-
bination der Vektoren (@’y, @2, @3, a4) darstellen. Indem wir das LGS

40-131|0
31-15]|1
25 0010
14 11]|1

mit dem Gauf-Algorithmus 16sen, erhalten wir als Losung

=5 2 16 12
317 317 317 31)°

—~ 5 2 16 12
-~y =_ L 10 1y
31 Gl g2t gy st gy aa =

Anwendungsbeispiel 3.23 (Kreis durch 3 Punkte).

In CAD-Systemen werden ebene Flichen zumeist durch Geraden- und Kreis-
stiicke zusammengesetzt. Die Erfassung der Geometrie erfolgt meist interak-
tiv per Mouse-Klick, indem fiir die Geometrie charakteristische Punkte einge-
geben und diese durch Geraden oder Kreissegmente verbunden werden. Ein
Geradenstiick wird durch zwei Punkte festgelegt; ein Kreissegment durch die
Angabe von drei Punkten, falls die Punkte nicht auf einer Geraden liegen.
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Wir behandeln im Folgenden die Fragestellung, ob durch drei vorgegebene
Punkte (z1,y1), (22,92), (z3,y3) ein Kreis gelegt werden kann, und wenn ja,
welches die Mittelpunktskoordinaten und der Radius des zugehorigen Kreises
sind. Die allgemeine Kreisgleichung lautet

(z —20)* + (y — y0)? = R?

bzw.

A(a®+y*) +Bz+Cy+ D =0.

Da der Kreis durch die gegebenen Punkte gehen soll, muss noch zusétzlich
gelten:

A@@?+y})+ Bz +Cy1+ D=0

A(z34+y3) +Bao+Cya+D =0

A2 +y3)+Bas+Cys+D=0.

Dies ist ein homogenes LGS fir die GroBen (A, B,C, D) mit der Koeffizien-
tenmatrix

2+y? oyl

ity eyl

x5 +ys xo Y2 1

3+ y3 2393 1

Damit das homogene LGS nicht nur die Null-Losung besitzt, muss

det M =0

sein. Entwickelt man die Determinante nach der ersten Zeile, erh&lt man

1y 1 iyt 1

royp 1| (2% +9%) — |22+ y2 yo 1|2+

z3 ys 1 x§+y§y31
i +yf el iyl v n
x%—l—y%xgl y— x§+y§z2y2 =0.
x5 +y3 w3l 3 + Y3 T3 Y3

Die 3-reihigen Unterdeterminanten sind also gerade die Koeffizienten in der
Kreisgleichung. Insbesondere folgt aus dieser Darstellung, dass

J)lyll
K:=|axogy 1| #0
x3 ys 1

sein muss, damit der Term (2% 4 y?) in der Kreisgleichung vorkommt. Fiir
K = 0 liegen die 3 Punkte also auf einer Geraden.
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Beispiel 3.24 (Mit MaprLE-Worksheet). Gesucht ist die Kreisgleichung
Az +9y*)+Bz+Cy+D=0

durch die Punkte (0,0), (1,3) und (2,—1). Wir setzen die drei Punkte in die
Kreisgleichung ein

A 0 + B-0 + C 0 + D 0
A 10 + B-1 + C 3 + D = 0
A 5 + B2 4+ C- (-1) + D = 0.

und erhalten zusammen mit der Kreisgleichung die Matrix

22+y?z gyl

00 01

M= 101 31
52-11

Setzen wir det(M) = 0, erhalten wir die Kreisgleichung

722 +Ty? — 252 — 15y = 0.

Die Punkte liegen auf dem Kreis, dessen Scheitelgleichung gegeben ist durch

B\, (, 15} 425
YT Y1) T s
Der Kreis besitzt den Radius R = % und hat den Kreismittelpunkt

(w0, yo) = (4,-5). o

Anwendungsbeispiel 3.25 (Eigenfrequenzen eines gekoppelten
Systems).

Gegeben sind zwei Fadenpendel (Léange 1) an deren Enden zwei Massen (m; =
mo = m) angebracht sind. Die Massen werden durch eine Feder (Federkon-
stante D) gekoppelt (siche Abb. 3.3).

Ist ¢1(t) die Winkelauslenkung des linken und ¢ (t) die Winkelauslenkung
des rechten Pendels, so lauten die Newtonschen Bewegungsgleichungen fiir
die Massen m; und msy unter Vernachlidssigung von Reibung und fiir kleine
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Auslenkungen:

myl <P1 (t) = —m1ge1(t) + DI(p2(t) — p1(t))
mal P (t) = —ma gpa(t) + DI (p1(t) — p2(t)).

Da m; = ms = m, unterdriicken wir im
Folgenden den Index und erhalten mit den

D

Abkiirzungen w? := 2 und A2 = o

@1 (1) + (wd + A%) @1 (1) = A%a(1) } )
@2 (1) + (w§ + £7) alt) = %1 (1)

Dies ist ein gekoppeltes System fiir die Aus-

m \ m lenkungen ¢; und 3. Gesucht sind die
‘ D *  Schwingungsformen, bei denen beide Pen-

Abb. 3.3. Gekoppelte Pendel del mit gleicher Frequenz schwingen.

Da beide Pendel Schwingungen mit gleicher Frequenz aber gegebenenfalls un-
terschiedlichen Auslenkungen vollfithren sollen, wéhlen wir fiir die Winkel den
Ansatz

p1(t) = A cos(wt)

pa2(t) = B cos(wt).

Gesucht sind also die Amplituden A, B der Schwingungen sowie die Schwin-
gungsfrequenzen w.

Setzen wir o1 (t) und @o(t) bzw. ¢1 (t) und @5 (t) in die Gleichungen (x) ein,
folgt
—Aw?cos (wt) + (wg + A?%) Acos(wt) = A2Bcos (wt)
—Bw?cos(wt) + (wg + A?) Beos (wt) = A% Acos (wt).
Dies ist ein LGS fiir die Amplituden A und B. Mit der Matrizenschreibweise
bringen wir es auf die Form

—w? +wE + A? A A\ (0
—A? —w? + w3 + A? B) \o)°
Damit dieses homogene LGS nicht nur die Null-Lésung als einzige (eindeutige)

Losung besitzt, muss nach dem Fundamentalsatz fiir LGS die Determinante
der Koeffizientenmatrix gleich Null sein:

det —w? + wi + A? —N\?
—N? —w? + wp + A

= wy o = £y/wi + 242 oder  wz/q = £ wy.

) = (—w® 4+ wj + A2)2 — (A2 =0



134
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physikalisch nur die positiven Frequenzen von Interesse sind, gibt es nur

zwei Schwingungsfrequenzen, mit denen die Pendel schwingen kénnen

wy =+ wd +2A% und w3 = wo.

Diskussion:

(1)

Fiir w = wq erhalten wir das LGS

(E)(D)-() = +-s

Dies bedeutet, dass Pendel (1) und (2) in die gleiche Richtung ausgelenkt
werden miissen, um mit der Frequenz wg zu schwingen (gleichphasiger
Fall).

Fiir w = y/w3 4+ 2A? erhalten wir das LGS

(5E)(2)-() - 4=

Dies bedeutet, dass Pendel (1) und (2) in entgegengesetzter Richtung aus-
gelenkt werden miissen, um mit der Frequenz /w3 4+ 2A? zu schwingen
(gegenphasiger Fall). ]

MaprLe-Worksheets zu Kapitel 3

(e ['iir Kapitel 3 steht ein MAPLE-Worksheet zur Verfiigung, mit dem

sowohl das Arbeiten mit Matrizen und Determinanten als auch die

Anwendungen bearbeitet werden kénnen.

Matrizen und Determinanten
MAPLE-Losungen zu den Aufgaben
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3.4 Aufgaben zu Matrizen und Determinanten

3.1

3.2

3.3

3.4
3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

Gegeben sind die Matrizen

31 0 10
a-ls2]. e=(320) e 1o

22 —4 1
Man berechne
a)2A+3C b) A-2B c)3A'+4B
d) A+B' +C e) A' =B+ f) (A* = B+cCY'

Man berechne A2 = A-A, B>=B-B, A-B, B- A (soweit diese existieren)
und zeige, dass in der Regel A- B # B - A.

230 1 0 2
a)A=|041], B=|-1 2-1
001 1-3 0
02
b) A = 23014 7 B —12
0101 53
14
Bestimmen Sie mit dem Gaufl-Jordan-Verfahren die Inversen der folgenden
Matrizen
1-1 1-1
45 -1
a=|20 1], B:41’ oo |1tz
31 0 -1 -1 -2 1-1 0
0 0 1 1

Uberpriifen Sie obige Ergebnisse mit MAPLE.

Eine lineare Abbildung f : IR* — IR? ist definiert durch die Bilder der Basis-

N
vektoren f(gl) = (37 9, 4)7 f(éQ) = (27 1, 5)7 f(€3) = (_17 2, 1)7 f(€4) =0.
Erstellen Sie die Abbildungsmatrix und bestimmen Sie das Bild des Punktes
(3,5, 1, 2).

Man berechne die Determinanten der folgenden zweireihigen Matrizen
3 1 4 2 2 3

A=, 3 PB=1, C)C:(/\ 27

Man priife Determinantenregeln (1) und (2) bei der Matrix A = ((2 Z) nach.

Welchen Wert besitzen die folgenden dreireihigen Determinanten

5 4 0 -2 8 1 3 4 2
a2 2 1 b)| 2 3 5 | 5 -1 0
1 4 2 -1 5 2 -2 2 3

Fiir welche reellen Parameter \ verschwinden die Determinanten
11 9 11— 2 1

1 91 b) 0 3—A 2
0 0 2— A

a)

3.4
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3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3. Matrizen und Determinanten

Man berechne die Determinanten yon

1034
—-2103
1415
0220

A=

und B =

Man bestimme mit der Cramerschen Regel die Losung des LGS

T1
T1
3.131

A=

+ 212

+ 72

+ 13 22
Sind dje Matrizen

45 -1

20 1],

31 0

10 534
12 210
01 341
-40-123
-21 000
3
18
30

+ 4dz3 =
+ 4dz3 =
342
B=1153
010

11 2
,C=|3 2 4
2 -5 —

1

reguldre Matrizen? Bestimmen Sie gegebenenfalls die Inverse.

Man bestimmen den Rang der folgenden Matrizen

342 2104
A=|[153]|, B=]|3102
010 2041
1 12-301
—2 31 012
=1 5105-331 [P~
-1 43-311
Man zeige, dass das LGS
1 + xTo + T3 =
1 + 2z + 4dxs =
1 + 3z2 + 9x3 =

I

12

eindeutig losbar ist und bestimme diese Losung.

Gegeben ist die Matrix

A=

3-12
6 25
-2 60

sowie der Vektor b=

—

2
—2
1

Welches der Gleichungssysteme AZ = b, AT% = b besitzt eine Losung? Ist

diese eindeutig?

a) Sind die Vektoren

des TR® bilden und stellen Sie d =

dar.

9 3
,b=11|,8=1] 1| eine Basis
4 2

R
als Linearkombination von a@,b, ¢
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4 Elementare Funktionen

In diesem Kapitel werden elementare Funktionen, die u.a. zur Beschreibung von
physikalischen Vorgédngen notwendig sind, angegeben und allgemeine Funktionsei-
genschaften zur Charakterisierung dieser Funktionen bereitgestellt. Neben den Poly-
nomen werden die gebrochenrationalen Funktionen qualitativ diskutiert. Potenz- und
Waurzelfunktionen sowie Exponential- und Logarithmusfunktion werden im Zusam-
menhang mit wichtigen Anwendungen eingefiihrt. Zur Beschreibung von Wechsel-
spannungen bzw. harmonischen Schwingungen werden die trigonometrischen Funk-
tionen mit den zugehorigen Umkehrfunktionen benétigt, die im Zusammenhang mit

den jeweiligen Anwendungen diskutiert werden.

4.1 Alligemeine Funktionseigenschaften

In diesem Abschnitt werden grundlegende Begriff wie z.B. Funktion und Umkehrfunktion,
Nullstellen und Symmetrieverhalten als auch Monotonieverhalten wiederholt. Diese Eigen-
schaften werden in den weiteren Kapiteln zur Charakterisierung der elementaren Funktionen

verwendet.

4.1.1 Grundbegriffe

Fiir die mathematische Formulierung naturwissenschaftlicher GesetzméaBigkei-
ten ist der Begriff der Funktion unentbehrlich. Nahezu alle quantitativen Aus-
sagen werden in Form eines funktionalen Zusammenhangs aufgestellt. Bevor
der Begriff der Funktion mathematisch prazisiert wird, soll seine zentrale Stel-
lung anhand technischer Beispiele sichtbar gemacht werden.

Beispiel 4.1 (Weg-Zeit-Diagramm): Bewegungsabliufe werden in sog. Weg-
Zeit-Diagrammen wie in Abb. 4.1 graphisch dargestellt.

A s(b)

P [

|
|
|
|
|
t

2

.t Abb. 4.1. Weg-Zeit-Diagramm

Im Intervall ¢t < ¢t < t; findet eine beschleunigte Bewegung, im Intervall
t1 <t < ty eine gleichformige Bewegung und im Intervall t5 < ¢t < ¢3 eine
abgebremste Bewegung statt. Charakteristisch fiir den dargestellten Vorgang

4.1
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ist, dass zu jedem Zeitpunkt ¢ € [to, t3] der Ort s(¢) eindeutig bestimmt ist.
Durch diese Zuordnung wird eine Funktion definiert. Die allgemeine Formulie-
rung lautet daher:

Definition: (Funktion). Sei ID C IR eine Teilmenge von IR. Unter einer
reellen Funktion f auf ID versteht man eine Abbildung
f: D —- 1R
z —  f(x).
Die Abbildung f bildet jedes Element aus ID eindeutig auf ein Element
in IR ab.

Die Menge ID heifit Definitionsbereich von f und die Menge IR der
Zielbereich von f. Die Menge

W := f(ID) :={f(z) : z € D}

heifit der Wertebereich von f. Man nennt f(z) den Funktionswert oder
Funktionsausdruck an der Stelle z.

Zur graphischen Darstellung einer Funktion verwenden wir das kartesische Ko-
ordinatensystem IR x IR = {(z, y) : « € IR, y € IR}, in dem jeder Punkt P
der Ebene durch ein Zahlenpaar (x,y) eindeutig beschrieben wird. Zur geome-
trischen Veranschaulichung der Funktion zeichnet man die Menge der Punkte
(z, f(x)) in ein Koordinatensystem und erhélt so die zugehorige Kurve.

Definition: Unter dem Graphen Gj einer Funktion f : ID — IR mit
x +— f(x) verstehen wir die Menge aller Paare (z,y):

Gy ={(z,y):2€DD und y=f(2)}

Beispiele fiir Funktionen aus der Technik:

Beispiel 4.2 (Freier Fall): Das Weg-Zeit-Gesetz beim freien Fall aus der
Hohe sp mit Anfangsgeschwindigkeit vy lautet

1
S(t)zith-*-vot-l—So, t >0,

wenn g = 9,817 die Erdbeschleunigung ist.
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Beispiel 4.3 (Plattenkondensator): Wird an einem Plattenkondensator
eine Ladung @ angelegt, so ist die induzierte Spannung

wenn C' die Kapazitidt des Kondensators ist.

Beispiel 4.4 (Gleichstromkreis): In einem elektrischen I
Gleichstromkreis ist die Stromstérke I abhingig von der an-
gelegten Gleichspannung U. Es gilt R
U
I1(U) ==,
) =5 |

wenn R der Ohmsche Widerstand der Schaltung ist.

Beispiel 4.5 (Wirmeausdehnung von Gasen (Gay-Lussac)): Ist 1} das
Volumen eines idealen Gases bei Temperatur Ty, so gilt bei konstantem Druck
p fiir das Volumen bei der Temperatur T'

wenn v die Warmeausdehnungskonstante ist.

Beispiel 4.6 (Barometrische Hohenformel): Fiir den Luftdruck p in Héhe
h iiber dem Erdboden gilt ndherungsweise

p(h)=poe”"# , h>H,

wenn H = pi—(_’g und pg, po Luftdruck und -dichte am Erdboden ist.

All diesen physikalischen GesetzméfBigkeiten ist gemeinsam, dass zu einer un-
abhéingigen Variablen ¢, @, U, T, h die physikalische Grofle s(t), U(Q), I(U),
V(T) bzw. p(h) eindeutig berechenbar ist. Man spricht daher auch oftmals
von der unabhéngigen Variablen x und der abhéingigen Variablen (= Funk-

tion) f(x).

Mathematische Beispiele:

Beispiel 4.7. f:IR — IR mit z — f (z) = c heifit konstante Funktion.
Beispiel 4.8. idR : IR — IR mit « — idr (x) = z heifit identische Funktion.
Beispiel 4.9. abs : IR — IR mit z — abs (z) = |z| heiBlt Betragsfunktion.
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A A A
abs(x)=x
f(x)=c 5
C
A .
T 2 0 2x 47
21 id(x)=x

» -4 »
4 2 0 2x 4 -4 2 0 2x 47

7. Konstante Funktion

8. Identische Funktion

9. Betragsfunktion

Beispiel 4.10. sqr : IR — IR mit 2 +— sqr (r) = 2% heifit Quadratfunktion.

Beispiel 4.11. sqrt : IR> g — IR mit z — sqrt (z) =

Vv heiit Wurzelfunktion.

Beispiel 4.12. exp : IR — IR mit x +— exp (z) = e heifit Exponentialfunktion.

3 B

10. Quadrat

sqar(x) A
3
2
2
1 3 sqrt(x)
0 X 1 0 2 4 x 6 8 >

-2 -1

funktion 11. Wurzelfunktion

exp(x)
1 =

12. Exponentialfunktion

Beispiel 4.13. sin : IR — IR mit z +— sin (z) heifit Sinusfunktion.

AN ANV

AV AV

. Sinusfunktion

N\ Achtung: Es gibt auch Funktionen, die man nicht zeichnen kann:

Beispiel 4.14. f: IR — IR mit z — f () = {

1 falls x

0 falls z rational
irrational.
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Bemerkung: Im Hinblick auf die Programmierung bzw. der Anwendung von
MAPLE ist zu unterscheiden zwischen einer Funktion und einem Ausdruck
(bzw. Funktionsausdruck): Z.B. sqrt(z) ist ein Ausdruck fiir \/z, welcher zu
gegebenem x die Wurzel aus = darstellt. Hingegen ist sqrt eine Funktion, die
an einer Stelle x ausgewertet werden kann. Eine Funktion ist mehr als nur der
Funktionsausdruck: Jede Funktion besteht aus Definitionsbereich, Zielbereich
und einer Funktionszuweisung.

Anwendung: Logarithmische Darstellung von Funktionen.

Hiufig werden in Physik und Technik logarithmische oder doppel-logarithmische
Darstellungen der Messergebnisse verwendet, um exponentielle, potenzielle
oder logarithmische Gesetzméfligkeiten aufzuzeigen.

(1) Liegt ein exponentielles Gesetz vor
y=ca®,
so liefert eine logarithmische Skalierung der y-Achse

log(y) = log(c) +x - log(a)

als Graphen eine Gerade mit Steigung log(a) und dem Achsenabschnitt
log(c). Dabei diirfen die Funktionswerte nur positive Werte enthalten, da
der Logarithmus nur fiir positive reelle Zahlen definiert ist. Beispielswei-
se wird durch die logarithmische Skalierung der y-Achse eine allgemeine
Exponentialfunktion y = 10 - 4% als Gerade gezeichnet.

e3

.le2
-2

Fro
Lo
x
Lo
oo

10

I
1

de-1
de-2
1e-3
1le-05

Abb. 4.2. Logarithmische Darstellung der Funktion y = 10-4~%.

(2) Liegt eine allgemeine Potenzfunktion vor
y=aaz’,
dann liefert eine doppel-logarithmische Auftragung

log(y) = log(a) + b log(z)
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als Graphen eine Gerade mit Steigung b und dem Achsenabschnitt log(a).
Sowohl der z-Bereich als auch die zugehorigen Funktionswerte diirfen nur
positive Werte enthalten, da der Logarithmus nur fiir positive reelle Zahlen
definiert ist. Eine doppel-logarithmische Auftragung der Potenzfunktion
y=10 x5 liefert die folgende Gerade:

4e2
.2e2

le2 +

1 5. 1e2 .5e2 .le3
X

Abb. 4.3. Doppel-logarithmische Darstellung der Funktion y = 10[6%4

(3) Liegt ein logarithmisches Gesetz der Form y = a log(z)+b vor, dann liefert
die logarithmische Auftragung der z-Achse eine Gerade mit der Steigung
a und dem Achsenabschnitt b.

Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich ein MAPLE-Worksheet, mit
dem man z.B. Messdaten aus einer Datei einlesen und diese dann loga-
rithmisch auftragen kann, um die physikalische Gesetzméfigkeit zu erschlieflen.

Allgemeine Funktionseigenschaften

© 4.1.2 Nulistellen

Definition: Eine Funktion f besitzt in x¢ eine Nullstelle, wenn

f(z0) =0.

Beispiele 4.15:
® Die Funktion f (z) = x — 2 schneidet die z-Achse an der Stelle zg = 2.
@ Die Funktion f () = sin (x) hat unendlich viele Nullstellen : 0, £7, +27, ...

2 1
4 /
-1 1 3 > 1 >
- X -ﬂ\jl X n\7
-1

Abb. 4.4. Nullstellen von Funktionen
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© 4.1.3 Symmetrieverhalten

Definition: Eine Funktion f mit symmetrischem Definitionsbereich heift
gerade, wenn fiir alle x € ID gilt

Bemerkung: Die Funktionskurve einer geraden Funktion ist spiegelsymme-
trisch zur y-Achse.

Beispiele 4.16:

® Die Funktion f (x) = 22 ist gerade.

@ Die Funktion f(x) = cosz ist gerade.

® Jede Potenzfunktion f (z) = =™ mit geradem n ist gerade.

A -
Ay-Achse /l y-Achse
f(-x) f(x)
f(-x) / £(x) \/ x | x \;

=X X

Abb. 4.5. Gerade Funktionen 22 und cos(z): Spiegelsymmetrisch zur y-Achse

Definition: Eine Funktion f mit symmetrischem Definitionsbereich heift
ungerade, wenn fiir alle z € ID gilt

Bemerkung: Die Funktionskurve einer ungeraden Funktion ist punktsym-
metrisch zum Ursprung.

Beispiele 4.17:

® Die Funktion f (z) = 2® ist ungerade.

® Die Funktion f (z) = sinx ist ungerade.

® Jede Potenzfunktion f (x) = 2™ mit ungeradem n ist ungerade.
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A
(<) 1
/) f(x)
-X _ \-x //’//// |
; o X > [ x X
i/ f>) \
/' f(-x) -1

Abb. 4.6. Ungerade Funktionen x3 und sin(x): Spiegelsymmetrisch zum Ursprung

© 4.1.4 Monotonie

Definition: Eine Funktion f : ID — IR heifit

monoton wachsend, falls fz1) < f(x2).
streng monoton wachsend, falls f (z1) < f (x2).
monoton fallend, falls f(z1) > f(x2).
streng monoton fallend, falls f(z1) > f(x2).

fiir alle x1,xs € ID mit ©1 < xo gilt.

Bemerkung: Eine streng monoton wachsende Funktion f (Abb. 4.7 (a)) hat
also die Eigenschaft, dass zum kleineren xz-Wert der kleinere Funktionswert
gehort. Bei einer streng monoton fallenden Funktion (Abb. 4.7 (b)) ist es ge-
nau umgekehrt: Zum kleineren xz-Wert gehort der groflere Funktionswert.

) mmmmmmmmm - <) 4 - -

<) - - -

OO B

X, x5 x X, X, x

Abb. 4.7. Streng monoton wachsende (a) und streng monoton fallende (b) Funktionen

Beispiele 4.18:
@ Streng monoton wachsende Funktionen:
(i) Jede Gerade mit positiver Steigung.
(i) Die Funktion f (x) = z°.
(ili) Die Funktion f : IR — IR mit f (t) = yo (1 — e~ /).
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@ Der Ladevorgang eines Kondensators entspricht einer streng monoton wach-
senden Funktion: Beim Laden eines Kondensators C' iiber eine Batterie mit
Spannung Uy ist der Zeitverlauf der Spannung am Kondensator gegeben durch

U () = Uy (1 —e-f/RC).

® Streng monoton fallende Funktionen:
(i) Jede Gerade mit negativer Steigung.
(ii) Die Funktion f : IR — IR mit f (t) = yge™ !/%.

@ Der radioaktive Zerfall entspricht einer streng monoton fallenden Funktion:
Beim radioaktiven Zerfall nimmt die Anzahl der Atomkerne n (t) nach dem
Exponentialgesetz n (t) = ng e~ /% mit der Zeit ab.

® Der Entladevorgang eines Kondensators entspricht einer streng monoton
fallenden Funktion: Entladet man einen Kondensator C' {iber einen Ohmschen
Widerstand R, so klingt die Spannung am Kondensator exponentiell ab:

U (t) = Uo eit/RC.

® Die quadratische Funktion f : IR — IR mit  — f(z) = 2? ist weder
monoton fallend noch monoton wachsend. Schriankt man sie jedoch auf ein
Teilintervall IR> ¢ oder IR< ¢ ein, so ist sie dort monoton:

f+ :IR>¢ — IR mit z — f () = 2? ist streng monoton wachsend.

f- :IR<o — IR mit z +— f_ (x) = 2? ist streng monoton fallend.

4.1.5 Periodizitat

Definition: Eine Funktion f : ID — IR heifit periodisch mit Periode
p>0, wenn  f(x+p)=f(x) fiir alle x € ID.

Beispiele 4.19:

® Die Sinusfunktion sin: IR — IR mit = +— sin(z) ist periodisch mit der
Periode 27. Die Kosinusfunktion cos: IR — IR mit = — cos(z) ist periodisch
mit Periode 27 (siche §4.6).

@ Die Tangens- und Kotangensfunktion, die wir in §4.6 noch niher bespre-
chen werden, sind periodisch mit Periode .
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4.1.6 Umkehrfunktion (inverse Funktion)

Eine Funktion f ordnet jeder Zahl xq ihres Definitionsbereiches ID eindeutig
einen Wert yo = f (xo) zu. Diese Zuordnung ist in Abb. 4.8 durch den Pfeil
von zg nach yg gekennzeichnet.

yﬂ f y A f
Y,
Y4 >
Y
Yo <
1 \
Xo T X X, X, "X

Abb. 4.8. Zuordnung und Umkehrzuordnung

Haufig stellt sich das umgekehrte Problem. Zu gegebenem Funktionswert (y-
Wert) ist der zugehorige z-Wert zu bestimmen. In Abb. 4.8 ist diese Umkeh-
rung der Problematik durch die Umkehrung der Pfeile gekennzeichnet. Gege-
ben sind y; und ys, gesucht sind die zugehorigen z; und xs. Zu gegebenem
y-Wert aus dem Wertebereich von f kann genau ein z-Wert angegeben wer-
den, wenn die Funktion die Eigenschaft hat, dass aus x; # zo stets folgt

[ (1) # [ (w2).

Definition:

(1) Eine Funktion f : Dy — WV, heifit umkehrbar, wenn aus z1 #
stets folgt f (x1) # f (x2).

(2) Ist die Funktion f umkehrbar, so gibt es zu jedem y € Wy genau ein
x € ID¢. Diese eindeutige Zuordnung y +— x liefert eine Funktion, die
Umkehrfunktion (inverse Funktion)

f_l :W; — DDy,

N\ Achtung: Nicht jede Funktion ist umkehrbar, wie Beispiel 4.20 zeigt.

Beispiele 4.20:

® Die Funktion f; : IR — IR mit f; (z) = z? ist nicht umkehrbar, da fiir
2o #0 f(xg) =23 = f(—x0) aber zg # —x (Abb. 4.9 (a)).

@ Die Funktion fs : IR>¢ — IR mit f2 (z) = 22 ist nicht umkehrbar. Obwohl
man den Definitionsbereich so eingeschriankt hat, dass fy eine streng mo-
noton wachsende Funktion ist, so gibt es doch fiir die negativen y-Werte
keine zugehorigen z-Werte.
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® Die Funktion f3 : IR>¢ — IR> mit f3 (x) = 2? ist umkehrbar. f; ist auf
dem Definitionsbereich eine streng monoton wachsende Funktion und der
Zielbereich fillt mit dem Wertebereich zusammen. Jedem Wert y aus dem
Zielbereich kann nun eindeutig ein 2 zugeordnet werden (Abb. 4.9 (b)).

A
y=x*

| |

| |

| |

| |

| |

A 4 Vo

? ?'
(a) (b)

Abb. 4.9. Umkehrung der Funktion y = z?

Bemerkung: Anhand des Beispiels erkennt man, dass eine Funktion nicht nur
durch eine Funktionsvorschrift charakterisiert werden kann, sondern Definiti-
onsbereich und Zielbereich dazugehoren.

In vielen (aber nicht allen) Fillen kann man fiir umkehrbare Funktionen eine
explizite Zuordnungsvorschrift fiir die Umkehrfunktion wie folgt angeben:

Beispiele 4.21:

® f:IR—- IR mit f(z) =22+ 1.
Wie man aus dem Funktionsgraphen entnimmt, stellt f eine Gerade dar.
f ist auf ganz IR streng monoton steigend mit dem Wertebereich IR; daher
ist f umkehrbar!
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Durch Auflésen von

y=2z+1
nach z folgt
1 1
rT=—-y— =
2¥ " 2

und durch formales Vertauschen von z und y erhélt man die Umkehrfunk-
tion

f7H IR — R mit [~ (z) = 32— 1.

Abb. 4.10. Funktion f(z) = %.Z’-‘r 1 und
Umkehrfunktion f~!(z) = 1o — 1

2 2
@ f:[0,00) — [1,00) mit f(z) =1+ 2%
f ist auf dem Definitionsbereich ID = [0, 00) streng monoton wachsend
und der Zielbereich fillt mit dem Wertebereich W = [1,00) zusammen.

Auflésen der Funktionsgleichung
y=1+2?

nach z liefert
r==+\y—1

Da nur positive z-Werte durch den Definitionsbereich zugelassen sind, entfallt
das Minuszeichen! Vertauschen von x und y liefert die Umkehrfunktion:

F7H{1,00) = [0,00) mit f71(z) = V& — 1.

Abb. 4.11. Funktion f(x) = 1 4 22 und
Umkehrfunktion f~1(z) = vz — 1
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Zur Charakterisierung der umkehrbaren Funktionen fithren wir noch die fol-
genden Begriffe ein:

Definition: Sei f :ID; — Wy eine Funktion. f heilt

(1) injektiv, falls gilt: 1 Fxy = f(z1) # f(z2).

(2) surjektiv, falls es zu jedem y € Wy ein x € ID; gibt mit y = f (z).
(3) bijektiv, falls gilt: f ist injektiv und surjektiv.

Man nennt die Injektivitdt einer Funktion auch die FEineindeutigkeit einer
Funktion. Sie bedeutet, dass eine Parallele zur x-Achse den Graphen der Funk-
tion héchstens einmal schneidet. Eine Funktion f ist surjektiv, wenn zu jedem
Wert y aus dem Zielbereich mindestens ein x aus dem Definitionsbereich ge-
funden wird, welches auf y abgebildet wird.

Beispiele 4.22:

® Die Funktion f : IR — IR mit f(z) = 22 ist weder injektiv, noch sur-
jektiv. Denn sowohl z als auch —zx fithren zu dem selben Funktionswert.
Die Funktion ist auch nicht surjektiv, da zu den negativen y-Werten keine
zugehorigen z-Werte gibt.

@ Die Funktion f : IR> ¢ — IR mit f (z) = 2? ist injektiv, aber nicht surjektiv,

da z.B. zu y = (—1) kein = aus dem Definitionsbereich gefunden wird mit

2?2 =—1.

® Die Funktion f :IR>¢ — IR> ist bijektiv. O

Die bijektiven Funktionen sind genau die umkehrbaren Funktionen:
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4.2 Polynome

Im Abschnitt iiber die Polynome werden grundlegende Techniken, wie z.B. Nullstellenbe-
stimmung, Linearfaktorzerlegung, Horner-Schema und Interpolationspolynom, eingefiihrt,

die wir dann z.B. bei der Diskussion gebrochenrationaler Funktionen anwenden.

Polynome (oder Polynomfunktionen) spielen in der Angewandten Mathematik
eine wichtige Rolle. Sie sind nicht nur besonders einfach in ihrer Darstellung,
sondern sie lassen sich auch auf einfache Weise auswerten, da nur Additionen
und Multiplikationen ausgefiihrt werden miissen. Gerade deshalb sind sie fiir
die Anwendung in der Numerik ideale Funktionen. Im Kapitel iiber Taylor-
Reihen (— §9.3) werden wir zeigen, dass man komplizierte Funktionen auf
eine Darstellung iiber Polynome zuriickspielt. In diesem Kapitel lernen wir
fiir die Anwendung wichtige Eigenschaft kennen, wie z.B. die Festlegung von
Polynomen durch vorgegebene Punkte.

Definition: Eine Funktion f : IR — IR der Form
f(m):anx"+an71x"—1+.._+a1m_’_a0 mit an#o

heifit Polynom (Polynomfunktion, ganzrationale Funktion) vom
Grad n. Die reellen Zahlen ag, a1, ..., a, heifen Koeffizienten des Po-
lynoms.

Beispiele 4.23:

® pi(z)=4 Polynom vom Grad 0. (konstante Funktion)
po(z) =22 -3 Polynom vom Grad 1. (lineare Funktion)
p3 () =222 =32z +5  Polynom vom Grad 2. (quadratische Funktion)
py(z)=2%—2 Polynom vom Grad 3. (kubische Funktion)
ps (z) = 42% — 2% — 10 Polynom vom Grad 8.

@ Die Hohe H einer Quecksilbersiule hingt von der Temperatur T ab:

Dabei ist Hy die Hohe bei der Temperatur Ty und o der Warmeausdeh-
nungskoeffizient.

® Ein stromendes Medium (Luft, Wasser), das mit einer mittleren Ge-
schwindigkeit v auf einen Korper trifft, iibt die Kraft

1
Fy,(v) = cwz¢l§p112

auf ihn aus. Dabei ist ¢,, der Widerstandsbeiwert, A die Querschnittsfliche
des Korpers und p die Dichte des stromenden Mediums.
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@ Die Biegelinie eines einseitig eingespannten Trégers wird beschrieben durch

__F 2 _ 3
E - I ist die Biegefestigkeit, F' die Kraft am Balkenende und ! die Bal-
kenlénge. O

© 4.2.1 Festlegung von Polynomen durch gegebene Wertepaare
FEine der wichtigsten Eigenschaften von Polynomen ist die Festlegung durch
gegebene Wertepaare. Im Falle des Thermometers braucht man 2 Werte, um
eine lineare Skala festzulegen. Schwach durchhédngende Seile haben in guter
Naherung eine Parabelform. Zur Festlegung dieses funktionalen Zusammen-
hangs miissen 3 Wertepaare angegeben werden. Denn durch 3 Punkte wird
genau ein Polynom 2-ten Grades festgelegt. Allgemein gilt der folgende Satz:

Satz: Zu n + 1 verschiedenen Wertepaaren (z1, y1), (%2, y2), ...
(Zn+1, Ynt1) gibt es genau eine Polynomfunktion f mit f (z;) = y;, deren
Grad nicht grofler als n ist.

FEine Moglichkeit das gesuchte Polynom anzugeben, ist gegeben durch die La-
grange Interpolationsformel:

o (x—x9) (x—x3) ... (T — Tpy1)
f(x) =W (1‘1—.%‘2) ($1—$3)-...~($1—,’Bn+1) +
(@—m) (@—as) - (2 —zny)
Y2 (1‘2—561) (.TQ—Ig)'...'(IQ—In+1) +
Yo - (x—x) (x—22) ... (T —xp) '
" @1 — 1) @ag1 —22) o (T — T0)

Beim Auswerten der Funktion an der Stelle z; verschwinden alle Terme k # 1,
da (z — x;) als Faktor enthalten ist; nur der Term k = ¢ bleibt erhalten, da bei
diesem Summand der Faktor (z — ;) nicht auftritt:

(1‘1' — 1‘1) (:L‘Z — 1‘2) Caa (l‘z — 1‘1;1) (mz — Ii+1) R (l‘l — .Z‘n+1)
(CCi —_ 1’1) (l’z — :EQ) LR ($1 — 111'_1) (l‘i — l'i.i,-l) LR (1’7, — $n+1)

[ (@) =y

AuBlerdem erhilt man hochstens ein Polynom vom Grade n, da alle Terme nur
n Faktoren (x — x;) enthalten. |
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4.2.2 Koeffizientenvergleich
Oftmals fiihrt man bei Polynomen einen Koeffizientenvergleich durch. Diese
Methode beruht auf der Tatsache, dass

Dieser Satz besagt, dass Polynome nur dann gleich sind, wenn sie denselben
Grad besitzen und die Koeffizienten identisch sind.

Begriindung: Wir nehmen an, dass m > n. Da f (z) = g (z) fiir alle z € IR,
gilt fiir x =0

f(0)=g(0) = agp = by

=z (ana" + . 4a) =3 (bna™ T+ .. 4 b1)

Damit ist
an 2 P dasrta =bns™ . b+ b
fiir alle € IR, also insbesondere fiir
r=0 = a; = by.

Wieder kann man z ausklammern und die Vorgehensweise wiederholen:

= az=by, a3 ="03,..., an_1 =by_1,
bis man schlieflich

an =bp +bpp1 T+ ..+ by ™
erhélt. Durch Einsetzen von x = 0 folgt a,, = b,,, so dass fiir alle z € IR :

= b ™" 4 .+ bpyr = 0.

Ein Polynom kann aber nur dann das Nullpolynom sein, wenn alle Koeffizi-
enten verschwinden, d.h. b,,, = b;,—1 = ... = by41 = 0. Folglich ist der Grad
von f gleich dem Grad von g und die Koeffizienten a; von f identisch mit den
Koeflizienten b; von g. O
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© 4.2.3 Teilbarkeit durch einen Linearfaktor
Eine der elementaren Aufgaben von Polynomen besteht in der Auswertung
eines Polynoms an einer Stelle xy. Ein sehr einfaches Schema erhélt man durch
den folgenden Ansatz:

Begriindung: Um diese Gleichheit zu iiberpriifen, multiplizieren wir das Pro-
dukt aus und fithren einen Koeffizientenvergleich durch.

(x—20) (bpa" '+ ... +boz+b)+r=
=b, 2" + by 12" L by 0" 24+ . b
—2obp ™V —xgbp_1 "2 — . —xobyx —x0by T

! _ _
=apx" +ap_ 12" L+ a,_ox™ 24+ ...+ax+ ao.

Der Koeffizientenvergleich nach absteigenden Potenzen von x liefert

n : bn = Gpn
n—1 : bp—1 —x0bp, = apn_1 = bu_1 = ap_1+z0by
n—2 : byo—xoby1 = an2 = by_2 = an_2+Tobr_1
1 : b1 — Zo b = o = b = a1+ bo
0 : —zob1+7 = ag = T = ag+ by
Mit diesem Vorgehen ist man in der Lage, systematisch b,,, b,—1,...,b; und r

zu bestimmen. Auflerdem ist

f(@o) = o

Dieses Verfahren ist die Grundlage fiir die effektive Auswertung von Polyno-
men. Schon seit Anfang des vorvorigen Jahrhunderts (1819) ist bekannt, dass
die Funktionswerte eines Polynoms an einer beliebigen Zwischenstelle zy so
durch das Horner-Schema berechnet werden kénnen:

an An—1 as al aop
+ 2o - by Zo - b3 o - b2 Zo - b1

bn " bnaa S b /b /| r= f(zo)
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Der Vorteil des Horner-Schemas besteht darin, dass fiir Polynome nicht jeweils
die Potenzen zf, mg_l, ... berechnet, sondern Zwischenwerte mit xy multipli-

ziert und geeignet aufsummiert werden.

A Achtung: Ist die Potenz #* (k < n) nicht im Polynom vorhanden, muss
an der entsprechenden Stelle eine 0 im Horner-Schema eingetragen werden.

Beispiel 4.24. Man berechne den Funktionswert von f (z) = 2z* — 623 —
35z + 10 an der Stelle zg = 4 :

2 -6 0 -35 10
+ 24 24 84  -34
2 2 8 -3 -2=f(4)

Dieses Schema der Auswertung ist besonders effektiv, da es das Potenzieren
vermeidet. Es zeigt sich auch, dass das Horner-Schema fiir Rundungsfehler
unanfillig ist und sich dadurch fiir den numerischen Einsatz eignet. O

4.2.4 Nulistellenproblem

Fiir den Spezialfall, dass x; eine Nullstelle des Polynoms f () ist, liefert das
Horner-Schema sofort die sog. Produktdarstellung des Polynoms in der Form
(x — x1) - Restpolynom:

Begriindung: Denn wenn z; eine Nullstelle, ist das Restglied r = f (1) =0
und wir erhalten die obige Behauptung. O

Beispiel 4.25. 71 = 1 ist eine Nullstelle des Polynoms f (r) = 23 + 222 —
132 + 10 :

1 2 13 10
+ 11 31 -101
1 3 -10 0=£(1)

Das Horner-Schema liefert dann nicht nur den Funktionswert f (1) = 0, son-
dern auch gleich die Koeffizienten b; des Restpolynoms und somit die Zerlegung
des Polynoms f in

2 +22° - 132+10=(z— 1) (12° + 3z + (-10)).
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Das gleiche Ergebnis erhélt man, wenn man eine Polynomdivision durchfiihrt:

(23 +222 13z +10) : (z—-1) = 122+32-10
—(2®  —a?)
32 —132
—(32%  —3x)
—10x +10
—(—10z +10)
0 O

Ist also f ein Polynom n-ten Grades und x; eine Nullstelle von f, so ldsst sich
f(x) durch (x — x1) ohne Rest dividieren und das Resultat ist ein Polynom
vom Grade n — 1. Das Abspalten eines Linearfaktors von einem Polynom vom
Grade n kann man jedoch hochstens n-mal durchfithren, solange bis das Rest-
polynom nur noch den Grad Null hat:

Satz: Jedes Polynom n-ten Grades hat héchstens n verschiedene Null-
stellen.

Eine schwierige Aufgabe ist die konkrete Bestimmung der Nullstellen von Po-
lynomen. Fiir n = 2 hat man noch die quadratische Formel:

Anwendungsbeispiel 4.26 (Reihen- und Parallelschaltung von
Widerstinden).

An eine Spannungsquelle U = 220V werden zwei Widerstinde R; und R,
einmal in Reihe und einmal in Parallelschaltung angeschlossen. Im ersten Falle
ist die Stromstéirke I = 0.9A4 im zweiten Falle I, = 6 A. Wie grof3 sind R; und
Ry?

Abb. 4.12. Schaltungsdiagramme

Fiir die Reihenschaltung gilt der Maschensatz: U = I; Ry + I; R und fiir die
Parallelschaltung der Knotensatz fiir den Knoten K : I, = R% + R%. Lost man
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die erste Gleichung nach Ry auf und setzt dies in die zweite ein, folgt nach
Umformungen

U U?

2

R =
+I1[2

R_i
1 Il 1

0.

Gesucht sind also die Nullstellen des Polynoms f (z) = 2% — %x + (2)2—902
Mit

mip=-5+4/(8)" 4

erhilt man als Nullstellen 1 = 44.9 und zo = 199.5. Wihlt man R, = 44.99Q,
so ist Ry = 199.502. Aus Symmetriegriinden kénnen R; und Rs auch vertauscht
werden. O

Fiir n = 3 und 4 sind die Losungsformeln wesentlich komplizierter und fiir
n > 5 gibt es keine geschlossenen Losungsformeln mehr. Daher ist man bei der
Suche nach Nullstellen bei Polynomen htheren Grades auf numerische Verfah-
ren wie z.B. die Intervallhalbierungs-Methode 6.4 oder das Newton-Verfahren
7.9 angewiesen. Wenn man allerdings eine Nullstelle xg erraten kann, so liefert
das Horner-Schema ein niitzliches Verfahren zur Reduktion des Problems, da
man durch Abspalten des Linearfaktors (z — z¢) ein Polynom vom Grad n—1
erhélt.

Beispiel 4.27. Gesucht sind die Nullstellen des Polynoms

f(x) = 32® + 32% — 3z — 3.

Durch Erraten findet man eine Nullstelle bei 21 = —1:
3 3 -3 -3
=+ -3 0 3
3 0 -3 0= f(-1)

Hiernach gilt also
32° + 322 =32 —3=(z+1) (32° - 3).
Durch Anwenden der quadratischen Formel berechnen sich die beiden weiteren

Nullstellen o = 1 und 3 = —1. Damit folgt die Linearfaktorenzerlegung des
Polynoms:

30° + 322 -3 -3=3(x+1) (x+1) (z—1). o

Wir fassen das Ergebnis in folgendem allgemein giiltigen Satz zusammen:
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Bemerkungen:

(1) /\ Achtung: Man darf den Koeffizient a,, in der Produktdarstellung nicht
vergessen!

(2) oy Achtung: Bei doppelten Nullstellen tritt der zugehorige Linearfaktor
doppelt, bei dreifachen Nullstellen dreifach usw. auf!

4.2.5 Interpolationspolynome mit dem Newton-Algorithmus

In naturwissenschaftlichen Anwendungen stellt sich oftmals das Problem: Von
einem unbekannten funktionalen Zusammenhang sind (n 4+ 1) Messpunkte ge-
geben: Py (21, y1); P2 (22, ¥2) ;-5 Pat1 (Tnt1, Ynt1). Gesucht sind die Funk-
tionswerte an Zwischenstellen. Wie bereits nach dem ersten Satz bekannt ist,
gibt es genau ein Polynom vom Grad n, welches durch diese (n 4+ 1) Messwer-
te geht. Diese Polynome werden auch als Interpolationspolynome bezeichnet,
da sich mit ihnen ndherungsweise beliebige Zwischenwerte der unbekannten
Funktion im Bereich [21, 2,,41] berechnen (=interpolieren) lassen.

yM

P,
l
l
I
!
X

P,
1
1
1
1
1
I

X

Abb. 4.13. Interpolationspolynom

Durch das Lagrange Interpolationspolynom erhélt man das eindeutig bestimm-
te Polynom vom Grade hochstens n, welches diese Eigenschaft hat. Allerdings
ist der Rechenaufwand zur Berechnung der Koeflizienten erheblich. Ein ein-
facheres Rechenschema zur Bestimmung des Interpolationspolynoms geht auf
einen Ansatz von Newton zuriick:

f@)=ap+ai(x—x1)+ta(x—x1) (& —x2)+ ...
tap(x—z1) (@ —22) ... (T —xy) .

Die Koeffizienten ag, a1, ..., a, kénnen durch diesen Ansatz iterativ bestimmt
werden:
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y1=f(331)=a0‘—> ap = Yi-

yo = f(x2) = a0+ a1 (z2 —x1) — a; =

ys = f(x3) = ao + a1 (x3 — 1) + a2 (x3 — x1) (x3 — x2)

a4y = Y3 — ap — aq ([L’g—xl) _ yS*ylfili:le (,I37$1)
(x3 —x1) (T3 — 22) (x5 — 1) (w3 — 22)

1 Ys—WY1 Y2 — Y123 — X1
T3 — &1 (L3 — T2 T2 —T1L3 — T2

1 {yg—y2+y2—y1_yz—y1x3—x1}

T3 —T1 (T3 — T2 T3 — T2 T —T1 T3 — T2
1 Ys—Y2 Y2 — U1
T3 — T I3 — T2 To — I '
Y2 — %1 Y3 — Y2 D32 — Doy
Setzt man Dy = “——"— D3g = """ | ag = ———— =,
T2 — 1 xr3 — T2 xr3 — I

Mit vollstdndiger Induktion zeigt man, dass mit den Abkiirzungen

Dy3— D3 D32 — Dy
Dyzo=—"—"";D3p1 = ——"—
Ty — T2 xr3 — I

usw. gilt

ag—1 := Dy, 1 fir k> 1.

Die Ausdriicke Dy, ... 1 heiflen dividierte Differenzen und die Berechnung erfolgt

mittels des folgenden Schemas:

k Tk Yk
— Y2—y
2 T2 Y2 — Dy, |= ﬁ
e D3 o—D
_ us—vs , _ Ds2-Dy
3 T3 ys | — D3, = 2222 = | Ds2n |= =2
_ Dy3—D
4 X4 Y4 — D473 = 73373‘; — D4’3’2 = 74zifz23,2 —
n+1| Tns y+1HD+1=MH —
m m m o Tn4l1—Tn
Die Zahlen y, = ag, D21 = a1, D321 = a2, Dy321 =0a3,..., Dpy1,...1 = an

sind dann die gesuchten Koeffizienten des Newtonschen Interpolationspo-

lynoms.
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Bemerkung: Der grofle Vorteil des Newton-Verfahrens gegeniiber dem La-
grangeschen Interpolationspolynoms besteht darin, dass bei der Hinzunahme
noch weiterer Messpunkte nur weitere Zeilen in die Tabelle aufgenommen wer-

den miissen. Die bereits berechneten Koeffizienten bleiben giiltig!

Beispiel 4.28 (Mit MapPLE-Worksheet).

(i) Das Ergebnis einer Messreihe liefert die Werte P; (0,
P; (5, 28). Gesucht ist das Interpolationspolynom durch diese 3 Punkte.

—12), P, (2, 16) und

Ansatz: f(x) =ap+ a1 (x —x1) +as (x—x1) (x — 22).

Bestimmung der Koeffizienten:

k Tk Yk
1 0 —12
2 2 16
3 5 28

16412 _

g = 14]
28—16 _
52 — 4

4-14 _
o =[ 2]

Damit erhélt man das quadratische Polynom

f(x)

=12+ l4r 22 (v —2) = —22% + 182 — 12.

(ii) Durch die Hinzunahme eines weiteren Messpunktes P, (7, —54) kann man
das bestehende Schema erweitern

k Tk Yk
1 0 —12
2 2 16
3 5 28
4 7 —54

4

—54—-28 __
7T—5

—41—-4 __
—41 7T—2

-9 —9+2 —

und man findet als Interpolationspolynom vom Grade 3

f(x)

ag+ a1 (x —x1) +ag (x —x1) (z — x2)
+as (x —z1) (x — x2) (x — x3)
—124+14(x—0)—2(z) (z —2) — 1 (x) (x — 2) (xr — 5)
—23 + 522 +8x — 12.

(iii) Im MaPLE-Worksheet wird bei gegebenen Wertepaaren das Interpola-
tionspolynom bestimmt und mit den Werten graphisch dargestellt.

O
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4.3 Rationale Funktionen

Ziel dieses Abschnitts ist, rationale Funktionen qualitativ durch die Bestimmung der Null-

und Polstellen sowie dem asymptotischen Verhalten zu charakterisieren.

In Physik und Technik werden viele Vorgéinge von Funktionen beschrieben,
die sich als Quotient zweier Polynome darstellen. So ergibt sich z.B. bei einer
Sammellinse mit Brennweite f die Bildweite b als b(z) = mff”j” wenn z die

Gegenstandsweite ist.

Definition: Unter einer rationalen Funktion (gebrochenrationalen
Funktion) versteht man eine Funktion f, die sich als Quotient zweier
Polynomfunktionen g (z) und h (x) darstellen Idsst

fiIR\{zeR:h(z) =0} - IR
mit

e f(x)= g(®) ama™+...+a1x+ay i;()aix
h(x) bpox"+...+biz+b Zn:bjﬂﬁj

Dabei unterscheidet man analog zu Briichen zwischen ganzrationalen Funk-
tionen (n = 0) (= Polynome), echt gebrochenrationalen Funktionen (m < n)
und unecht gebrochenrationalen Funktionen (m > n).

Beispiele 4.29: )

® f1:R\{0} >R mit x+— —.
x

@ fo:IR\{-2, 2} >R mit z+—

x2 -4
1 1ot
y f, y f,
5 5
. 5x 4 > = 5 0 —~2x 4 >
) -5
-10 -10

@ Graph von fi(z) = i @ Graph von fa(x) =
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© 4.3.1 Definitionsliicken, Nullstellen, Pole
Sei f(x) = % eine gebrochenrationale Funktion. z( ist Nullstelle von f,
wenn g (xo) = 0 und h (z) # 0. In den Nullstellen des Nenners ist die Funk-
tion f nicht definiert. Man spricht daher von einer Definitionsliicke, wenn
h(zo) = 0. Aber nicht in allen Definitionsliicken strebt die Funktion gegen
Unendlich. Man unterscheidet zwischen hebbaren Definitionsliicken und Po-
len: xq ist eine Polstelle (Pol), wenn in der unmittelbaren Umgebung von xg
die Funktionswerte betragsméfig iiber alle Grenzen anwachsen. Der Funkti-
onsgraph schmiegt sich dabei asymptotisch an die in der Polstelle errichtete

Parallele zur y-Achse an.

Falls Z#éhler und Nennerpolynom eine gemeinsame Nullstelle xy besitzen, so
enthalten beide Polynome (z— () als Linearfaktor. Gemeinsamen Faktoren
werden gekiirzt. Definitionsliicken kénnen so gegebenenfalls durch Kiirzen be-
hoben und der Definitionsbereich erweitert werden.

Beispiel 4.30. Gesucht sind die Definitionsliicken, Nullstellen und Polstellen
der Funktion f (x) = 24 + 227 — 322 + 40
T 4222 —13x+ 10

Zur Bestimmung dieser Stellen zerlegen wir sowohl das Nenner- als auch das
Zghlerpolynom in Linearfaktoren:

247 + 222 — 322 + 40 = 2(z — 2)° (¢ + 5)
234227 132 +10= (x — 1) (x —2) (z +5).

Damit lasst sich die gebrochenrationale Funktion in Faktoren schreiben als

:>f(x)_2x3+2w2—32x+40_ 2(—2)2(@x+5)  2(x—2)
34222 - 132410 (-1 (z—2)(x+5) x—1

Alle Nullstellen des Nenner im ungekiirzten Zustand liefern die Definitionslii-
cken; die verbleibenden Nullstellen den Nenners sind die Polstellen der Funk-
tion. Die Nullstellen des Zahlers liefern, sofern sie nicht gleichzeitig eine Defi-
nitionsliicke sind, die Nullstellen der Funktion. Zusammenfassend erhalten wir
den qualitativen Verlauf der Funktion:
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Definitionsliicken 1,2, -5 oA

Nullstellen : (2) 2 2
Polstellen : 1 -4 -2 0 x 4 7
Hebbare Definitionsliicken : 2, =5 -4

© 4.3.2 Verhalten im Unendlichen
Gerade fiir die Diskussion der Anwendungsbeispiele ist die Bestimmung des
Verhaltens der Funktionen fiir z — £o0o von Interesse. Wir miissen dabei drei
verschiedene Fille betrachten. Entscheidend dabei ist, wie sich der Grad des
Z#éhlerpolynoms zum Grad des Nennerpolynoms verhilt, wie die folgenden Bei-
spiele zeigen:

Beispiele 4.31.

S5at 423 +4 Sat 4+ 23 +4
1. - — 2. = = @ -
(L) fi (z) 205 + x4 2 (2) f2 (@) 20t 4+ +2
S5at 4+ 23 +4

In allen 3 Fillen ist f (z) —3 =. Die folgende Diskussion zeigt aber, dass
man jeweils unterschiedliche Ergebnisse erhilt. Dazu erweitert man den ent-
sprechenden Funktionsausdruck mit ;lk— , wenn k der hochste auftretende Ex-

ponent:

: . bet4rdt4 0 S4 L&
A AP E N I . S s i
. . o bet4ad+d4 B4 ip A4
A L= e F M I T

Srt4ad +4 5+14+4
limfg(x)zlimw--ﬁi:lim 4 x_;:%:oo O
T—00 z—oo 23 +x+2 1 e—oo L Ly 2

Diese Unterscheidung lésst sich auf jede rationale Funktion anwenden:




4.3  Rationale Funktionen 165

Im letzten Fall zerlegt man die unecht gebrochenrationale Funktion durch Po-
lynomdivision in eine Polynomfunktion p (z) und eine echt gebrochenrationale
Funktion 7 (x) : f (x) = p(x) + r (z) mit r () — 0 fiir £ — oo. Die Funktion
f (x) néhert sich fiir z — oo an die Funktion p (x) an, da der Rest r (x) gegen
0 geht! Man nennt p (z) die Asymptote von f.

1.3 3

sx3 —2x+1
Beispiel 4.32. f(z)= ﬁ
2 + 3z

Wir zerlegen Ziahler- und Nennerpolynom in Linearfaktoren:

Die Nullstellen des Zihlers sind 1 (doppelt) und -2.

Die Nullstellen des Nenners sind -1 und -2.
Je=1)"(@+2) F(@@-1)

= fla)= 2(a:+1) (x +2) = r+1

Im gekiirzten Ausdruck lassen sich nun die Nullstellen und Polstellen der Funk-
tion identifizieren:

Nullstelle : z=1 (doppelt)
Polstelle : = -1 (einfach).

Um das Verhalten im Unendlichen zu bestimmen, zerlegen wir durch Poly-
nomdivision die Funktion f in eine Polynomfunktion p (x) und eine echt ge-
brochenrationale Funktion r (z):

(%xZ 1z —‘r%) o (x+1)= %x_%_FILH
1,2 1
(258 +§1’)
—%x +%
—de )
2

Damit ist f (z) = p(z) + r () mit der Asymptote | p(z) = 3z — 3 | und dem

2 —
Rest r (z) = oo 0.
A
10
y

5 P 5 x 10
/\[\_5

-10

3
Graph der Funktion %
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4.3.3 Anwendung: Ubertragung bei Wechselstrom-Kreisen

L C Die nebenstehende LC-Schaltung hat wie je-
o— | ———o de RCL-Schaltung die folgende Eigenschaft: Ist
T die Eingangsspannung Ug (t) eine Wechselspan-
Ue® ~ L3 5FC Ui pung mit Frequenz w, so ist auch die Ausgangs-
\(l:l \:Ll spannung eine Wechselspannung mit Frequenz

w, aber phasenverschoben und mit anderer Am-

plitude. Diese Amplitude hingt von der Fre-
quenz der Eingangsspannung ab. Das Amplitudenverhéltnis H (w) ist gegeben
durch (vgl. CD-Kapitel Ubertragungsfunktion fiir RCL-Filterschaltungen):

| G28] = 1 ()] mit

Abb. 4.14. LC-Parallel-Kreis

—w2LC

HW) = e —32t0 11

H (w) ist eine echt gebrochenrationale Funktion in w. Die Nullstelle liegt bei
w = 0 und um die Polstellen der Funktion zu bestimmen, setzen wir

WAL2C? — 3L LC +1=0:

Z71=2,627= = wip=+1,61/7
Zy=0,767% = wsu=+0,87\/75
H (w) ist achsensymmetrisch zur y-Achse, da

— — —(-w)’LC _ —w?LC _
H(-w) = () L2C2—3(—w)?LO+1  &*L2C?—3w?LCH1 H(w).

Der Grad des Zahlerpolynoms ist kleiner als der Grad des Nennerpolynoms.
Daher gilt: H (w) — 0 fiir w — oo. Auflerdem ist H (w) — 0 fiir w — 0.
Qualitativ erhalten wir von |H (w)]| fiir positive Frequenzen (L = C' = 1) den
graphischen Verlauf, wie er in Abb. 4.15 dargestellt ist.

Diskussion (Mit MaprLE-Worksheet): Fiir tiefe Frequenzen (w klein) ist
das Amplitudenverhéltnis von Ausgangsspannung zu Eingangsspannung klein:
Tiefe Frequenzen werden nicht gut iibertragen. Fiir hohe Frequenzen (w grof})
ist |H (w)]| ebenfalls klein: Hohe Frequenzen werden ebenfalls stark geddmpft.
Frequenzen zwischen w; und w, werden etwa mit dem Faktor 1 iibertragen.
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A
4
3
2 |
N w,
L :
0 w, 1w, 2 3 4}\N

Abb. 4.15. Ubertragungsfunktion |H (w)|

Dies ist das typische Verhalten eines Bandpasses, der tiefe und hohe Frequen-
zen dampft und Frequenzen in einem Band zwischen w; und wy iibertrigt.

Bemerkung: Die Modellierung von H (w) erfolgte unter der Voraussetzung,
dass der Ohmsche Widerstand R = 0 ist. Dadurch kommt es zu nichtphy-
sikalischen Polstellen bei w = w; und w = ws bzw. zum Effekt, dass nahe
den Polstellen die Amplitude des Ausgangssignals grofler als die des Eingangs-
signals ist. Eine vollstdndige Diskussion (mit Ohmschem Widerstand) zeigt,
dass |H (w)| < 1 und die Polstellen entfallen. ]

4.4 Potenz- und Wurzelfunktionen

Definition: Polynomfunktionen der Form
p:IR—IR mit z—z" (nelN)

nennt man auch Potenzfunktionen.

Bei den Potenzfunktionen lassen sich qualitativ zwei Fille unterscheiden, ndmlich

n gerade und n ungerade. Fiir ungerades n ist die Potenzfunktion streng mo-

noton wachsend und punktsymmetrisch zum Ursprung (siehe linkes Bild). Fiir

gerades n liegt keine Monotonie vor, die Potenzfunktion ist achsensymmetrisch

zur y-Achse (Siekhe rechtes Bild).
4

A
X3
y
2
X
2 q 0 T 5 2
-2
n ungerade n gerade

-4 0 Tx 2

4.4
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Schrianken wir den Definitionsbereich der Potenzfunktionen auf die positiven,
reellen Zahlen einschliefSlich der Null ein, so ist

p: ]RZO — ]R20

T — "

fiir alle z € IR>( eine streng monoton wachsende Funktion mit dem Wertebe-
reich IR>¢. Daher ist diese Funktion umkehrbar. Mit Hilfe der Umformung

y=a"—z=3y—y=z
erhalten wir die Umkehrfunktion

p_l :IR>0 — IR>o mit = — {z.

Definition: Die Funktion
WZIRZO_’]R'ZO mit x +— (L/E

heifit n-te Wurzelfunktion (n € IN).

Spezialfall: Potenzfunktionen mit ungeradem Exponent p (z) = 2*™+1 m €
IN, sind auf ganz IR streng monoton wachsend und haben als Wertebereich
ebenfalls IR. Daher existiert die Umkehrfunktion auf ganz IR

w:IR =R mit =z~ >z

@ Visualisierung mit MAPLE: Auf der CD-Rom befinden sich zwei

Animationen in denen sowohl die Potenz- als auch Wurzelfunktionen
mit wachsendem n gezeigt werden. Man erkennt, dass die Potenzfunktionen
mit wachsendem n immer steiler anwachsen, wiahrend die Wurzelfunktionen
immer flacher werden.

Beispiele 4.33:
@ p2:Ryp— Ry mit z — x? hat als Umkehrfunktion

wy :IR>p = R>p mit =+~ \2/5::17%.
@ ps3:IR — IR mit 2 — 23 hat als Umkehrfunktion

. 1
w3:IR—IR mit z— Jo=213.
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A
' .
2 .
y
1 sqrt(x) -2
0 Tx 7 > L
® Graph von z2 und v/z ® Graph von z3 und z3

Anwendungsbeispiel 4.34 (Fallgeschwindigkeit eines Korpers).

Ein Korper der Masse m féllt frei aus der Hohe hg mit der Anfangsgeschwin-
digkeit vg = 0. Zu jedem Zeitpunkt ¢ gilt fiir die Bewegung, dass die Gesamt-
energie (Summe aus kinetischer und potentieller Energie) konstant bleibt. Es
gilt:

E(tO)m~g~h0+;mv8m-g~h0} B

= :E .
E(t>0)=m-g-h+zmv’ 0) (t>0)

1
$m~g-h0:m-g-h+§mvz.

Die Geschwindigkeit v ergibt sich dann bei der Hohe h als Wurzelfunktion

v =1+/2g (ho — h). |

Potenzfunktion mit rationalem Exponenten

Definition: Eine Funktion

f:Rsg—IR mit f(z)= Vam =2z

m
n

m e, neN

heifit Potenzfunktion mit rationalem Exponent.

Diesen Begriff der Potenzfunktion werden wir in §4.5 auf beliebige, reelle Ex-
ponenten mit Hilfe der Exponential- und Logarithmusfunktion erweitern. Als
Spezialfall sind in der Klasse der Potenzfunktionen mit rationalem Exponen-

ten die Funktionen ~!, 72 usw. enthalten.
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45 ___ 4.5 Exponential- und Logarithmusfunktion
Eine der wichtigsten wenn nicht sogar die wichtigste Funktion in der Physik ist die Expo-
nentialfunktion. Wir werden die Exponentialfunktion zusammen mit ihrer Umkehrfunktion,

der Logarithmusfunktion, vorstellen und deren wichtigsten Eigenschaften diskutieren.

© 4.5.1 Exponentialfunktion
Die zur Beschreibung naturwissenschaftlicher Phinomene wichtigste Funktion

ist die Exponentialfunktion:

Definition: Die Funktion
exp: IR —-IR mit x—e”

heifft Exponentialfunktion. e ~ 2.718281828 ist die Eulersche Zahl.

/ >» Abb. 4.16. Graph der Exponentialfunkti-

-3 -2 A 0 1 x 2 3"

on e”

Eigenschaften der Exponentialfunktion sind:

ew
Definitionsbereich R
Wertebereich IR-o
Monotonie streng monoton wachsend
Asymptote y =0 firz —» —0

Fiir die Exponentialfunktion gelten die Regeln:




4.5  Exponential- und Logarithmusfunktion 171

Beispiele 4.35:

® Die Funktionen f,(x) = e®® verhalten sich fiir a > 0 qualitativ wie die
Exponentialfunktion e*: Fiir © — oo gehen sie gegen Unendlich und fiir
x — —oo gegen Null.

@ Die Funktionen f,(x) = e ** verhalten sich fiir a > 0 qualitativ wie
die Exponentialfunktion e™*: Fiir x — oo gehen sie gegen Null und fiir
x — —oo gegen Unendlich.

Abb. 4.17. Graphen der Exponential-
funktionen

Anwendungsbeispiel 4.36 (Auftreten der Exponentialfunktion).

@® Radioaktiver Zerfall: Beim Zerfall radioaktiver Atomkerne wird die Zahl
n (t) der zur Zeit ¢t noch nicht zerfallenen Kerne durch das Zerfallsgesetz

n(t) =nge Mt

beschrieben. Dabei ist ng die Anzahl der zu Beginn (¢ = 0) vorhandenen
Atomkerne und A > 0 die fiir den Zerfall typische Zerfallskonstante.

@ Entladung eines Plattenkondensators: Beim Entladen eines Platten-
kondensators ist die Spannung am Kondensator U (t) zum Zeitpunkt ¢ ge-
geben durch

U (t) = Uy e met,

Dabei ist Uy die Kondensatorspannung zur Zeit t = 0 und C' die Kapazitiit,
R der Ohmsche Widerstand der Schaltung.

Ny Uo

n(t) u(t)

P >

! Tt ! Tt

@ Anzahl der Atomkerne n(t) @ Spannung am Kondensator U (t)
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© 4.5.2 Logarithmusfunktion

Die Exponentialfunktion exp : IR — IRsg mit z — e” ist auf dem gesamten
Definitionsbereich streng monoton wachsend. Folglich existiert auf dem Wer-

tebereich IR~ die Umkehrfunktion.

Definition: Die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion wird natiirli-
cher Logarithmus genannt:

In:IRsp —-1IR mit 2z~ Ina.

A

3

2
y

1

0 x 6 8 107

-1
) In(x)

Abb. 4.18. Graph der Logarithmusfunk-

-3 tion In(x)

Eigenschaften der Logarithmusfunktion sind:

Rechenregeln fiir die Logarithmusfunktion. Die Rechenregeln ergeben sich
direkt aus den Regeln der Exponentialfunktion. Fiir z,y € IR~ gilt

In(x)

Definitionsbereich
Wertebereich
Nullstellen

Monotonie

Asymptoten

R>o
R
Trog = 1
streng monoton
wachsend
=0
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Anwendungsbeispiel 4.37 (Auftreten der Logarithmusfunktion).

@® Halbwertszeit 7 einer radioaktiven Substanz: Unter der Halbwerts-
zeit 7 einer radioaktiven Substanz versteht man die Zeit, nach der die Hilfte
der radioaktiven Kerne zerfallen ist: n (1) = 1ng. Nach Beispiel 4.36 @ ist
n(t) = nge M, also gilt fiir t = 7 :

1 AT

—ng =nNge
2

Wir dividieren durch ng, wenden den Logarithmus an und l6sen nach 7 auf

ln% =In (efAT) = -A\T

1. 1 1
;)T:_Xln§:—x(lnl—ln2)

Die Halbwertszeit 7 ergibt sich somit zu

T = %ln2.

@ Abklingzeit eines Kondensators: Unter der Abklingzeit 7, eines Kon-
densators versteht man die Zeit, nach der die Spannung am Kondensator
auf z.B. é—tel des maximalen Spannungswertes abgefallen ist: U (7,) = %UO.
Nach Beispiel 4.36 @ ist U (t) = Uy e~ ret, also gilt fiir t = 7, :

1 1 1
“Uy=Upe 7™ < In- = ln(e_%”) =——=T,
e

e RC

Die Abklingzeit am Kondensator 7, ergibt sich somit zu

T, = —RCIn(%) = RC.

> e Uy Fmme————=

T t Ta

>y

® Halbwertszeit einer radioaktiven Substanz ® Abklingzeit am Kondensator
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Beispiel 4.38. Wie lautet die Umkehrfunktion von
f:IR—IRsy mit =+ f(z)=3e2*"17

Die Funktion f ist auf ihrem gesamten Definitionsbereich streng monoton
wachsend, also existiert auf dem Wertebereich IR~ die Umkehrfunktion. Wir
setzen

Y= 3 62:1771

und l6sen nach z auf:
1

2z
—y=c¢e
3?}

Nach Vertauschen der Variablen erhalten wir die Umkehrfunktion

1 1 1
_1%ln§y:2x—1‘—>x:§(ln§y+1).

1 1
g:IRso — IR mit ng(m):§(ln§x+1). ]

Allgemeine Potenz- und Exponentialfunktion. Mit der Exponential- und
Logarithmusfunktion ist man in der Lage, die allgemeine Potenz- und Expo-
nentialfunktion zu definieren.

Definition:

(1) Die Funktion
f:Rso =R mit =+ f(z)=z*:=e"

heifit allgemeine Potenzfunktion.

(2) Die Funktion
f:IR—=MRsy mit z— f(z)=a":=e""? (a>0)

heifit allgemeine Exponentialfunktion.




4.6  Trigonometrische Funktionen 175

4.6 Trigonometrische Funktionen

Zur Beschreibung periodischer Vorgange benétigt man die Sinus- und Kosinusfunktionen.
Schon um z.B. eine Wechselspannung u(t) = o sin(wt+) anzugeben, verwendet man die
allgemeine Sinusfunktion. Wir werden in diesem Abschnitt die trigonometrischen Funktionen
zusammen mit ihren Umkehrfunktionen einfiihren, wichtige Eigenschaften diskutieren und

durch Anwendungsbeispiele den Einsatz der Funktionen verdeutlichen.

4.6.1 Grundbegriffe

In den Naturwissenschaften und in der Technik spielen periodische Vorgénge
eine wichtige Rolle. Sie sind dadurch gekennzeichnet, dass sich ein bestimmter
Zustand regelméfig wiederholt, z.B. bei akustischen und elektromagnetischen
Schwingungen; Schwingungen einer Saite oder Feder; Umlaufbahnen von Sa-
telliten. Periodische Funktionen von besonderer Bedeutung sind die trigono-
metrischen Funktionen bzw. Winkelfunktionen.

Zur Winkelmessung werden verschiedene Einheiten zugrunde gelegt:
- Gradmaf « (360° fiir den Vollkreis) A
- Bogenmaf} x (27 fiir den Vollkreis)
= Lange der Strecke auf dem Einheitskreis,
die der Winkel @ herausschneidet. N

Die im Bogenmaf} gemessene Winkelgrofie be- = 1)
zeichnen wir mit z. x ist positiv, falls der Winkel

im Gegenuhrzeigersinn gemessen, und negativ,

wenn der Winkel im Uhrzeigersinn gemessen wird. Die Einheit des Bogen-
mafles heift Radiant (rad). Zwischen Winkelgréfie o im Gradmaf$l und z im
Bogenmafl besteht der Zusammenhang

360° 271

4.6.2 Sinus- und Kosinusfunktion
Beschreibt man einen Winkel im Bogenmafl, so konnen der Grofle x Funkti-
onswerte geméf} folgender Festlegung zugeschrieben werden:

Definition: Unter dem Sinus bzw. Kosinus eines Winkels x (sinz bzw.
cosz) versteht man die Ordinate bzw. Abszisse des Schnittpunktes des
freien Schenkels des Winkels x mit dem Einheitskreis.

4.6
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ey
'

sinx

[
>

sin x

Y

= Ordinate von P

COos X

Abb. 4.19. Sinus und Kosinus im Einheitskreis

= Abszisse von P

Mit dieser Definition im Einheitskreis erhalten wir die trigonometrischen Funk-

tionen sin und cos als Funktionen auf IR:

iy‘

sin :
CoS :

cos(x)
y

IR—1IR mit
IR—1IR mit
A

¥

x +— sin(z)
x +— cos(z).

sin(x) /><

Abb. 4.20. Sinus- und Kosinusfunktion

Al

Visualisierung mit MAPLE: Auf der CD-Rom befindet sich eine
Animation, in der gezeigt wird, wie durch Projektion des rotierenden

Punktes P auf die z-Achse bzw. y-Achse jeweils die Sinus- bzw. Kosinusfunk-
tion entstehen.

Eigenschaften der Sinus- und Kosinusfunktion:

f(z) =sinz

f(x) =cosx

Definitionsbereich
Wertebereich
Periode
Symmetrie
Nullstellen
relative Maxima,
relative Minima

R
[_17 1]
27
ungerade
Ty =N
Tp=75+k 21
T = %ﬂ' + k- 27

R
[_17 1]
27
gerade
Tp =% +nm
=k 27
T =7+ k27

n, ke’
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Die allgemeine Sinusfunktion. In den Anwendungen kommen Sinus und
Kosinus nicht nur mit dem Argument x, sondern in der allgemeineren Form

y(x) =asin(bz+c)+d bzw. y(z)=acos(bx+c)+d

vor. Im Folgenden diskutieren wir die Bedeutung jedes der Parameter einzeln:
(1) Bedeutung von a: Der Faktor a in
y(xz)=a-sinx

gibt die maximale Amplitude der Funktion an. Der Wertebereich dieser
Funktion ist W = [—a, qa] .

Beispiel 4.39. y(z) =2-sin(z) = Amplitude 2.

A 2 sin(x)

Abb. 4.21. Amplitude a

(2) Bedeutung von b: Der Faktor b in
y (x) = sin (bx)

bewirkt eine Verédnderung der Periode gegeniiber der reinen Sinusfunktion.
Die Periode p von sin (bz) erhélt man, wenn das Argument des Sinus die

dritte Nullstelle liefert, also fiir
bp=2r = |p=<F|Periode.

/A Damit verkleinert sich die Periode fiir b > 1 und vergréBert sich fiir
b<1.

Beispiel 4.40. y (z) =sin (2z) = Periode: p= 2 = 7.

Abb. 4.22. Periode p = ZT“
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(3) Bedeutung der Konstanten c¢: Die Konstante ¢ in
y (x) = sin (z + ¢)

bewirkt eine Verschiebung der reinen Sinusfunktion entlang der x-
Achse. Man bezeichnet ¢ auch als Phase oder Nullphase. Die erste Null-
stelle von sin(z 4 ¢) findet man, wenn das Argument = + ¢ Null wird:

sin(z4+¢)=0 = zp+c=0 = z9=—c
A Fiir ¢ > 0 wird die Kurve um z nach links verschoben.

A Fiir ¢ < 0 wird die Kurve um z nach rechts verschoben.

Beispiel 4.41. y = sin(z +7/2) = Kurve um 7/2 nach links verschoben.

N sin(x+7/,
w2 |

Abb. 4.23. Verschiebung entlang der xz-Achse

(4) Bedeutung der Konstanten d: Die Konstante d in
y(z) =sin(z)+d

bewirkt eine Verschiebung der reinen Sinusfunktion entlang der y-
Achse um den Wert d.

Beispiel 4.42. y () = sin (z) + 2 = Verschiebung um 2 in y-Richtung:

sin(x)+2

Ol 7 \ ///27t Abb. 4.24. Verschiebung entlang
T der y-Achse

Damit haben wir die Parameter, die in der allgemeinen Sinusfunktion auftre-
ten, separat behandelt und deren Bedeutung beschrieben. Abschlieflend fehlt
noch die Diskussion, wenn alle Parameter gleichzeitig auftreten:
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(5) Zusammenfassende Diskussion der allgemeinen Sinusfunktion:

Aus der Funktionsgleichung der allgemeinen Sinusfunktion liest man direkt
die Amplitude a ab. Die Periode p berechnet sich iiber b durch p = 27”. Die
Nullphase ¢ liest man an der ersten Darstellung ab, wahrend die Phasen-
verschiebung —¢ aus der zweiten Darstellung ersichtlich ist. Zusammen-
fassend erhalten wir die folgende Tabelle

zusammen mit dem Graphen der allgemeinen Sinusfunktion:

A

a

Abb. 4.25. Allgemeine Si-

-a nusfunktion

p=2n/b

X >

-clb y=a sin(b(x+c/b))

Beispiel 4.43. u (t) = 2 sin (¢ + 17) . Ausgehend von der reinen Sinusfunk-
tion sin (¢) gehen wir zur doppelten Amplitude iiber: 2sin (¢) . AnschlieBend
modifizieren wir die Periode zu p = 2 = 47 und erhalten 2 sin (%t) Da-
nach beriicksichtigen wir die Phasenversi:hiebung von —, da 2 sin (%t + %ﬂ‘) =
2sini (t+ ).

2sin(t)

sin(t)

t 47:

2sin(1/21t)

2sin(1/2 t + 1/27)
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4.6.3 Tangens- und Kotangensfunktion

Ausgehend von der Sinus- und Kosinusfunktion kénnen wir analog der geome-
trischen Interpretation die Tangens- und Kotangensfunktion als Quotient von
Sinus und Kosinus bzw. von Kosinus und Sinus definieren. Dabei ist allerdings
zu beachten, dass die Nullstellen des jeweiligen Nenners aus dem Definitions-
bereich auszuschlieflen sind.

Definition: )
tan : R\ {§ +k-m, k€Z} —IR mit 2z tanz:= SIE
cos T
heifit Tangensfunktion.
coS
cot :IR\{k-7, k€Z}—IR mit z— cotz:=— a
sin x
heifit Kotangensfunktion.
A
cot(x) 1ol tap(x)
y
T b 27 x'
-10
Abb. 4.26. Tangens- und Kotangensfunktion
Eigenschaften der Tangens- und Kotangensfunktion:
f(x) =tanx f(x) =cotx
Definitionsbereich | R\ {5 + k-7, k€ Z} | R\ {k -7, k € Z}
Wertebereich R R
Periode T 7r
Symmetrie ungerade ungerade
Nullstellen Ty =N-T Tp=%+n-m
Pole rp=75+tkm Tz =k -7
Asymptoten r=45+km z=k-m k,neZ
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© 4.6.4 Zusammenstellung wichtiger trigonometrischer Formeln

Fiir die trigonometrischen Funktionen gelten fiir alle x, z1, 2 € IR die folgen-
den wichtigen Beziehungen:

(1) Symmetrieverhalten

sin(—z) = —sin(x)

cos(—x) = cos(x)

tan(—x) = — tan(z) cot(—z) = — cot(x)

(2) Verschiebungsidentitéten

| sin x = cos (x— 1)

5 cos:v:sin(ac—i—%) |

(3) Nach dem Satz von Pythagoras

(4) Es gelten die Additionstheoreme

(5) Aus den Additionstheoremen ergeben sich weitere, oft verwendete Formeln

sin(2x) = 2 - sinx cos x

sin (3z) = 3 sin(x) — 4sin® (2)

cos (2z) = cos? (z) — sin? (z)

cos (3x) = —3 cos(x) + 4 cos® ()

(6) und
1

2 1
==(1— 2 =
sin“x = 5 (1 — cos (2z)) T tonZa

tan? x

2 1
—1( 27)) = — T
cos®r = 5 (1 +cos (2z)) [ ton s

Grundlegend sind die Formeln (4). Alle anderen Beziehungen kénnen auf diese
Additionstheoreme zuriickgespielt werden.
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4.7 Arkusfunktionen

Die trigonometrischen Funktionen ordnen jedem x genau einen Funktionswert
y zu. Oftmals stellt sich aber das umgekehrte Problem: Gegeben ist der Funk-
tionswert einer trigonometrischen Funktion und gesucht ist das zugehdorige
Argument.

J Beispiel 4.44. In einem RL-Kreis ist die Phase ¢
y zwischen der angelegten Eingangsspannung

tan ¢
I A ___j___j Ug(t) = Uy sin(wt)
Ve und der am Ohmschen Widerstand abgegriffenen Aus-

o gangsspannung
Uy
Ujs(t) = ———— sin (wt +
A(t) R+ (WL ( ©)
bestimmt durch
tany = %.

Gesucht ist die Phase . Die Umkehrung der Tangensfunktion ist nicht eindeu-
tig, da der Tangens wie alle anderen trigonometrischen Funktionen periodisch
ist. Man schrankt daher den Definitionsbereich so ein, dass auf dem einge-
schrinkten Definitionsbereich eine monotone Funktion entsteht. Die Umkehr-
funktionen der trigonometrischen Funktionen sind die Arkusfunktionen.

A Merke: Grundsitzlich lassen sich die trigonometrischen Funktionen in IR
nicht umkehren. Schrinkt man den Definitionsbereich jedoch auf ein Intervall
ein, in dem die Funktionen sich streng monoton verhalten, so sind auf diesem
eingeschrinkten Intervall die trigonometrischen Funktionen umkehrbar. Die
unten gewihlten Einschrinkungen des Definitionsbereichs liefern jeweils den
sog. Hauptwert der Funktionen.

Bemerkung: Da die Arkusfunktionen die Umkehrfunktionen der trigonome-
trischen Funktionen sind, erhélt man den Graphen dieser Arkusfunktionen
durch Spiegelung der jeweiligen trigonometrischen Funktion an der
Winkelhalbierenden. Definitionsbereich und Wertebereich der Arkusfunk-
tionen ergeben sich aus dem Wertebereich und Definitionsbereich der zugehori-
gen trigonometrischen Funktionen.
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© 4.7.1 Arkussinusfunktion
Die eingeschrinkte Sinusfunktion

sin : —I,Z —[=1,1] mit z+—sinz
22

T ’2’} streng monoton wachsend. Folglich existiert die Um-

kehrfunktion Arkussinus

ist im Intervall [

T . :
f} mit x> arcsin (z).

|—|

arcsin : [—-1, 1] — g

[\]

Man beachte, dass damit arcsin(sin(z)) = # fiir alle z € [-Z, Z] und
sin (arcsin (y)) = y fir alle y € [-1, 1].

A
n/2
arcsin(x)
y
> - 0 x 1
-/2
Sinusfunktion Arkussinusfunktion
Eigenschaften der Arkussinusfunktion:
sin(x) arcsin(z)
Definitionsbereich %, Z] -1, 1]
Wertebereich -1, 1] [-%, %]
Nullstelle x9g =0 x9g =0
Symmetrie ungerade ungerade
Monotonie streng monoton wachsend | streng monoton wachsend

Beispiele 4.45:

@® arcsin0 =0, arcsin (%) =&, arcsin (% \/5) =7

@ Gesucht sind alle Losungen der Gleichung sinx = 0, 5.
Wegen sinz = 0,5 folgt © = arcsin(0,5) = . Wegen der Periodizitdt von
sinx = sin(x + 27) und sin (7 — x) = sinz folgt insgesamt
L={zcR:z=%+k-2roderz =3r+k-2r mitk cZ}.
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© 4.7.2 Arkuskosinusfunktion
Die eingeschrinkte Kosinusfunktion

cos: [0, 7] — [-1,1] mit z— cosz

ist im Intervall [0, 7] streng monoton fallend. Daher existiert die Umkehrfunk-
tion Arkuskosinus

arccos : [—1, 1] — [0, 7] mit x> arccos(z).
A
T
A
1
cos(x) arccos(x)
> /2
0 /2 e T
in-1
X 0 x 1
Kosinusfunktion Arkuskosinusfunktion
Eigenschaften der Arkuskosinusfunktion:
cos(x) arccos ()
Definitionsbereich [0, 7 [—1, 1]
Wertebereich -1, 1) [0, 7]
Nullstelle 5 1
Monotonie streng monoton fallend | streng monoton fallend

Beispiel 4.46. arccos 5 = 0, arccos% =%, arccos (—0,237) = 1,8101.

© 4.7.3 Arkustangensfunktion
Die eingeschriankte Tangensfunktion

tan : (—g, g) — IR mit x+— tanzx

ist im Intervall (—g, g) streng monoton wachsend und hat als Wertebereich
ganz IR. Folglich existiert die Umkehrfunktion Arkustangens

arctan : IR — (fg, g) mit x +— arctan (z).



4.7  Arkusfunktionen 185
Z
tan(x)
A
/2.
0 ) arctan(x) y
-m/2 /2 >
-4 -2 0 2 x 4
-m/2
Tangensfunktion Arkustangensfunktion

Durch eine Spiegelung des Graphen der Tangensfunktion an der Winkelhalbie-
renden erhélt man den Graphen der Arkustangensfunktion. Damit werden die
Polstellen bei z = £5 von Tangens zu Asymptoten bei y = —3 fiir 2 — —oo
und y = F fiir  — oo des Arkustangens.

Eigenschaften der Arkustangensfunktion:

tan (x) arctan (x)
Definitionsbereich (fg, g) R
Wertebereich R (f%, g)
Nullstelle To = z9g =10
Symmetrie ungerade ungerade
Monotonie streng monoton wachsend | streng monoton wachsend
Asymptoten rT==x7 y==3

Beispiele 4.47:

® arctan1 = 7,

2. arctan (—37) = —1,4651.

® Gesucht sind alle Losungen von tanz = /3. Mit 2 = arctan v/3 = 7 folgt

aufgrund der Periodizitdt des Tangens: IL ={z €IR:z = Z+k-7,

4.7.4 Arkuskotang
Die eingeschrinkte

ensfunktion
Kotangensfunktion

keZ}.

cot: (0, 7) = IR mit z— cot (z)

ist im Intervall (0, 7) streng monoton fallend und hat als Wertebereich ganz
IR. Folglich existiert die Umkehrfunktion Arkuskotangens

arccot : IR — (0, 7) mit a +— arccot (x).
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y A
A
cot(x) -
y
arccot(x)
> X a2
-4 -2 0 2 x 4
Kotangensfunktion Arkuskotangensfunktion

Eigenschaften der Arkuskotangensfunktion:

cot () arccot (x)
Definitionsbereich 0, ) R
Wertebereich R (0, m)
Nullstelle To = 5 —
Monotonie streng monoton fallend | streng monoton fallend
Asymptoten =0 y=20

r=m y=m

Beispiel 4.48. arccot (0) = 5, arccot1l = 7.

Bemerkungen:

(1) Auf Taschenrechnern kommen die elementaren Funktionen arcsin, arccos,
arctan, arccot nicht als Tasten vor, sondern man verwendet Symbole wie
z.B. [NVl und fiir den arcsin bzw. entsprechende Tastenkombinationen
fiir die anderen inversen trigonometrischen Funktionen.

auf den meisten Taschenrechnern. Wegen der Beziehung

kann man ihn aber dennoch berechnen.

Der Arkuskotangens spielt in der Praxis keine Rolle. Er fehlt daher auch

Denn es zeigt sich, dass dhnliche Formeln wie die fiir den arccot auch
fiir die anderen trigonometrischen Umkehrfunktionen existieren. Es

ilt
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(4) Zu den Funktionen sin, cos,tan und cot gibt es unendlich viele Interval-
le, in denen die betreffenden Funktionen streng monoton wachsend sind.
Aus diesem Grund lassen sich beliebig viele Umkehrfunktionen angeben.

Die oben genannten stellen jeweils den sog. Hauptwert dar. Die Umkehr-

funktionen der trigonometrischen Funktionen werden auch zyklometrische

Funktionen genannt, weil sie fiir die Kreisberechnung von Bedeutung sind.

(5) Es gelten die folgenden Beziehungen zwischen den Areafunktionen:

arcsin(z) =  —arcsin(—z) = J —arccos(z) = arctan A=
arccos(r) = m—arccos(—x) = T —arcsin(z) = arccot i
arctan(r) =  —arctan(—z) = § —arccot(r) = arcsin \/ﬁﬁ
arccot(r) = m—arccot(—x) = T —arctan(z) = arccos \/1”_”~_7

MarLe-Worksheets zu Kapitel 4

ey
heig

MAPLE zur Verfiigung.

Grundbegriffe und allgemeine Funktionseigenschaften

Polynome

Rationale Funktionen

Potenz- und Wurzelfunktionen
Exponential- und Logarithmusfunktion
Hyperbolische Funktionen
Trigonometrische Funktionen
MAPLE-Losungen zu den Aufgaben

Die folgenden elektronischen Arbeitsblitter stehen fiir Kapitel 4 mit
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18 4.8 Aufgaben zu elementaren Funktionen

4.1 Bestimmen Sie den gréftmoglichen Definitionsbereich sowie den Wertebereich

der folgenden Funktionen ,

x
a) f(z) = $2;1 b) y =In|z| C)f(x):m
T — x
d = — el7l f -
) f@) =2 o) y=e )£ @) =
4.2 Bestimmen Sie das Symmetrieverhalten und gien maximalen Definitionsbereich
a) f(z) =42 — 16 b) f(z) = 2::_1 ¢) f(z) =sinz - cosz
T
2
2 ozt =1 1
Q) f@) =l =16 o fw) =T 0 f) =
4.3 Man untersuche auf Monotonie
a) y =z b)y=+vz—1firz>1 c)y=z>+2z d) y =€
4.4 Wie lautet die Umkehrfunktion von
a) f:IRso — 7 b) f:IRso — 7?
xT — Y= (21.1) €T — y:\/Sm
¢c f:IR — 7 d) f:Rs_1 — 7
T yZQe“_% T yziﬂ

4.5 Bestimmen Sie die Polynomfunktion kleinsten Grades, die durch die folgenden
Punkte geht: (-3, 11); (=1, 7); (0, 5); (4, —3).

4.6 Bestimmen Sie die Nullstellen folgender Funktionen:
a) f(x) =% +22% — 132 + 10
b) f(z)=2%—2>+2
c) f(z) =2 —22% - 2522 + 50z

4.7 Man berechne mit dem Horner-Schema den Funktionswert der Funktion f (x)
an der Stelle z¢ fiir
a) f(x)=a%—22> — 32+ 1;20=2
b) f(z) =01z +2°+22% —4; 20 =3.

4.8 Gibt es Polynome, die keine Nullstellen besitzen?

4.9 Man berechne mit dem Newton-Schema die Koeffizienten der ganzrationalen
Funktion vom Grade < 3, welche durch die Wertepaare
(07 1)7 (17 0)7 (27 5)7 (_17 2) geht

4.10 Bestimmen Sie die Nullstellen der Funktion
a) f(z) =32 +32> -3z -3
b) f(z) = 2* — 1322 4 36

4.11 Welches Polynom kleinsten Grades geht durch die Wertepaare
(_1, 0)7 (07 1)7 (17 2)7 (27 6)?

4.12 Faktorisieren Sie mit MAPLE das Polynom

225 +32° —632* — 552 + 65722 + 2162 — 2160

4.13 Bestimmen Sie mit MAPLE alle Nullstellen von
a) 7x* — 5923 + 1922 + 166z — 1008
b) 2 — 2% — 1002 + 310
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Werten Sie mit MAPLE die Polynome aus Aufgabe 4.13 an der Stelle zo = 4
aus, indem Sie entweder mit unapply den jeweiligen Ausdruck in eine Funktion
konvertieren oder indem Sie mit dem subs-Befehl diese Stelle in das Polynom
einsetzen.

Zeichnen Sie mit MAPLE die Funktion z® — 22 — 100 z 4+ 310 und lesen Sie aus
dem Schaubild die Extremwerte ab.

Faktorisieren Sie mit MAPLE das Polynom soweit moglich. Erstellen Sie das
Horner-Schema zu diesem Polynom. Bestimmen Sie den Grad des Polynoms.
—172°% + 112" — 202° + 132” — 3z + 5627 + 42° — 152° + 352°

Wo besitzen die folgenden Funktionen Nullstellen, wo Pole?

24 —2 2 =522 —2x+24
a)y=——5— b)y=—37 5
2;15—2 x—é—Sx )—|—2$
x®—2x+1 x—1
I B — d B e
V=" T e

Bestimmen Sie fiir die folgenden gebrochenrationalen Funktionen: Nullstellen,
Pole, Asymptoten im Unendlichen. Zeichnen Sie mit MAPLE den Funktions-

graphen und die Asymptoten. )
_ a’—4 _ 2°-6224122-8 _ a3-522482—4 _ (z—1
a)y =iz b)y=*""—"r"r" ) Y= rsarriaess DY= E-:-&-l;?

Bestimmen Sie mit MAPLE die Null- und Polstellen der Funktion

23— 62 — 122+ 49
(z—2)(x—7)

h(z) =

indem Sie Zahler und Nenner in Linearfaktoren zerlegen. Bestimmen Sie die
Asymptoten und zeichnen Sie die Funktion zusammen mit ihren Asymptoten in
ein Schaubild. Zeichnen Sie die Funktion in der Ndhe der Null- und Polstellen.

m4+z374z274z
e
mit MAPLE in die folgenden Ausdriicke um:

) (z4+2)(z+1)(z—2) b) 2423 —422 4o ) (z+2)(z—2)
) T ia? o1 (z—1)(z11)2 ¢) G-D(atD)
d)

Gegeben ist die rationale Funktion . Formen Sie diese Funktion

1
4(90—1)(w+1)

x —
(z—1)(z+1)
Wird ein Kondensator mit Kapazitidt C iiber einen Ohmschen Widerstand R
entladen, so nimmt seine Ladung ) exponentiell mit der Zeit ab:

1
Q= Qoe RCE,

Zu welchem Zeitpunkt sinkt die Ladung unter 10 % ihres Anfangswertes Qo7

Stromkreis mit Induktivitdt L und Ohmschen Widerstand R. Beim Einschalten
einer Gleichspannungsquelle erreicht der Strom infolge der Selbstinduktion erst
nach einiger Zeit den nach dem Ohmschen Gesetz erwarteten Endwert io. Es
gilt

i (t) = io (1 —e*%t> .
Berechnen Sie fiir io = 4A, R = 5Q, L = 2.5 H den Zeitpunkt, bei dem die

Stromstérke 95 % des Endzustandes erreicht hat. Skizzieren Sie die Strom-
Zeit-Funktion.
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4.33
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4. Elementare Funktionen

Bestimmen Sie die Parameter a und b der Funktion y = ae™*® 4 2 so, dass die
Punkte A = (0, 10) und B = (5, 3) auf der Kurve liegen.

Man l6se die folgenden Exponentialgleichungen
a) e 72T = 9 b) e +2e " =3

Welche Losung besitzt die logarithmische Gleichung
Invz+ 1.5 1In(z) = In(22)?

Bei einer geddmpften Schwingung x(t) = Ae 7' -sin(wt+¢p) kann
durch Messung der Amplituden zweier aufeinander folgenden Schwingungen die
Dampfung v bestimmt werden. Ist T' = ﬁ die Periodendauer der geddmpf-
ten Schwingung, = (to) = 200 und z (to +7') = 100 die Amplituden zweier

aufeinander folgender Schwingungen, so berechne man ~.

Rechnen Sie vom Grad- ins Bogenmaf} bzw. vom Bogen- ins Gradmaf} um :
Grad | 40,36° 278,19°

Bogen | 1.4171 —5.6213

Man leite aus dem Additionstheorem der Kosinusfunktion die Formel

’ sin?z +cos’z =1 ab.

Zeichnen Sie den Funktionsverlauf von
fx)=2-cos(2zx — 7).

Man bestimme fiir die folgenden Funktionen Amplitude A, Periode p, Phasen-

verschiebung:
a)y=2-sin(3z— %) b) y=5-cos(2x + 4.2)
c) y=10-sin(rx —37) d)y=24-cos(4z — %)

Skizzieren Sie den Funktionsverlauf der harmonischen Schwingung:
f{#)=2-sin(2¢—4)

Berechnen Sie
a) arcsin(1)  b) arcsin(3v/2)  c¢) arcsin(—$v/3) d) arcsin(0.481)
e) arccos(3) f) arccos(3v3)  g) arccos(—1) h) arccos(0.8531)
i) arctan(1) k) arctan(—+v/3) 1) arccot(—%) m) arccot($v/3)
Welchen Wert hat die Grofle =7
a) arcsinz = /4 b) arctanz = 0.7749 c) arccosz = 1.021

d) arccot z = 2.9208 e) (arccosz)? = 0.25
Man beweise sin (arccos (z)) = v/1 — z2. (Anleitung: Man setze y = arccos (z) .)

Zeigen Sie, dass fiir positive a innerhalb des Definitionsbereichs gilt
a) arcsin(a) = arccosv/1 — a? b) arccos(a) = arcsin /1 — a2

c) arccot(a) = arctan(%) d) arcsin(a) = arctan \/%

Vereinfachen Sie a) sin(arcsin(z)) b) cos(arccos(z)) c¢) sin(arccos(z))
d) cos(arcsin(x)) e) sin(arctan(z)) f) tan(arccos(z))

Geben Sie den Definitionsbereich der folgenden Funktionen an

a) y = x +arccos(r) b)y=+/x+arcsin(z) c)y= 7%+ arcsin(z—1)

Zeichnen Sie die Funktionen und bestimmen Sie den Wertebereich.
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5 Komplexe Zahlen

Die komplexen Zahlen stellen bei der Beschreibung von elektrischen Wechselstrom-
schaltungen ein unverzichtbares Hilfsmittel dar. Fast jedes Lehrbuch iiber die Be-
schreibung von elektrischen Schaltkreisen hat als einleitendes Kapitel eine Einfithrung
in die komplexen Zahlen. Einer der Griinde liegt darin, dass einfache Regeln von
Gleichstrom-Netzwerken sich auf Wechselstrom-Schaltungen iibertragen, wenn man
komplexe Widerstéinde einfiihrt.

Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich ein zusétzlicher Abschnitt iiber die Anwen-

dung der komplexen Zahlen bei der Beschreibung von RCL-Filterschaltungen.

Zunéchst behandeln wir die Grundlagen der komplexen Zahlen innerhalb der
Mathematik und beginnen mit einer mathematischen Problemstellung: Wie
wir im Abschnitt 4.2 {iber Polynome bereits festgestellt haben, besitzt jedes
Polynom vom Grade n in IR hochstens n verschiedene Nullstellen. Aber schon
beim quadratischen Polynom p (z) = 22 + 1 zeigt sich, dass dieses Polynom in
IR keine Nullstellen besitzt. Lost man die Gleichung 2% + 1 = 0 formal nach x
auf, so erhélt man

x1/2::|:\/—1 ¢IR,

Es hat sich als auBerordentlich erfolgreich erwiesen, den Zahlenbereich der
reellen Zahlen zu erweitern, indem man +/—1 als eine neue Einheit einfiihrt:

i:=+—1 (imaginidre Einheit).

Die Bezeichnung imagindre Einheit rithrt daher, dass sich die Wurzel jeder
negativen reellen Zahl als reelles Vielfache dieser Einheit darstellen ldsst:

V=5 =+v/—1-5=v—1-V5=5..

Alle reellen Vielfachen von ¢ nennt man die imaginédren Zahlen. Die Kombina-
tion von reellen und imaginéren Zahlen liefern die komplexen Zahlen:

Definition: Ausdriicke der Form

c:=a+1b mit a,be€lR

nennt man komplexe Zahlen und € := {¢ = a +ib; a,b € IR} die
Menge der komplexen Zahlen.
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Fiir b = 0 ist die Zahl ¢ = a + 07 = a € IR. Die reellen Zahlen sind also in den
komplexen enthalten. Die mathematische Bedeutung der komplexen Zahlen
liegt darin, dass jedes Polynom vom Grade n genau n Nullstellen besitzt (—
5.2.7 Fundamentalsatz der Algebra).

31 5.1 Darstellung komplexer Zahlen

Jede reelle Zahl entspricht einem Punkt auf der Zahlengeraden:

e

-2 -1 0 1 2

Durch die Definition der komplexen Zahlen als ”"Paare” ¢ = a + ib hat eine
komplexe Zahl zwei ” Komponenten”: eine rein reelle Komponente a und eine
imagindre Komponente ¢ b. Zur Darstellung von komplexen Zahlen geht man
also in die Zahlenebene iiber.

© 5.1.1 Algebraische Normalform
Komplexe Zahlen

c:=a+1b mit a,beIR

lassen sich mit Hilfe von zwei Zahlengeraden veranschaulichen (Abb. 5.1):
Wé&hlt man ein Koordinatensystem mit Abszisse a (Vielfaches der Einheit 1)
und Ordinate i b (Vielfaches der Einheit 7), so ist jede komplexe Zahl ein Punkt
dieser Ebene, der sog. Gaufischen Zahlenebene.

A S
Imaginarteil

]
|
|
|
|
I
|
P 1
a Realteil

Abb. 5.1. Darstellung der komplexen Zahl ¢ = a +¢b.

Man nennt

a = Re (c) den Realteil von ¢
b =TIm (¢) den Imaginérteil von c.
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/N Achtung: Sowohl der Real- als auch der Imaginérteil einer komplexen
Zahl sind reelle Zahlen. Man beachte daher: Der Imaginérteil einer komplexen

Zahl ¢ = a + b ist nicht i b, sondern nur die reelle Grofie Im (¢) = b !

Man bezeichnet die Darstellung der komplexen Zahl

c=a+1ib (Algebraische Normalform)

durch Realteil und Imaginérteil als algebraische Normalform. Als den Betrag
einer komplexen Zahl definieren wir den Abstand zum Nullpunkt

le| == Va2 + b2 = \/Re2 (¢) +Im? (c) (Betrag von c ).

Beispiele 5.1:

® ¢ =4+31 —  |a|=5.
@ cp=—-V2+42i — |02|:\/(§.
©) C3:—%—3i — |03|:\/%.
@ C4:1—3i — |C4|:\/10.
C, c,
Bemerkungen:

(1) Zwei komplexe Zahlen ¢; = a1 + ib; und co = ag + @by sind genau dann
gleich, wenn a; = ag und b; = by. Realteil und Imaginérteil sind also zwei
eindeutig bestimmte Kenngrofien einer komplexen Zahl.

(2) Eine komplexe Zahl ist also nichts anderes als ein Punkt in der komplexen
Zahlenebene.

(3) Esist iiblich, den vom Ursprung O zum Punkte ¢ weisenden Zeiger (Orts-
vektor) ebenfalls mit ¢ zu bezeichnen.

5.1.2 Trigonometrische Normalform
Fiithrt man den Winkel ¢ zwischen dem komplexen Zeiger ¢ und der positiven
IR-Achse ein, so gilt nach Abb. 5.1

cosp = % und singp = H

Ersetzt man in der algebraischen Normalform a = |c| cos ¢ und b = |¢|sin ¢,
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gilt fiir die komplexe Zahl

c=a+ib=|clcosp+i|c|siny

¢ = |c| (cos ¢ + isin @) (Trigonometrische Normalform).

Man nennt diese Darstellung die trigonometrische Normalform, mit
|c| dem Betrag der komplexen Zahl ¢ und
¢ dem Winkelargument (Winkel, Argument, Phase) von c.

Fiir ¢ = 0 ist ¢ nicht erklédrt! Die Phase einer komplexen Zahl ist nicht ein-
deutig, denn bei jeder vollen Umdrehung wird die Phase um 27 bzw. um 360°
verédndert.

Beispiele 5.2:

@ c¢5 = 3(cosd5° +isin45°). 3

C, 750° Cs
@ c¢g =4(cos150° + isin150°). 45

5.1.3 Exponentielle Normalform
Ersetzen wir in der trigonometrischen Normalform (cos ¢ + isin ) durch die
von Euler (1707-1783) eingefiihrten Abkiirzung

e := cos ¢ + ising (Eulersche Formel),

dann lésst sich jede komplexe Zahl schreiben als

c=lc|le? (Exponentialform).

Zunichst sehen wir die Eulersche Formel nur als Abkiirzung an. Per Kon-
vention wird das Argument ¢ bei der Exponentialform immer im Bogenmaf
angegeben.

Beispiele 5.3:

@ Exponentielle Normalform von ¢s: ¢ = 45°=%  — ¢5 = 3¢'i.
@ Exponentielle Normalform von cg: ¢ = 150°£%7r s cg =4l
® Exponentielle Normalform von speziellen komplexen Zahlen:
et =q; " =-1; ei%”:—i; e?mi = 1. m|
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© 5.1.4 Umformungen der Normalformen
Im Folgenden geben wir die Rechenschritte zur Umformung von den einzelnen
Normalformen an. Bei den komplexen Rechenoperationen wihlen wir dann
immer die geeignete Normalform aus.

(® Exponentialdarstellung = Trigonometrische Normalform:
Ist eine komplexe Zahl ¢ in der Exponentialform ¢ = |¢| e’ gegeben, so folgt
mit der Eulerschen Formel direkt die trigonometrische Normalform

¢ =|c|(cosp +isingp).

Ist die komplexe Zahl ¢ = |¢| (cos ¢ + isin @) in der trigonometrischen Normal-
form gegeben, so folgt mit der Eulerschen Formel ¢ = |c|e®. Gegebenenfalls
muss ¢ vom Grad- ins Bogenmafl umgerechnet werden.

Beispiele 5.4:

® c;=5€1" s p=372135°. = c7=5(cos135° +isin135°).
@ cg = /2 (cos60° + isin60°) — @ =060"=%. = cs =V2e'5. O

(® Trigonometrische Normalform = Algebraische Normalform:
Ist die komplexe Zahl ¢ = |¢| (cos ¢ + i sin ¢) in der trigonometrischen Normal-
form gegeben, folgt durch Ausmultiplizieren und Auswerten der trigonometri-
schen Funktionen die algebraische Normalform:

c=|clcosp +i |c|sinep
mit dem Realteil |c| cos ¢ und dem Imaginirteil || sin .
Ist die komplexe Zahl in der algebraischen Normalform ¢ = a + i b gegeben,

folgt die trigonometrische Normalform, indem der Betrag |c| und der Winkel
@ bestimmt werden:

Imaginarteil

|C| = AV, Cl2 =+ b2 [T=3 c=a+ib

b
tanpy = — = .
a T

of------=-

Realteil

AN Achtung: Bei der Berechnung des Winkels tan¢ = 3 durch die Um-

kehrfunktion arctan ist zu beachten, dass der Winkel nur im Bereich [—g, 5

angegeben wird (siehe Kap. 4.7). Der Winkel ¢ muss dann anhand einer Skizze
im Bereich [0, 2 7] spezifiziert werden.
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Beispiele 5.5:
@ cg=5(cos135° +isin135°) =5 (—3v2) +i55v2=—2vV2+i3V2.

@ ¢y :4\/54—24\/5
< |ero] = V16 24162 = 64 = 8,
4v2

&tango:mzl — p=45°=7.

= 10 = 8(cos45° + isin45°) = 8¢'%.

® 011:74\/572'4\/5.
s len|=vI6-2716-2 = /64 = 8,
ftanp = =12 =1 < o =45° +180° = 225°=5.

= c11 = 8(cos225° + isin225°) = 8¢li7,

INE

@ 012:\/§—i.
C—>|012|:\/3+1:2,

&tang&:;l:fl 3 c_>80:7300:3300£%7r'

V3 3
= 12 = 2(cos330° +isin330°) = 2¢' ™. O
AT iR A iR
Cio
(IR T,
1 R \ 30 E R

(® Die komplex konjugierte Zahl

AR

Um die Division von zwei komplexen Zah-
len zu bestimmen, bendtigen wir noch einen
neuen Begriff. Wir fiihren hierfiir zu der kom-
R plexen Zahl ¢ die komplex konjugierte
Zahl ¢* ( bzw. ¢) ein, die aus ¢ durch Spie-
e* gelung an der reellen Achse hervorgeht:

\

Abb. 5.2. ¢ und c*

Definition: ¢* := a — i b heifit die zu ¢ = a + i b komplex konjugierte
Zahl.
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Aufgrund der Definition der komplex konjugierten Zahl folgt

Man erhélt also die zu ¢ komplex konjugierte Zahl sehr einfach, indem man
formal i durch —i ersetzt. Es gilt damit natiirlich (¢*)* = c.
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5.2 Komplexe Rechenoperationen

Was unter Summe, Differenz, Produkt und Quotient zweier komplexer Zah-
len zu verstehen ist, wird nicht durch die Konstruktion der komplexen Zahlen
festgelegt. Man muss diese Verkniipfungen neu definieren; aber natiirlich so,
dass fiir den Spezialfall Imaginérteil gleich Null die bereits festgelegten Ver-
kniipfungen in IR herauskommen.

Seien im Folgenden ¢; = ay +ib; und ¢ = as + i by zwei beliebige komplexe
Zahlen. Dann definiert man:

5.2.1 Addition

c1 +co = (a1 —|—a2) —|—Z(b1 —l-bz)

Die Addition zweier komplexer Zahlen bedeutet die Addition der Realteile und
die Addition der Imaginérteile. Die Addition wird in der algebraischen Nor-
malform durchgefiihrt.

Beispiele 5.6:
@ 1 =9-24,¢c0=4+1.
c1+co = (9+4)+Z (—2+1) =13 —1.
@ ¢1 = 3(cos30° +isin30°), co =4+ 4. Um ¢; und ¢y zu addieren, muss die
Zahl ¢y erst in die algebraische Normalform umgeformt werden:
c1 =3cos30° +¢3sin30° = 2,598 +41,5.
=c1+ce=1(2,5984+i1,5)+ (4+1i) =6,598+1i2,5. O

5.2.2 Subtraktion

Ccl — Co i= (a1 — ag) +’L(b1 — bz)

Die Subtraktion zweier komplexer Zahlen bedeutet die Subtraktion der Re-
alteile und die Subtraktion der Imaginérteile. Die Subtraktion wird in der
algebraischen Normalform durchgefiihrt.

Beispiele 5.7:

D c1=9—-2%,c0=4+1.
(- =(9—20)—(4+i)=9—4+i(-2-1)=5—i3.
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@ ¢ =2¢%%, ¢g =4 —24. Um ¢; und co voneinander zu subtrahieren, wird
¢y erst in die algebraische Normalform umgeformt:
o =T=45° < ¢y =2ei’ =2 (cos45° + isin45°)

1 1
:2§ﬁ+z‘25f2:1,414+z‘1,414.

=y —cy = (1,414 +i1,414) — (4 — 2i) = —2,586 + 3,414i. O

Geometrische Interpretation. Da die Addition und Subtraktion zweier
komplexer Zahlen analog den entsprechenden Regeln der Vektorrechnung er-
folgen (némlich komponentenweise), entspricht die graphische Darstellung der
Rechenoperationen dem Krifteparallelogramm, also der Vektoraddition bzw.
-subtraktion.

A iR A iR

C.

-
Addition C4 Subtraktion

Abb. 5.3. Addition und Subtraktion von komplexen Zahlen

Bemerkung: Obwohl eine komplexe Zahl nur einen Punkt in der komplexen
Zahlenebene darstellt, wird wegen obiger Interpretation der ” Vektoraddition”
eine komplexe Zahl oftmals mit dem Zeiger (Ortsvektor) identifiziert.

© 5.2.3 Multiplikation

C1:Co = (a1 as — by bQ) —|—i(a1 bs + by ag)

Diese Formel fiir die Multiplikation ergibt sich, wenn (a; +iby) - (ag + i b2)
nach dem Distributivgesetz fiir reelle Zahlen gliedweise ausmultipliziert und

die Definition von 32 = —1 ausgenutzt wird:

C1 - C2 = (al +’Lb1) . (02+’ib2)
= (alag+a1ib2+ibla2+ib1ib2)
= a1a2+i2b1b2+ia1b2+ib1a2
= (a1a2 —b1 b2)+2 ((11 b2—|—b1a2).
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Beispiele 5.8:

@ 1 =9-2i,¢c0=4+1.
c1oea=(9—20) (4+1i)=(36+2) +i (9—8) =38 +1i.

@ Fiir das Produkt von ¢ = a + i b mit der komplex konjugierten Zahl ¢* =
a—1b gilt

c-c*=(a+ib) (a—ib) =a®+b> =|c.

Damit erhélt man folgende wichtige Formel fiir |c|:

le] = Va? + b2 =+c-c* o

Geometrische Interpretation: Zur geometrischen Interpretation fithren wir
die Multiplikation nochmals aus, jetzt allerdings gehen wir von der trigonome-
trischen Normalform von

c1 = le1| (cospr +ising;) und ey = |ea| (cos g + isin o)
aus. Gliedweises ausmultiplizieren liefert
1 - ca = |e1] (cos iy + isingr) - |ea] (cos g + isin pa)
= |c1||e2] {[cos p1 cos g3 — sin @1 sin @a] + 4 [sin @1 cos w2 + cos 1 sin s}

Wenden wir nun die Additionstheoreme fiir cos (1 + ¢2) und sin (1 + @2)
aus Kapitel 4.6.4 an:

cos (1 + p2) = cOSy COS s — sin i sin ps
sin (o1 +2) = sing; cospa + cosp; sin ey,

so erhalten wir als Produkt

c1-cz = [e1] - |ea - (cos (p1 + p2) +isin (1 + ¢2)) .

Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen bedeutet die Multiplikation der
Betrige und die Addition der Winkel. Dadurch kann der Punkt ¢y -co leicht
in der Gaufischen Zahlenebene konstruiert werden.

Fiir die Darstellung in der Exponentialform folgt

c1-co = |e1] €91 - |ea] €792 = |e1] |ea eiler+p2)

Dies entspricht genau der Eigenschaft der reellen Exponentialfunktion:

%l . %2 — pT11 T2
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Multiplikation

Abb. 5.4. Multiplikation zweier komplexer Zahlen

© 5.2.4 Division

ﬂ._ a1 as + by by ; bias — a1by
e’ (a2)? 4+ (02)*  (a2)? + (b2)?

fiir cg #0

Diese Formel fiir die Division ergibt sich, wenn man formal & mit cj erweitert
und Zahler bzw. Nenner ausmultipliziert:

ﬂfﬂﬁ a1+ib1 ag—ibg (a1+ib1)(a2—ib2)

Co Co c§7a2+ib2.a2—ib27(a2+ib2)(a2—z’b2)

_ (a1 as + b1 bg) +1 (bl g — a1 bg)
(a2)? + (b2)*

/A Auch in C ist die Division durch 0 = 0 + 7 0 nicht erlaubt!

Geometrische Interpretation: Fiihrt man die Division in der trigonometri-
schen Normalform durch, so erhélt man unter Verwendung der trigonometri-
schen Formeln fiir cos (¢1 — ¢2) und sin (¢1 — ¢2) analog dem Vorgehen unter
Abschnitt 5.2.3

1 |er| (cosgr +isingy) e .
- = P = — (cos (p1 — Y2) + 1810 (Y1 — P2
o>~ Il (cos o £ isingn) |02|( (1 — ¢2) (1 — ¢2))
sowie
C_1 = —|01| ei<P1 =] @ ei(<P1—<P2)
ca  |ealeirz  egf '

Bei der Quotientenbildung zweier komplexer Zahlen werden die Betrége divi-
diert und die Winkel subtrahiert. Damit ist 2—; ebenfalls in der Gaufischen

Zahlenebene geometrisch zu konstruieren.
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Beispiele 5.9:

® g =9—-21, co=4+1.
Um % zu berechnen, erweitern wir den Quotienten mit ¢5 und multiplizie-
ren Z#hler und Nenner aus:

¢ 9—2i 4—1’_(9-4—2-1)+z’(—2-4—9-1)_2 .
o A+i 4—i 17 o :

@ ¢ =86'3™, ¢y = 4(cos60° + isin 60°) .
Um E—; zu berechnen, stellen wir ¢z in der Exponentialform dar. Da 60°=%
gilt
c2 = 4 (cos60° + isin60°) = 4¢'5.
Damit folgt
1 geism
e i

wly

—2.i(57F) — 9™ — _9, O

Beispiel 5.10. Gegeben seien ¢; = 1 +iv3 und ¢s = —v/3+34. Man berechne
(i) e1 - co und (ii) 2. (ili) Man bestimme die exponentielle Normalform der
Zahlen und fithre nochmals die (iv) Multiplikation bzw. (v) die Division durch.

(i) e1-co=(1+iv3) (V3 +3i) = (=3 -3V3) +i (3-3) = —4V3.
1+ivV3 —v3-3i —V3+3V/3-3i-3i V3 1.

— — =i

.\ C1
11 _—= . — —
(i) 2 —V3+3i —/3-3i 3+9 6 2

(iii) Darstellung von ¢; und ¢5 in exponentieller Normalform
le1] =v14+3=2;tanp = 3@ =V3=p =002 = ¢ =2¢'5.
|cal =2V/3; tanp = —% Sp=r—3= %71':> cy = 23 i,

(iv) ¢ -ca =265 - 2V/3 3™ = 44/3 eI = —44/3.

€1 _ 2 i(z-2x) _ 1 ]
(V)a—z—\/ge(s 3)—3 3e7 '3, o
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© 5.2.5 Potenz
Die Potenz ¢" (n € IN) einer komplexen Zahl gestaltet sich in der trigonome-
trischen bzw. exponentiellen Normalform als besonders einfach. Gehen wir von
der komplexen Zahl ¢ in der exponentiellen Normalform aus: ¢ = |c| /. Dann
gilt

2

F=coc=lc e |c|e? = | 7

CcC =cC

3 2-c:|c|2ei2“’~|c|ei“’:|c|3ei3“’

Uusw.

Durch vollsténdige Induktion weist man direkt nach, dass gilt

bzw.

Diese sog. Moivresche Formel besagen, dass man ¢” dadurch erhélt, indem der
Betrag potenziert und der Winkel mit n multipliziert wird.

Beispiele 5.11:

@© Gesucht ist (2v2+ 1 2\/5)5 .
Um die komplexe Zahl ¢ = 2¢/2 4 i 2y/2 mit 5 zu potenzieren, miissen wir
sie zuerst in der exponentiellen Normalform darstellen:

| =vV4-2+4- _\/__4 .
23 _ =c=4e'7

tan p = SV l—p=
= 5 = 456155 = 10246117
@ Gesucht ist (\/§ — i)s .
Nach Beispiel 5.5 @ iszci c=V3—i= 2¢i% T,
= o8 = (26177) = 281 H O — 64t T — 64, o
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© 5.2.6 Wurzeln

Begriindung: Um zu zeigen, dass die komplexen Zahlen

= /e k=0,1,2,...,n—1

n-te Wurzel von ¢ sind, geniigt es zu zeigen, dass (W})" = c. Denn die n-
te Wurzel einer komplexen Zahl hat die universelle Eigenschaft, dass sie zur
n-ten Potenz genommen genau ¢ ergeben muss! Dies ist aber aufgrund der
Rechenregeln fiir das Potenzieren offensichtlich:

no. - . .
(W) = (V/]el) " =55 = e k2 — el i,
wenn man beachtet, dass e/ (?T527) = ¢ fiir k € IN ist. O

Die n-ten Wurzeln W}, sind fiir £k = 0,...,n — 1 voneinander verschieden, wie-
derholen sich aber fiir £ > n. Man beachte also, dass die n-te Potenz einer
komplexen Zahl eindeutig, die n-ten Wurzeln aber mehrdeutig sind.

Beispiele 5.12:

O (4/2+i4v2)° = (8¢ )T = VB

@ (-1)F = (1e7)F = {15 _01234}
—{e5,es , € e'sT 7r}. O

Sonderfall: Die n-ten Wurzeln aus 1: Jede komplexe Losung von Z" =1
heifit n-te Einheitswurzel. Mit Formel (x) folgt fiir ¢ = 1:

oL ) ;2m(n—1)

v = (1e)" =11, N e 1.
Der Betrag dieser Zahlen ist jeweils 1, d.h. die n-ten Einheitswurzeln liegen
auf dem Einheitskreis. Die Differenz der Winkel ist Jewells , so dass sie nach-
einander durch Drehung um =& 2” aus der 1 hervorgehen.
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Beispiel 5.13. Gesucht sind alle 9.-ten Einheitswurzeln:

0+k 27

1
1 It
(e = (19 ={V1e i k=0,....8}
_ 0 iZr  idr 6
= {le’, e ,eto ... € E }.
YA
47il9
eSm/Q e
eZm/S
8mi/9
e
2n/9 1 o
X
10mi/9
e e16ni/9
¥ g™

Abb. 5.5. 9.-te Einheitswurzel von ¢ = 1

n-1 ¥ +k- 27
Satz: Fiir n > 1 gilt: Z e n =0.

Begriindung;: Dieser Satz ist aufgrund seiner geometrischen Eigenschaft of-
fensichtlich, da e’ 525 die n-te Einheitswurzel der komplexen Zahl e*? dar-
stellt. Summiert man alle n Einheitswurzeln auf (Vektoraddition), so ergibt die
Summe Null; formal erhélt man diese Aussage iiber die geometrische Reihe,
denn ) ) . ()

Z el“""k 2m _nz: et ezk%’ :ei% nz—: (ei%"> — ei% Q =0

ot ,
k=0

n

dal—(e ") w1 1—0 o

Visualisierung mit MAPLE: Auf der CD-Rom befinden sich Work-
sheets, um komplexe Zahlen und die komplexen Rechenoperationen
graphisch darzustellen bzw. in Form von Animationen zu visualisieren.

© 5.2.7 Fundamentalsatz der Algebra
Wir interpretieren die Mehrdeutigkeit der n-ten Wurzel folgendermafien: Jedes
Polynom n-ten Grades der Form p (z) = 2™ —a (n € N, a € C) hat genau
n Nullstellen, ndmlich die n-ten Wurzeln von a. Diese Eigenschaft ldsst sich
auf beliebige komplexe Polynome vom Grade n verallgemeinern. Dies ist der
Inhalt des Fundamentalsatzes der Algebra, der auf F. GauB} (1797) zuriickgeht:
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Der Fundamentalsatz stellt zwar sicher, dass jedes Polynom n-ten Grades n
Nullstellen besitzt, er sagt aber nichts dariiber aus, wie diese Nullstellen zu
finden sind. Es gibt auch im Komplexen aufler in einfachen Spezialfillen keine
allgemeine Formel, wie die Nullstellen berechnet werden kénnen. Somit bleibt
wie im Reellen: Entweder die Nullstellen zu erraten und durch Polynomdivisi-
on den Grad zu reduzieren oder sie numerisch zu bestimmen.

Beispiel 5.14. Gesucht sind die Nullstellen von p(z) = 23 — 22 — 4.
Der Fundamentalsatz besagt, dass es genau 3 Nullstellen gibt. Um eine Null-
stelle zu erhalten, probieren wir z =0, £1, +2: < z = 2 ist eine Nullstelle.

Polynomdivision:
(23 -2z —4) : (2-2) = 22+22+2
23 =222
222 -2z
222 —4z
2z —4
2z —4
0

= (% —22-4)=(2-2) (z*+22+2).

Die quadratische Formel liefert zp,3 = =1+ 1 —-2=—1+1.
Die Nullstellen des Polynoms sind also: 2, —1 +4, —1 — 1. O

Bemerkung: Der Zusatz zum Fundamentalsatz lasst sich direkt nachrechnen:
Ist p(2) = an 2™ +an_12"" 1+ ...+ a1 2 + ag ein reelles Polynom und z eine
Nullstelle von p, dann ist z; ebenfalls eine Nullstelle von p:

p(z8) = an ()" Fan1()" .. +a12d +ao
an (Z8)" +an—1(207") +...+ a1 (20)" +ao
= (an2f +an—12l " +...+a120+ay) = (p(2)) =0"=0.0
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5.3 Anwendungen

5.3.1 Beschreibung harmonischer Schwingungen im Komplexen

Das aus der Mechanik bekannte Federpendel hat die Eigenschaft, dass bei
einer ungeddmpften Schwingung die Auslenkung aus der Ruhelage s(t) den

zeitlichen Verlauf s(t) = A cos(wt + ) besitzt. Das System schwingt mit der

Frequenz w = %, wenn D die Federkonstante und m die Masse ist. Diese

Funktion besitzt eine zeitlich konstante Maximalamplitude A und die Null-
phase ¢. Die Schwingungsdauer betrigt 7' = %’T Eine periodische Bewegung
mit einer Frequenz w und zeitlich konstanter Maximalamplitude A nennt man
harmonische Schwingung. Das zum Federpendel elektrische Analogon ist
der Spannungsverlauf U(t) = Ug cos(wt + ¢) in einem LC-Wechselstromkreis

mit der Frequenz w = (/2= bzw. der Schwingungsdauer T' = 27v/LC.
LC

Zur Beschreibung von harmonischen Schwingun- A
gen im Komplexen betrachten wir zunéchst die i
komplexe Zahl

hIm

c=cosy+isinp = e'¥. o Re

Da |c| = 1, ist ¢ eine Zahl auf dem Einheitskreis.
Projiziert man den Punkt ¢ auf die reelle Achse,
erhilt man den Realteil von ¢: Re(c) = cos;
projiziert man den Punkt ¢ auf die imaginére

Achse, so erhdlt man den Imaginérteil von c:
Im(c) = sin .

Variiert der Winkel ¢ als Funktion der Zeit ¢ = w-t (w = 27“ konstante

Kreisfrequenz), durchliduft | e?¥ = e™? | fiir 0 < t < T den Einheitskreis in der
q )

komplexen Ebene.

cos wt und sin wt sind die Projektionen des komplexen Zeigers e'“*

auf die reelle bzw. auf die imaginire Achse.

p’ " Visualisierung mit MAPLE: Auf der CD-Rom befindet sich die Pro-

zedur projektion, welche die Projektionen von e* auf die z- bzw.

! wird zusammen

mit seinem Real- und Imaginérteil animiert dargestellt, indem die Variable ¢

von 0 bis 27” variiert.

y-Achse zeichnet. Der im Einheitskreis laufenden Zeiger '

5.3
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Mit einer Nullphase ¢q folgt die komplexe Darstellung in der Form

COS (wt + 900) = Re (e’i(Wt-i-‘PO))
sin (wt + (;00) = Im (ei(th-HPO)) .

sin ot

Darstellung von Sinus und Kosinus
als Imaginér- und Realteil der

komplexen Funktion e™

Allgemein lisst sich damit eine harmonische Schwingung y(t) im Komplexen
schreiben als

g(t) = A(cos(wt+ @o) + isin(wt + ¢p))
_ Aei(Wt+<P0) — A i%o piwt

Also ist die komplexe Beschreibung einer harmonischen Schwingung

§(t) = Aeteo gt

gegeben durch die komplexe Amplitude A e*¥° und dem reinen Zeitanteil e*“?.

© 5.3.2 Superposition gleichfrequenter Schwingungen

Im Folgenden werden wir die Uberlagerung (Superposition) zweier gleich-
frequenter harmonischer Schwingungen im Komplexen berechnen. Gegeben
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seien z.B. zwei Wechselspannungen

w1 (t) = ug sin (wt + ¢1)
ug (t) = ug sin (wt + p2) .

Gesucht ist die Uberlagerung
w(t) =y (t) + usz (t) = Asin (wt + @)

mit Amplitude A und Phase .

Zur Berechnung der Uberlagerung interpretieren wir wu; (t) als Imaginérteil
der komplexen Schwingung 4y (t) = uy ! @) und uy (t) als Imaginirteil
von iy (t) = ug e!@¥2) und fithren die Uberlagerung im Komplexen durch.
Anschlieffend nehmen wir von dem Ergebnis die imagindre Komponente; sie
entspricht dann uy (t) + usg (¢) .

Methode:

wy (t) +ug (t) = Imay (¢) + Imdsg (¢) = Im (41 (£) + G2 (¢) =Ima (t) = w (2) .

I"Jbergang a(t) = upet@iten) — u ePret
ins Komplexe iy (t) = wuge!@H¥2) = yyeivzeiwt,
Komplexe a(t) = dy (t) + s (t)

Addition =y P it gy eiP2 it

— (ul X1 + Uy eiQOQ) elwt
Al eiwt — A ei(thrgp).

Die komplexe Amplitude der Superposition A e’ ergibt sich als Summe der
beiden Einzelamplituden u; e’?* und uy €*?2. Die Uberlagerung zweier gleich-
frequenter Schwingungen entspricht der vektoriellen Addition der komplexen
Amplituden. Die komplexe Addition kann damit sowohl zeichnerisch als auch
rechnerisch durchgefiihrt werden.

Ubergan )
~bergang, w(t) = uy (£)+us (£) = Tm (A @9)) = Asin (i + @)
ins Reelle

Bemerkungen:

(1) Auf dieselbe Weise erhilt man die Uberlagerung zweier Kosinusschwin-
gungen uy (t) = wuq cos (wt + 1), us (t) = ug cos (wt + ¢3), indem diese
Schwingungen als Realteil der entsprechenden komplexen Schwingungen
interpretiert werden. u (t) = Re (A e'“+#)) liefert dann den Kosinusan-
teil der Superposition.
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Im Aeiq)

A sin(¢)
U, sin(,)

u,sin(g,)

u,cos(p,) u,Cos(9,) Re

A cos(¢p)

Abb. 5.6. Graphische Addition der komplexen Amplituden

Ist eine Schwingung in Kosinusdarstellung u; (t) = aj cos (wt + 1) und
die andere in der Sinusdarstellung wus (t) = agsin (wt + 2) gegeben, so
muss eine gemeinsame Darstellungsform gewihlt werden. Entweder man
schreibt

. m
uy(t) = ay cos (wt + 1) = ay sin (wt + o1+ 5)

und fiihrt die Uberlagerung in der Sinusform durch oder man schreibt

. ™
uz(t) = ag sin (wt + @2) = as cos (wt + g — 5)

fiir die andere Schwingung und fithrt die Uberlagerung in der Kosinusform
durch.

N\ Achtung: Die Uberlagerung zweier harmonischer Schwingungen un-
terschiedlicher Frequenzen fiihrt i.A. nicht mehr zu einer periodischen
Funktion. Nur im Fall, dass das Verhéltnis der Frequenzen eine gebro-
chenrationale Zahl ist, erhélt man wieder eine periodische Funktion, aber
auch dann keine harmonische mehr. Siehe auch das zugehorige MAPLE-
Worksheet.

Zusammenfassend gilt also
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Beispiel 5.15 (Mit MaAPLE-Worksheet). Gesucht ist die Uberlagerung der
beiden Wechselspannungen

up (t) = 4sin(2t) und wus (t) = 3 cos (2t — %) .

Bevor man diese beiden harmonischen Funktionen iiberlagert, stellt man z.B.
ug (t) als Sinusfunktion dar:

us (t) = 3cos (2157 %) — 3sin (215* % i g) — 3sin (QH g)

Ubergang Gy (t) = 4ei2?

SN o w o
ins Komplexe 49 (t) = 3ci(2145) = 3¢i% ei2t,

Komplexe U (t) = ’&1 (t) + ﬁQ (t) , ‘ ‘
Addition = 4et?t 4 3¢i3 e”t:(4+3el%)el2t.

Addition der komplexen Amplituden in der algebraischen Normalform
c=4+4+3¢5 =443 (cosF +ising) =4+3(5+1i3V3) =55+1i2,6.

Darstellung von ¢ in Exponentialform

le| = /5,52 + 2,62 = 6,08,

tanp = PRt = 22— o =25,28°20.44.

=c=Ae¥ mit A=6,08 =044

= 4 (t) = 6,08 04 ei2t = 6,08 ¢! (2140-44),

Ubergan,
R, w(t) = Im (£) = 6,08 sin (2¢ + 0.44) .
ins Reelle

In Abb. 5.7 ist die Uberlagerung der beiden Schwingungen graphisch darge-

stellt:
&t
a
of
Oojo 2 a 1 ]

-61

o]

Abb. 5.7. Uberlagerung zweier gleichfrequenter Schwingungen

Dieses Verfahren lisst sich leicht auf den Fall der Uberlagerung von mehr als
zwei harmonischen Schwingungen mit gleichen Frequenzen iibertragen. O
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5.3.3 Beschreibung von RCL-Gliedern bei Wechselstrémen

Wir betrachten elektrische Netzwerke, die sich aus Ohmschen Widerstédnden,
Kapazitdten und Induktivitdten zusammensetzen. In Wechselstromkreisen be-
sitzen die Spannungen U(t) und die Strome I(t) zeitlich einen sinus- oder
kosinusférmigen Verlauf:

U(t) =Ugcos(wt+ 1) , I(t)=Ipcos(wt+ ps).

Wir gehen zu der komplexen Formulierung iiber und fassen sie als Realteile
der komplexen Funktionen

U(t) = U eilwtteor) U eiP1 giwt  — UO elwt
j (t) = I et(wttepz) = I eiP2 piwt _ fO eiwt
auf. Im Folgenden zeigen wir, dass sich das Ohmsche Gesetz auf die induktiven

und kapazitiven Schaltelemente iibertrigt, wenn man diese komplexe Formu-
lierung wéhlt.

(1) Ohmscher Widerstand R. Fiir einen Ohmschen Widerstand ist der
Zusammenhang zwischen Spannung und Strom gegeben durch | U(t) = R I(t).

Dieses Gesetz gilt auch fiir einen komplexen Wechselstrom I(t) = Iy ™.
— U(t)=RIpe™ = RI(t).

Ein Ohmscher Widerstand wird durch den reellen Widerstand R beschrieben.
Strom und Spannung sind in Phase.

(2) Kapazitit C. Bei einem Kondensator mit Kapazitéit C besteht folgender
Zusammenhang zwischen Ladung () und angelegter Spannung U':

d .
= I()=—2Q1)=C-U).
Speziell fiir U(t) = Uy e™* folgt
A A . / A~ . A~
ity =C (Tye™!) = Uye™ i = Ciw U (1),

Also ist der komplexe Widerstand

s U1 1
Ro = f(t)_iwC_ e

Einer Kapazitidt wird der komplexe Widerstand Re = ﬁ zugeordnet. Span-
nung und Strom sind um —90° verschoben.



5.3 Anwendungen 215

(3) Induktivitit L. Bei einer Spule mit Induktivitét L ist der Zusammenhang
zwischen Strom und induzierter Spannung durch das Induktionsgesetz

A

gegeben. Speziell fiir 1 (t) = Iy e™* folgt
A~ A~ . / A . A~
U(t)=L(Ie) = Llpe™ iw = iwL1(1).

FEiner Spule mit Induktivitdt L wird der komplexe Widerstand

zugeordnet. iwL liegt auf der positiven imagindren Achse. Die Phase zwischen
Spannung und Strom betriagt +90°; die Spannung eilt dem Strom um 90° vor-
aus.

Bemerkung: Bei diesen Uberlegungen wurde die Formel (ei‘*’t)l = jw e be-
nutzt. Diese Gesetzméfigkeit werden wir in Kap. 9.5.5 nachpriifen.

Im Wechselstromkreis diirfen also die bekannten Regeln fiir die Ersatzschal-
tung von Widerstinden wie im Gleichstromkreis verwendet werden, wenn bei
Kapazitat und Induktivitdt zu komplexen Widersténden iibergegangen wird!
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© 5.3.4 Beispiele fiir RCL-Wechselstromschaltungen

Beispiel 5.16 (RCL-Reihenschaltung, mit MaAprLE-Worksheet):

R

r—
T

Abb. 5.8. RCL-Kreis

Nebenstehendes Bild zeigt eine Reihenschaltung aus
je einem Ohmschen Widerstand Rgq, einer Kapazitét
C und einer Induktivitét L. Es addieren sich die kom-
plexen Einzelwidersténde zum komplexen Gesamtwi-
derstand

. R N 1

R=Ro+i(wL-2L).

Die Addition ist graphisch durch das Zeigerdiagramm gegeben.

~ I\ ~ N
R.| ~ U |~
R e U N
Vv ° R ) A U
L ® = @ > =>/I\
~ 1 R, - ~ U, -
R Uc
A 4 A 4
Zeigerdiagramm Spannungsdiagramm
Der Blindwiderstand ist
. 1
ImR=wL - —
wC’
der Wirkwiderstand ist
Re R = RQ

und der reelle Scheinwiderstand

R=|R|= /Ry + (wL- L)

Die Phase zwischen Spannung und Strom erhélt man aus

wL — L

tan p = ~ = ey
g ReR

Ro
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Diskussion: Multipliziert man die Widersténde jeweils mit I , erhélt man das
zugehorige Spannungsdiagramm:
(1) Ugq féllt am Ohmschen Widerstand ab und ist mit dem Strom I in Phase.
(2) Uyg fallt an der Induktivitét ab. Uy eilt dem Strom um 90° voraus.

(3) Uc fallt an der Kapazitidt ab. Uc hinkt dem Strom um 90° nach.

Fir R=1, L =1 und C =1 erhilt man die folgende graphische Darstellung
fiir den Ersatzwiderstand R(w) bzw. die Phase ¢p(w):
8

1
6
0.5
4 00 5
5 0.5
-1
0 T z 3 P 5 15
Ersatzwiderstand R(w) Phase p(w) O

Beispiel 5.17 (LC-Parallelkreis, mit MAPLE-Worksheet):
Fiir die in Abbildung 5.9 gezeichnete Schaltung be- L R,

rechnet man den komplexen Ersatzwiderstand, in- — YY1
dem zuerst L und Rs ersetzt werden durch den Rei- C
henersatzwiderstand R, = Ry + iwL. R, liegt pa- H
rallel zu C, so dass sich die Leitwerte addieren R,
1 —o._ o— 11—
Zy=1iwC+ ————. ®
iwL+ Ry Abb. 5.9. LC-Parallelkreis
Der komplexe Gesamtwiderstand setzt sich nun zusammen aus der Summe von
_ 1.
Ry und R, = 7
R R+ ! Ry + !
ges — 111 - —1u T~ . 1
Zy ’WC+7WL+R2
lech*leCRgile —wli 7R2
Rges = .

w2CL—-wCRyi —1

Man erkennt in dieser Darstellung, dass der Gesamtwiderstand eine komplexe
rationale Funktion in w ist und 2 der hoéchste auftretende Exponent. Dies
spiegelt die Tatsache wider, dass der Schaltkreis zwei Energiespeicher, namlich
C und L besitzt. Fiir die Werte C' = 20-1075, L = 20-1073, R, = 50, Ry = 500
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ergibt sich der Gesamtwiderstand als Funktion in w

R 0.8000 10~ w* 4 0.004960 w? + 550
9¢5 70,1600 10— 12 w* + 0.00009920 w2 + 1
(—0.8000108 w3 — 4.980w )i

0.1600 10~ 12 w* + 0.00009920 w2 + 1

Die Kurvenverldufe von Gesamtwiderstand und Phase in Abhéngigkeit von w
sind gegeben durch

1 200 W 4 0
500
0.2
400
-0.4
300
-0.6
200
-0.8
0 100 200 300 400 500 4
Gesamtwiderstand R(w) Phase p(w) 0O

MapLe-Worksheets zu Kapitel 5

Die folgenden elektronischen Arbeitsblédtter stehen fiir Kapitel 5 mit
MAPLE zur Verfiigung. Sie kénnen direkt durch Anklicken aus der
pdf-Version des Buches gestartet werden.

Darstellung komplexer Zahlen mit MAPLE
Komplexes Rechnen mit MAPLE

Visualisierung der komplexen Rechenoperationen
Uberlagerung von Schwingungen
RCL-Wechselstromkreise mit MAPLE
Ubertragungsverhalten von Filterschaltungen
MAPLE-Losungen zu den Aufgaben
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5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

5.10
5.11

5.12
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54

Geben Sie die Exponentialform der folgenden komplexen Zahlen an
a)3v3+4+3i b)—2-2i ¢)1—+3i d)5 e) —5i f) -1

Wie lautet die trigonometrische und algebraische Normalform von
s - 27 ; i Am
a) 3v2e'7 b)2e'3  ¢)e'™  d)4de's

Welches sind die zugehorigen komplex konjugierten Zahlen
a) 3+/2i b) 4 (cos125° + i sin125°)  ¢) 5e' 2™  d) v/3e 0734

Man bestimme die trigonometrische Normalform von

a) —14++v3i b)—1+i ¢c)V2++v2i d)—-3—4i

Berechnen Sie

5
a)2(5—-3i)—3(-2+i)+5(i—3) b)(3-29)> o 3_4i+45§i
d)(1—z‘)10 e)’2—4¢2 ) (141) (2+34) (4—24)

1+ 5—Ti (1+24)% (1—1)
Sei 21 = 1—id,20 = =2+ 4i, 23 = \/3 — 214. Wie lautet die algebraische
Normalform von
a) 25 +221 — 3 b) 222 — 321]° c) (23 —23)°
D for i+ 222 DIE== ni(z2+3)

52— 23" i) Im {222}

g) (22 +25) (11— 23))"  h) |2 + 252" +

Berechnen Sie ;
a) (—1+ \/§i)10 b) [2 (cos45° + i sin45°)]> c) (3\/5—1—32’)6 d) (Qei%’“)

Geben Sie im Komplexen alle Lésungen an von
a) z* 481 =0,

b) 26 +1 =31

Bestimmen Sie alle komplexen Lésungen von
a) 2° =22t — 24 +62-4=0

b)4at 4423 — T2 +2-2=0

Losen Sie Aufgaben 5.1 - 5.9 mit MAPLE.

Wie lauten der Real- und Imaginérteil der folgenden komplexen Zahlen

1T
—2+7i 1+i 1—i 143 2¢ 4 ;1200
b - d 26’
) 15 J1=i 9152 1-2i Yarpery 9%
£)3e % g) —5e '3 h)Te™ i) 2772 e %

Wie grof sind jeweils Betrag und Winkel?

Wie heilen die folgenden komplexen Zahlen in Exponentialform? (Verwenden
Sie zur Berechnung MAPLE.)
a) —1—1 b) —14+4 ¢)3+4i d) —-3—4¢ e)2¢ ) -2 g)1—21
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5.13

5.14

5.15

5.16
5.17

5.18

5.19

5.20

5.21

5. Komplexe Zahlen

Es sei 2z = z + iy und 2" die zu 2z konjugiert komplexe Zahl. Bestimmen Sie
mit MAPLE

a)a=|=2

Z*

b) b=TRe {z7°} c) c=1Im {z*%} d) d=1Im {(2*)"}

Berechnen Sie mit MAPLE o
a) () b (i+5) oA +i)eF]

Berechnen Sie mit MAPLE alle reellen und komplexen Lésungen der Gleichun-

9

gen
a) 2% =i b) 2= -1+iV3 ) 3225~ 243 =0
3, 4 _ 4, 14263 2o _
d) 2"+ 15 =0 e) z +72+271% =0 f) 22 —2i2+3=0

Bestimmen Sie mit MAPLE alle Nullstellen der Funktion 2% —3 23 +2 22 +2 2 —4.

a) Berechnen Sie den komplexen und reellen Scheinwiderstand fiir die in Abb.
1a skizzierte Reihenschaltung (R = 1009, C = 20uF, L = 0.2H, w = 10° %)
b) Bestimmen Sie den komplexen und reellen Scheinwiderstand fiir die in Abb.
1b skizzierte Parallelschaltung (R = 10092, L = 0.5H, w = 500%).

L

e e
| ]
Abb. 1a Abb. 1b

a) Man berechne den komplexen Scheinwiderstand der in Abb. 2a dargestellten
Schaltung als Funktion von w.

b) Man berechne den komplexen Scheinwiderstand der in Abb. 2b dargestellten
Schaltung bei einer Kreisfrequenz w = 300s~! fiir die Parameter Ry = 509,
L1 = 1H, RQ = 3009, Cl = IO/J,F7 R3 = QOQ, Lz = 1.5H.

Abb. 2a Abb. 2b

Gegeben sind die beiden Wechselspannungen w1 (¢) und wus () . Man bestimme
die durch Superposition entstehende resultierende Wechselspannung (w =314 %)
w1 (t) = 100V - sin (wt) uz (t) =150V - cos (wt — T)

und zeichne alle drei Graphen in ein Schaubild.

Die mechanischen Schwingungen y1 (t) = 20cm - sin (7t 4+ 75) und ya2 () =
15¢m - cos (7Tt + %) werden ungestért zur Uberlagerung gebracht. Wie lautet
die resultierende Schwingung? (Man rechne in der Kosinusdarstellung!)

Man zeige zeichnerisch, dass
3 cos (wt + %) +2 cos (wt + ) = A cos (wt + ¢)
mit A~ 5, ¢ ~ 36°.



Kapitel 6 6
Grenzwert und Stetigkeit —



| -

6

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5

Grenzwert und Stetigkeit ............... ... ... ... 221

Reelle Zahlenfolgen.............ooooiiiiiiiiiiiia 223
Funktionsgrenzwert ... 229
Stetigkeit einer Funktion ... 235
Intervallhalbierungs-Methode ............................ 237
Aufgaben zu Grenzwert und Stetigkeit ........................ 240

Zusatzliche Abschnitte auf der CD-Rom

6.6

6.6.1
6.6.2
6.6.3
6.6.4

MAPLE: Folgen und Grenzwerte............cccovvveviiinnnnnn.n. cd
Ermittlung von Grenzwerten mit MAPLE ...................... cd
Graphische Darstellung von Funktionsfolgen mit MAPLE... cd
Berechnung von Funktionsgrenzwerten mit MAPLE ......... cd

Bisektionsverfahren mit MAPLE ........ooooiiiiiiiiienn, cd



6 Grenzwert und Stetigkeit

Grundlegend fiir das gesamte Kapitel sind Grenzwerte von Zahlenfolgen. Auf dieser
Grundlage baut die Konstruktion des Funktionsgrenzwertes auf, der wiederum fiir
den Begriff der Stetigkeit benotigt wird. Etwas lax formuliert sind die stetigen Funk-
tionen die Funktionen, die bei einem zusammenhingenden Definitionsbereich keine
Sprungstelle aufweisen, d.h. ohne Unterbrechung gezeichnet werden kénnen. Fiir die-
se stetigen Funktionen werden wir das Bisektionsverfahren einfithren, um numerisch

die Nullstellen dieser Funktionen zu bestimmen.

6.1 Reelle Zahlenfolgen

In den meisten Tests zur Erfassung der Denkféhigkeit von Schiilern und Stu-
denten kommt eine Aufgabenstellung der Form vor: Gegeben ist

11 11
2747 6’8"
Man moge vier weitere Glieder dieser Folge angeben. Gemeint ist natiirlich

101 _ 1
100 120 T 140 16
finden, um das 100. Glied der Folge zu bestimmen. Hierbei ist dann nach der

Formel (—1)" 5- gefragt, in die man anschliefend n = 100 einsetzt. Eventuell
wird auch gefragt, welchem Wert die Folgenglieder fiir grole n beliebig nahe
kommen. Dann ist der Grenzwert der Folge gesucht. Wir definieren verallge-
meinernd:

Etwas schwieriger ist die Aufgabe, eine Gesetzméafigkeit zu

Definition: (Zahlenfolge). Unter einer reellen Zahlenfolge versteht
man eine geordnete Menge reeller Zahlen, indiziert mit 1, 2, 3,... .
Notation: (a,), = a1, az, ag,..., G, ... .

Die Zahlen a;, as, . .. heiflen Glieder der Folge, a,, das n-te Glied bzw. das
allgemeine Glied der Folge (Bildungsgesetz).

Beispiele 6.1:

® (an),=1,2,3,4,...,n,...; p = N.
@ (an), =1, %,%,%,...,%,...; an:%
® (an), =-1,+1, -1, +1, =1, +1,..; an, = (—1)".
® (an), = %, i,—%, %,—%,...; :( )21n.
® (an)n—()l, 0.11, 0.111, 0.1111,. = 0.1 und
Ap = Ap—1 + 107" fiir n > 2.

6.1
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Eine Zahlenfolge kann als diskrete Funktion F : IN — IR mit n — a (n) =
an aufgefasst werden. Die Funktion F' ordnet jeder natiirlichen Zahl n genau
eine reelle Zahl F' (n) = a,, zu. Hierbei tritt die Variable n als Index auf; die
Funktionswerte sind nummeriert.

Darstellung von Zahlenfolgen: Die Glieder einer Folge sind darstellbar auf

der reellen Zahlengeraden. Z.B. fiir a,, =

2%1 erhalten wir die Folge

111 1 1

(an), =1

die unten auf dem Zahlenstrahl dargestellt ist. Gem#fl der Interpretation als
diskrete Funktion kénnen Folgen auch tiber den Funktionsgraphen (siehe rechte
Abb.) dargestellt werden. Da die Funktion nur fiir n € IN definiert ist, diirfen
die Punkte nicht verbunden werden!

.85 a,
1Ll 1

a,

a2

0-1/16

Folge auf reellem Zahlenstrahl

1
1/4

1
12

(® Grenzwert einer Folge
Um das Verhalten der Folge a, =1 — 1 (n € IN) fiir grofie n zu diskutieren,
erstellen wir eine Wertetabelle

Folge als diskrete Funktion

n| 1 2 3 4 10 --- 100 1000 10000
ap | 0 3 3 3 0.9 0.99 0.999 0.9999
A Die Eigenschaften dieser Folge sind, dass

alle Glieder a,, kleiner als 1 sind und dass
mit wachsendem n die Glieder a,, sich
an die Zahl 1 annédhern. Damit wird der
Abstand zwischen den Folgengliedern a,,
und dem Wert 1 mit wachsendem n klei-
ner:

Abb. 6.1. Grenzwert der Folge 1 — %

—>

lap, —1] — 0 fiir n — oo.

Die Zahl 1 wird als Grenzwert der Folge a, =1 — % bezeichnet.
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Visualisierung mit MAPLE: Auf der CD-Rom befindet sich ein
MaprLE-Worksheet, bei dem man selbst Folgen spezifiziert und die-
se Folgen dann - sofern sie einen Grenzwert besitzt - in Form einer Animation

o

dargestellt werden.

Definition: (Grenzwert)

(1) Eine reelle Zahl a heifit Grenzwert oder Limes der Zahlenfolge
(@n)pen » Wenn es zu jedem € > 0 eine natiirliche Zahl ng gibt, so
dass fiir alle n > ng stets gilt

lan, —al <e.
(2) Eine Folge heifit konvergent, wenn sie einen Grenzwert besitzt. Wir

verwenden dann die Notation

n—oo .
a, — a oder lim a, = a.
n—oo

(3) Eine Folge heifit divergent, wenn sie keinen Grenzwert besitzt.

Definition (1) besagt, dass a der Grenzwert einer Folge ist, wenn der Abstand
von Folgengliedern zum Grenzwert, |a, — a|, beliebig klein (¢) gewihlt wer-
den kann und alle Folgenglieder a,, ab ng einen noch kleineren Abstand zum
Grenzwert a besitzen. Anschaulich formuliert bedeutet dies:

Folgerung: Eine Folge a,, konvergiert, wenn es einen Grenzwert a gibt,
so dass der Abstand

d=|ap—al -0 fir n— oo

Bemerkungen:

(1) Konvergiert eine Zahlenfolge gegen einen Grenzwert a, dann hingt der
Index ng von der Wahl des Abstandes ¢ ab.

(2) Der Grenzwert einer Zahlenfolge ist eindeutig,.
(3) Divergiert eine Folge, so muss nicht notwendigerweise a,, — +oo gelten.

(4) Wir werden Sitze kennen lernen, mit denen man den Grenzwert einer
Folge direkt berechnen kann, ohne auf die obige Definition zuriickgreifen
zu miissen.

(5) Der Grenzwert einer Folge wird in der Regel nie von den Folgengliedern
erreicht.



226

6. Grenzwert und Stetigkeit

Beispiele 6.2:

O]

Die Folge

) — (1) _p L1t
ann_ n n_ 7273’4""

konvergiert gegen den Grenzwert 0 : lim a, = lim % =0.
n—oo n—oo

Man bezeichnet Folgen, die gegen den Grenzwert 0 konvergieren, als Null-
folgen.

Die Folge
1
(an), = <1 + Q")n = 1.5, 1.25, 1.125, 1.0625, 1.03125, ...

konvergiert gegen 1, da fiir den Abstand der Folgengliedern a,, zu 1 gilt

d=| | 1+1 1 1TH"’()
:an—a: _— = — —> .
2n 2n

Die Folge
(an), =), =1,2,3,4,...

ist unbeschrénkt wachsend und daher divergent.

A\ Die Folge
(a’n)n = ((_1)n)n = _17 17 _17 1; _17~ .-

hat zwei sog. Hiufungspunkte, namlich 1 und —1. Sie konvergiert aber nicht
gegen einen Grenzwert. Daher ist sie divergent.

z € IR fest.

(an), = (a"), ==, s A I L

Fiir x-Werte mit —1 < x < 1 konvergiert die Folge gegen Null, fiir x = 1
gegen 1, fiir andere z-Werte divergiert die Folge. O

Um nachzupriifen, dass Zahlenfolgen konvergent sind, muss nach der Definition
von Konvergenz der Grenzwert bereits bekannt sein, da der Abstand d =
|an, — a] bestimmt werden muss. Das folgende Monotoniekriterium macht eine

Aussage iiber die Konvergenz einer Folge, ohne dass der Grenzwert bekannt ist.

Es

ist,

besagt, dass eine monoton wachsende Folge, die nach oben hin beschrénkt
stets einen Grenzwert besitzt. Eine Folge, die monoton fillt und nach unten

beschrénkt ist, besitzt ebenfalls einen Grenzwert.
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Beispiel 6.3 (Exponentialfolge, mit MAPLE-Worksheet): Die Folge

ist konvergent, da sie eine monoton wachsende Folge darstellt, die nach oben
durch 3 beschréinkt ist (ohne Beweis):

n| 1 10 102 103 10 10°

an, | 2 259374 270481 2.71692 2.71814 2.71826

Der Grenzwert e heifit Eulersche Zahl
e = 2.71828 18284 59045 23536 0287 . ..

Wir stellen den Grenzwert zusammen mit einer e-Umgebung als Funktions-
schaubild fiir die Folge (14 1)™ graphisch dar.

3

2.8

2.6
2.4}/

2.2

20 20 40 60 80 100  Abb. 6.2. Zum Grenzwert der Folge (1+ %)"

Die Eulersche Zahl e tritt in vielen naturwissenschaftlichen Zusammenh#ngen
auf. Aus mathematischer Sicht ist sie eine der bedeutsamsten reellen Zahlen.
Die Exponentialfunktion basiert auf e als Basis. Wir werden im Kapitel Taylor-
Reihen in Beispiel 9.33 eine alternative Methode kennen lernen, um die Zahl
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e durch eine schneller konvergente Folge zu bestimmen:

<1 1 1 1 1
n=20

Beispiel 6.4 (Babylonisches Wurzelziehen, mit MApPLE-Worksheet):
Die rekursiv definierte Folge

a
a =a an+1:%(an+_) (%)

n

ist fiir jedes @ > 0 eine monoton fallende Folge, die nach unten durch v/a be-
schrénkt ist (ohne Beweis).

Der Grenzwert der Folge bestimmt sich aus der Definitionsgleichung von a,, (%),
indem auf beiden Seiten der Gleichung der Limes n — oo gebildet wird. Sei

der Grenzwert der Folge b :=lim a, = lim a,4+1, so folgt fiir b mit den
Limesrechenregeln
lim ap4; = lim % (an + a)
n—oo n—oo n
_ 1 a

Lost man diese Gleichung nach b auf, folgt

V=a = |b=+a.

Somit stellt obige Folge ein Naherungsverfahren zur Berechnung von Quadrat-
wurzeln dar, das schon den Babyloniern bekannt war. Tatséchlich ist dies ein
Spezialfall des Newton-Verfahrens, das wir in 7.9 einfithren werden.

Die folgende Wertetabelle verdeutlicht die schnelle Konvergenz der Folge fiir
a=2:

n | 1 2 3 4 5

G ‘ 1.5  1.416666666 1.414215686 1.414213562 1.414213562

Nach 4 Tterationen ist v/2 = 1.414213562 bis auf 9 Stellen genau berechnet! O

Das Monotonie-Kriterium sichert zwar die Konvergenz einer Folge, aber es
liefert nicht den Grenzwert. Die Limesrechenregeln bei Folgen bieten eine
Moglichkeit, den Grenzwert einer Folge fiir viele aber nicht alle Fille zu be-
rechnen:
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Beispiele 6.5 (Ermittlung von Grenzwerten):

© o — 4n®—6 _ 4n’ -6 _é:4—%nﬂo§:g
To6nd 422 6nd+2n2 L 6+ 2 6 3
® a,= n-l _ n-l -ﬁ=%_”%"l°>°9=0.
22 +1 2241 5 24 2

3n+1 on 3n+1 on ln 3+ PAN oo 3
©) ap = + = + . 3T —(?) P
3m+1 3+l & 1+ (5 1

~—
3

da (%)n — 0 und (%)" — 0 fiir n — oo nach Beispiel 6.2 ®.

Man beachte, dass die Umformungen notwendig sind, da die Limesrechenregeln
nur fiir konvergente Folgen gelten. Fiir alle Beispiele wird der Quotient mit
dem Kehrwert des groiten Terms erweitert. O

6.2 Funktionsgrenzwert

In Abschnitt 6.1 werden Grenzwerte von Zahlenfolgen (), untersucht.
Dieser Begriff wird nun direkt auf Funktionsgrenzwerte ausgedehnt, indem
Folgen der Form (f (zn)),cn betrachtet werden. Zur Einfithrung untersuchen
wir das Verhalten der Funktion f (z) = 22 an der Stelle 7o = 2. Dazu wiihlen
wir die Folge
(z), = 1.9, 1.99, 1.999, 1.9999, ... =32
und berechnen zu jedem Folgenglied den Funktionswert
(f (zn)), = 3.61, 3.9601, 3.996, 3.9996, ... == 4.

Die Folge der Funktionswerte konvergiert gegen den Wert 4.

6.2
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Um den Funktionsgrenzwert zu gegebener Funktion f an einer Stelle xy zu

erhalten, wihlt man sich eine Zahlenfolge x,, "% 2o aus dem Definitionsbe-

reich von f und wendet die Funktion f auf z, an. Dann untersucht man die

Konvergenzeigenschaften der Folge (f (z,)),, (= Grenzwertuntersuchung der

Funktion an der Stelle x). In unserem Beispiel gilt auch fiir jede andere Folge
n—oo

(xy),, die gegen den Wert 2 konvergiert, dass f(z,) — 4. Man schreibt
daher:

Da die Folgenglieder x < 2, nennt man diesen Grenzwert den linksseitigen
Grenzwert von f (z) = 2% an der Stelle g = 2.

Beispiel 6.6 (Mit MapLE-Worksheet). Man kann diesen Sachverhalt an-
schaulich darstellen, indem sowohl die Folge (z,,),, als auch die Funktionsfolge
(f (xy)),, in ein Schaubild gezeichnet werden. Zur {ibersichtlicheren Darstel-

lung wéhlen wir nun die Folge z,, =2 — # ¥
4
3
2

y

00 05 T x 15 2 25

Abb. 6.3. Linksseitiger Funktionsgrenzwert bei xg = 2

Man erkennt, dass die x,-Werte sich der Zahl 2 von links annéhern; die Funk-
tionswerte f(x,) dem y-Wert 4. m]

Analog erhélt man den rechtsseitigen Grenzwert der Funktion bei zy = 2,
indem man als Zahlenfolge z.B.

(xn), = 2.1, 2.01, 2.001, 2.0001,... — 2
wahlt. Dazu ist die zugehorige Funktionsfolge
(f (xn)), =4.41, 4.041, 4.004, 4.0004, ... — 4.

Auch hier gilt allgemeiner, dass der Funktionsgrenzwert unabhéingig von der
gewihlten Zahlenfolge x, ist. Man schreibt fiir den rechtsseitigen Grenzwert

lim f(z,) = lim2 f(x)= li1112 2 =4.

(z>2) (z>2)
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Fiir die Funktion f (z) = 22 existieren also sowohl der linksseitige als auch der
rechtsseitige Grenzwert der Funktion und beide sind gleich 4.

Definition: (Funktionsgrenzwert). Eine Funktion f sei in einer Um-
gebung von x( definiert. Gilt fiir jede im Definitionsbereich der Funktion
liegende Folge (xy,),,, die gegen xo konvergiert, stets

lim f(zn) =g € IR,

n—oo

so heift g der Grenzwert von f (z) fiir z,, —3 .

Schreibweise: lim f(z,) = lim f(z) = g, wenn x,, "—3 .
n—0o0o Tr—xg

Bemerkungen:
(1) Es wird nicht gefordert, dass z¢ aus dem Definitionsbereich der Funktion
ist.

(2) Der Grenziibergang x — x¢ bedeutet, dass x der Stelle xg beliebig nahe
kommt, ohne den Wert zy anzunehmen!

(3) Es kann der Fall eintreten, dass, obwohl xg ¢ ID, der Funktionsgrenzwert
existiert, d.h. der linksseitige mit dem rechtsseitigen Grenzwert iiberein-
stimmt.

(4) Der linksseitige Grenzwert wird auch oftmals bezeichnet mit

g = lim f(z) =lim f(zo —h)

T—XT0
(z<z0)

und der rechtsseitige Grenzwert mit

g 1= lim () =lim f (2o + 1) -

r—Xo
(x>z0)

Beispiele 6.7:
@® Die Heaviside-Funktion:

0 fir <0
1 fir >0

f:IRHIRmitf(x)_{

Die Heaviside-Funktion ist die Funktion, die fiir negative z-Werte Null und
fiir positive z-Werte den Funktionswert 1 besitzt. Sie wird in den Anwen-
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dungen auch oftmals mit Sprungfunktion S(z) bzw. als Einschaltfunktion
bezeichnet. Die Heaviside-Funktion besitzt bei g = 0 keinen Grenzwert,
da der rechtsseitige Grenzwert nicht mit dem linksseitigen iibereinstimmt:

g =lim f(zo—h) = lm f(~h) = lim0=0,
gr=lim f(zo+h) = lim f(p) = lml=1L
@ Fiir die Funktion :k f(x)
2
-2
FiR\ {2} >R mit f(2) = ——
z—2 T Tz 3>

-2

existiert der Funktionsgrenzwert an der Stelle xg = 2, obwohl z( ¢ ID:

. . x? — 2z .
o=ty S =y Ty =i e=2
(z<z0) (r<2) (x<2)
2?2 — 2 .
o=y, S =y g =l e =2
(z>z0) (z>2) (z>2)

Der Faktor (x —2) ist im Z#hler und Nenner enthalten und kann damit
gekiirzt werden.

® Die Funktion i
f(x)=1/x
1 y
f:IR\{0} IR mit f(z)=—
x ——
besitzt in ¢y = 0 keinen Grenzwert, denn
lim f ( h) =1 1
= —h) =lim= — = — —
g = g /%o P h o
1
= 1. :1' - - .
or = fi £ (20 + 1) =fimy= 5 = oo °

Nicht fiir alle Funktionsgrenzwerte ist die Frage der Konvergenz so einfach
zu beantworten wie in den obigen Beispielen. Man braucht dann in der Regel
zusétzliche geometrische Uberlegungen.
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Beispiel 6.8. lim w =7

x—0 €T

Geometrisch entspricht der Grenzwert der Funktion

flz) = ST an der Stelle xo = 0 der Tatsache, dass

x
im Einheitskreis fiir 0 <z < 7 gilt: tanz >z > sinz

tanx 1 T sinx
> — >1=cosx < — <1
cosr sinx T

X

sinx

. . sinz
= 1=1Iim cosx < lim — < 1.
z—0 z—0 X

Man erhélt also insgesamt

Beispiel 6.9. Ahnliche geometrische Uberlegungen fithren auf die Formel

Denn fiir positive z-Werte ist

14z<eée® <1+az+a>

Damit ist x < e* —1 < z(x +1) bzw. 1 < 59;_1 < x + 1. Der Grenziibergang
x — 0 liefert dann die behauptete Formel. O

Um die Funktionsgrenzwerte zu berechnen, sowohl fiir x,, — xg als auch fiir
xpn — F00, gelten dieselben Rechenregeln wie fiir reelle Zahlenfolgen:
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Bemerkungen:

(1) Die Regeln gelten auch fiir Grenzwerte von Funktionen fiir x — +o0, falls
die Grenzwerte liI:|I:1 f(x) und liril g () existieren.
T— OO0 T— 00

(2) Fiir Grenzwerte vom Typ % und % gelten die Regeln von I’Hospital, auf

die in Abschnitt 7.7.3 nidher eingegangen wird!

Beispiele 6.10:
: 2

22— 2p 45 Jm (e -2245) 5

B 1

® lim =0 =_— =25,
z—0 Ccos T llr% Ccos T
222 + 4 22 4+4 L 2+ 4 2
® lim vt = lim i -m—leim 7”12:_:2
r—o00 T2 — z—oo 2 —1 oz T 1-= 1
— —1 1
® lim ~ = —lim ——>—~  _ —lim —— ==
x—1 mz—l z—1 (:C—l) (1’+1) w—>1$+1 2
442 4422 X 4 +2 0
® lim — 0 —Jim LB gy 22 a D)
z—oo 2+ 1 w—oo 2241 sz oo 14+ = 1

o Vrri-1 o (Ve+1-1) (Ve +1+1)
1M — =11
z—0 T z—0 T ,/;1;-|—1—|—]_)

z+1) -1 1 1

=lim —————~ =

m—=—.
w—>0x(\/x+1—|-1) z—0 \/r+1+1 2
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6.3

Eine Funktion f : IR — IR heifit stetig, wenn der Graph keine Spriinge auf-
weist. Mit dieser Erkldrung hat man sich lange Zeit begniigt, und fiir die meis-
ten Anwendungen reicht diese anschauliche Interpretation aus. Die Funktion
f:IR — IR mit f(x) = 22 ist demnach stetig. Um auch Grenzfille wie z.B.
die Funktion f:IR\{§ + k7, k € Z} — IR mit f (z) = tan x klassifizieren zu
konnen, benotigt man die folgende préizise Definition:

A A
10
f(x)=x
tan(x)
6
y »
—n/2 o 72 =
2
= 0 ~z >
Quadratfunktion Tangens

tibereinstimmt.

kurz: f ist in zy € ID stetig, wenn

Definition: (Stetigkeit). Ist zyp € ID und ist die Funktion f in einer
Umgebung von x( definiert. Die Funktion f heifit stetig in x(, wenn der
Funktionsgrenzwert in xg existiert und mit dem Funktionswert f (xg)

Jim f(zo +h) =lim f(wo—h)

f (o).

Bemerkungen:

(1) Die Stetigkeit im Punkte z( setzt voraus, dass z¢ € ID. Stellen, an denen
f nicht definiert ist, sind Definitionsliicken. Dort wird die Stetigkeit nicht

untersucht.

(2) Ist f in jedem Punkt z € ID stetig, so nennt man f eine stetige Funktion.

(3) Man kann die Stetigkeit einer Funktion bei xy auch umformulieren:

r—xo

i (@) = ( Jim ) = £ (ao).

Bei Stetigkeit diirfen Grenzwertbildung und Funktionsauswertung vertauscht

werden.
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Beispiele 6.11:

® Polynome f:IR — IR mit f(x) =ap+a1x+ ...+ a, 2" sind in jedem
Punkt xz € IR stetig.

@ Die Betragsfunktion
f:IR =R mit f(x)=|z|

ist auch bei zg = 0 stetig, da

B 0 X Fig

hlm (370 h) 1m (h) hlm h 0
. 1. .
}ILIHOI ’ (l] - h) —hl lO ’ (_h) _}lLIIIOl |_h‘ - ()

£(0) = 0.

® Die Sprungfunktion (Heavisidefunktion), die zur Beschreibung von

Einschaltvorgéingen dient, S : IR — IR mit
A
1

1 fiir >0 y
S(I){O fir <0 S6

3 ] 0 T x 22

ist bei zp = 0 nicht stetig, da sie einen Sprung aufweist:

lim f(ao+h) = lim S (h) =1,

}llli%f(xo —h) = }1113%) S(—h) =0.

@ Die Vorzeichenfunktion (Signumfunktion)

A
sign : IR — IR mit 1
Y Signumfunktion
- 1fzfrx>0 5 -~ . —>
sign (z) = 0 firz=0
-1 firx <0

ist an der Stelle g = 0 nicht stetig.
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® Die Funktion

A
fiR\ {2} >R o
2
. -2
mit f(x)zxm_2x S R B R R
2

hat an der Stelle xg = 2 eine Definitionsliicke. Nach Beispiel 6.7 @ existieren
in zg = 2 der rechtsseitige und linksseitige Grenzwert und stimmen iiberein.
Man definiert die stetige Erweiterung von f:

f(x) fir o #£2

f:IR—IR mit f(:v):{2 fir z—9 "

Dann ist die Funktion f in z stetig und damit fiir alle 2 € IR stetig.
Oftmals verzichtet man auf die Notation f und verwendet als Bezeichnung
fiir die stetige Erweiterung wieder den Funktionsnamen f. O

6.4 Intervallhalbierungs-Methode

Grundlage fiir eine einfache numerische Methode zur Bestimmung von Null-
stellen einer Funktion bildet der folgende, anschauliche Satz: Jede stetige Funk-
tion, die auf einem Intervall [a, b] einen Vorzeichenwechsel hat, besitzt in die-
sem Intervall eine Nullstelle (siche Abb. 6.4):

f(b)>0

f(a)<0

Abb. 6.4. Intervallhalbierungs-Methode
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Die Idee des Beweises besteht darin, dass man zu gegebenem Intervall [a, b]
die Intervallmitte m bestimmt und die Funktionswerte

f(a), f(m), f(b)

miteinander vergleicht: Man ersetzt den Intervallrand durch m, dessen Funk-
tionswert dasselbe Vorzeichen wie f(m) besitzt. Anschlieflend wiederholt man
die Vorgehensweise auf das halbierte Intervall usw.

Dieses Verfahren liefert direkt einen Algorithmus (Iteration), um eine Null-
stelle im Intervall [a, b] zu berechnen. Die Voraussetzung ist nur, dass die
Funktionswerte an den Intervallgrenzen ein unterschiedliches Vorzeichen be-
sitzen. Da man stédndig die Intervalllinge halbiert, nennt man das Verfahren
auch Intervallhalbierungs-Methode.

p’ ’ Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich ein eigenes Kapitel iiber
< das numerische Losen von Gleichungen. In dem Abschnitt iiber die
Intervallhalbierungs-Methode findet man auch einen ausfiihrlichen Beweis des
Zwischenwertsatzes, der daraus resultierenden Konvergenz des Verfahrens,
die Beschreibung des numerischen Algorithmus zusammen mit der MAPLE-

Prozedur bise. O

Bemerkungen:

(1) A Die Funktion f kann mehrere Nullstellen im Intervall [a, b] besitzen.
Die Bisektionsmethode liefert aber nur eine.

(2) Man nennt Algorithmen, welche die Nullstelle in einem immer kleiner wer-
denden Intervall einschlieen, auch EinschlieBungsalgorithmen. Ausgehend
von einem Startintervall, wird dieses Intervall systematisch durch den glei-
chen Algorithmus verkleinert. Man nennt diesen Prozess eine Iteration.

(3) Die Anzahl der bendtigten Iterationen fiir eine vorgegebene Genauigkeit
kann vor der Rechnung abgeschétzt werden, denn es gilt fiir den Abstand
der Nullstelle von der linken Intervallgrenze

b—
|an—§|§2—na fir n=1,2,3,...

Ist f eine stetige Funktion auf [0, 1] mit Vorzeichenwechsel und soll die
Nullstelle £ € (0, 1) bis auf 4 Dezimalstellen genau bestimmt werden, so
darf der Abstand von |a,, — &| nicht groBer sein als 9-1075. n muss also so
gewahlt werden, dass bz_na <9.107° = n=14.

(Bei einer Genauigkeit von 6 Dezimalstellen ist n immerhin schon 21.)
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Beispiel 6.12 (Mit MapPLE-Prozedur): Gegeben ist die Funktion
flz)=a%— a2 41.

Gesucht ist die Nullstelle im Intervall [1, 2]. Da die Funktionswerte an den

Intervallgrenzen unterschiedliches Vorzeichen besitzen (f (1) = —0.4142 und
f(2) = 5.7639), erhélt man mit dem Bisektionsverfahren die Nullstelle:
n | o | b | ofe
1.0 2.0 1.5722
1 1.0 1.5 0.3523
2 1.0 1.25 —0.0813
3] 1.125 1.25 0.1220
41 1.125 | 1.1875 0.0171
5| 1.125 | 1.1562 —0.0329
6 | 1.1406 | 1.1562 —0.0081
7| 1.1484 | 1.1562 0.0044
8 | 1.1484 | 1.1523 0.0018
9 | 1.1503 | 1.1523 0.0012
10 | 1.1503 | 1.1513 | —2-10~*
11 | 1.1508 | 1.1513 | 5-107*
12 | 1.1508 | 1.1511 1-1074
13 | 1.1508 | 1.1510 | —=7-107°

= £~1.1509

) Visualisierung mit MAPLE: Auf der CD-Rom befindet sich eine
Ay : . . )

erweiterte MAPLE-Prozedur, bise_ext, die den Konvergenzprozess in

Form einer Animation visualisiert. O

MapLe-Worksheets zu Kapitel 6

Die folgenden elektronischen Arbeitsblétter stehen fiir Kapitel 6 mit
MAPLE zur Verfiigung.

Zahlenfolgen

Babylonisches Wurzelziehen
Funktionsfolgen
Bisektionsmethode
MAPLE-L6sungen zu den Aufgaben
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6.5

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

6.12

6. Grenzwert und Stetigkeit

6.5 Aufgaben zu Grenzwert und Stetigkeit

Fiir welche n € IN gelten die Ungleichungen
1
a) |—|<107° b) ‘ﬁ + 1F< 14+10°8 ’7 <1071

Bestimmen Sie - falls méglich - den Grenzwert der Zahlenfolgen fur n — 0o

a) a _2n+1 b) an = n?+4 ¢) an = n?4+4n—1
15n°+4n+1 1 n 1 4n+1
d n=—" 5 n — k - = f n——""""—
)a n n? e) a n(zkzl ) 2" )a 3n* +3n+5
)a _4n+1 h) an = 3n?+4n i) sin mnd 4+ n?
&) = 1 T ey | 2 (3 +4)
Zeigen Sie, dass die Folge a,, = 2ntl konvergiert.
a) Gegeben sei die rekursiv definierte Folge a, mit ap := 0 und an4+1 :=

1
1
berechnen Sie den Grenzwert der Folge.

b) Zeigen Sie: Ist limy,_ o0 ’ ;‘“ ‘ < 1, dann ist a, eine Nullfolge.

(an + 1) fiir n > 0. Bestimmen Sie explizit das allgemeine Glied a, und

Man beweise die Limesrechenregeln

(L1) lim (an +bp) = lim an+ lim by

(L2) lim (an - bn) = ( lim an> ~(1im bn>

Man berechne mit MAPLE die Grenzwerte

a) hm L1+3+...43) b) lim 7

" n—oo

Berechnen Sie die Grenzwerte der Funktioglen:2
° -2

@) limy (#% 4507 =3w ) b) lim St o) lim o
Berechne;lQSieldle Funktlonsgrenzwert; 1o in (222)
DimiT W TSI om R

0 ETDOTEN ) VTS,

1—
Welchen Grenzwert besitzt die Funktion f (z) = 2 fiir w — 17
1—x
. . . z x<0
Man zeige, dass die Funktion f(z) = an der Stelle zop = 0
r—2x>0

unstetig ist.

221 n
Man zeige, dass die Funktion f (z) = { o1 fir 22l an der Stelle zg = 1

2 fir z=
stetig ist.

m2

Lassen sich die Definitionsliicken der Funktion f (z) = __r-r stetig
3 —x2+x—1
heben?
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7 Differenzialrechnung

Eine der wichtigsten Aufgaben in der angewandten Mathematik ist die Berechnung
der Ableitung einer Funktion. Viele physikalische Gesetzméafigkeiten lassen sich nur
iiber die Differenziation einer physikalischen Grofle beschreiben. Ist beispielsweise bei
einem nichtlinearen Bewegungsvorgang das Weg-Zeit-Gesetz s(t) gegeben, dann ist
die Geschwindigkeit v(¢) die Ableitung des Weg-Zeit-Gesetzes nach der Zeit ¢. Die
konkrete Bestimmung der Geschwindigkeit setzt rechentechnisch voraus, dass man
die Funktion s(t) ableiten kann.

Immer dann, wenn sich physikalische Grofien mit der Zeit nichtlinear &ndern, bené6tigt
man zur Beschreibung dieser Anderung die Ableitung. Aber auch die Fehlerrechnung,
die Bestimmung der Extremwerte einer Funktion bzw. die Optimierungsaufgaben
fithren auf das Problem der Ableitung einer Funktion. Der Ableitungsbegriff ist also
motiviert durch die physikalische Beschreibung von Bewegungsablidufen (Geschwin-
digkeit, Beschleunigung) und durch die mathematische Beschreibung von Kurven
(Tangente, Kurvendiskussion).

Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich ein zusétzliches Kapitel iiber das numeri-

sche Differenzieren und Methoden beim numerischen Differenzieren.

7.1 Einfiihrung

Eine der wichtigsten Methoden in der angewandten Mathematik ist die der Differenziation
einer Funktion. Viele physikalische GesetzmaBigkeiten lassen sich nur liber die Differenzia-
tion einer physikalischen GroBe beschreiben. Wir betrachten zur Einfilhrung zwei einfache
Weg-Zeit-Gesetze aus der Kinematik.

Anwendungsbeispiel 7.1 (Gleichférmige Bewegung).

In Abb. 7.1 ist das Weg-Zeit-Gesetz einer
gleichférmigen Bewegung dargestellt. Andert A
sich der Weg in der Zeiteinheit At um A s, so
bewegt sich der Korper mit der Geschwin-
digkeit At
As As
V= Ft | At -

>»-

t, t, t

AS

Die Geschwindigkeit hingt weder vom Zeit-
punkt ¢ noch vom Messintervall At ab.

Abb. 7.1. Gleichférmige Bewegung
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Anwendungsbeispiel 7.2 (Gleichférmig beschleunigten Bewegung).

In Abb. 7.2 ist das Weg-Zeit-Gesetz ei-
ner gleichférmig beschleunigten Bewegung
dargestellt.

AS s(t) =5 gt°.

Durch eine hypothetische Messreihe wer-

den wir den Wert der Geschwindigkeit

zum Zeitpunkt g = 1 bestimmen. Es zeigt

sich, dass die ”gemessene” Geschwindig-

> keit v nun vom Messintervall A ¢ abhéngt:

t Je kleiner das Messintervall At gewihlt

wird, umso genauer bestimmt sich der

Wert der Geschwindigkeit zu diesem Zeit-
punkt. Wir berechnen das Verhéltnis % in Abhéngigkeit von A t:

Abb. 7.2. Beschleunigte Bewegung

Ns  Sgto+ A1) =393 1 (to+ 1) — 12

vl =7 = At =39 Ay
Messintervall Geschwindigkeit

At=1 |o(l)=1g42 _ 34

At=1 v(1):%g(1+%%)271 I

=1 o=t gy

At=g U(l):%g(l%)tl =1y

At=g5 v(1)=%g% =3y

Beobachtung: Fiir kleiner werdende Messintervalle At geht die Geschwin-
digkeit gegen den Wert g. Die Mathematik stellt ein Hilfsmittel bereit, die sog.
Differenzialrechnung, At gegen Null streben zu lassen.

.. s(to+At) —s(tg)  ds
vlto) = fim, Al ),

(Momentangeschwindigkeit)
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Fiir beliebiges tg gilt
S (to + At) — S (to)

vib) = Jlim, At = Al At
, 2 Atto + (At)? _
o Ahtgo 2 At AhtTO 2 9 (2t0 + A1) = glo

Wir iibertragen diese Vorgehensweise auf beliebige Funktionen:

Definition: (Ableitung einer Funktion). Eine Funktion f : ID — IR
heifit im Punkte xy € ID differenzierbar, falls der Grenzwert

f' (zg) := lim f(zo+Az) — f(20) — lim f(x) — f (x0)

A xz—0 Az T—To T — Xo

existiert. Man bezeichnet ihn als erste Ableitung der Funktion f im
Punkte xg.

Eine Funktion heifit differenzierbar, falls sie in jedem Punkt x € ID
differenzierbar ist.

Bemerkungen:
(1) Man notiert die Ableitung der Funktion y = f (z) auch durch die Symbole

dy d
fia), o, W LD

(2) Die Bestimmung der Ableitung bezeichnet man als Differenziation der
Funktion f ().

(3) Den Quotienten

[ (xo+Ax)— f(x0)
Ax

nennt man den Differenzenquotient und

. [ (xo+Az)— f ()
AthLlO Az

den Differenzialquotient.

(4) Fir Az — 0 geht sowohl der Zéhler als auch der Nenner des Differen-
zenquotienten gegen Null. Man hat also den Fall %! Um die Ableitung fiir
elementare Funktionen bestimmen zu kénnen, muss man bei konkret ge-
gebener Funktion den Zihler so lange (geschickt) umformen, bis man A x
ausklammern und mit A z im Nenner kiirzen kann. Anschlieffend ldsst man
im verbleibenden Term Az — 0 gehen (siche Beispiele 7.3).
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Geometrische Interpretation der Ableitung: Gegeben sei die Funktion
f(x) und xy € ID. Dann ist die Steigung der Sekante durch die Punkte
P (zg, f(x0)) und Q (o + Az, f (o + A x)) gegeben durch

f(xo+Ax) — f(20)
YA

Durch den Grenziibergang A x — 0 bleibt P fest, aber () wandert auf der
Kurve und strebt gegen P. Die Steigung der Sekante geht so in die Steigung
der Tangente im Punkte P (zg, f (x¢)) iiber. Die Ableitung einer Funktion
im Punkte zy ist demnach die Steigung der Tangente an die Kurve
im Punkte (xq, f (z0)).

(Differenzenquotient).

A 1)

> Abb. 7.3. Differenzenquotient als Sekantenstei-
/X XHAX X e
£ )| Visualisierung mit MAPLE: In der MAPLE-Animation erkennt man,
dass der Punkt @ auf der Kurve von f entlang zum Punkt P wandert.
Dabei nédhert sich die Sekante der Tangente an und die Sekantensteigung geht
in die Tangentensteigung iiber.

Numerische Differenziation: Numerisch kann der Grenziibergang h — 0
bei der Ableitung nicht durchgefithrt werden, da dies sofort zu einem Over-
flow fithren wiirde. Man wiirde ja durch 0 dividieren. Um die Ableitung einer
Funktion f an der Stelle zy niherungsweise zu berechnen, ersetzt man die
Ableitung einer Funktion f im Punkte zy durch die Sekantensteigung
(g = Lt )= o)
mit A > 0. Dies ist die sog. rechtsseitige Differenzenformel. Eine genauere
Naherung erhélt man, wenn man den Mittelwert der rechtsseitigen und links-
seitigen Formel nimmt. Dies ergibt die zentrale Differenzenformel:

f(xo+h) — f(xo—h)
h

1
fi@)~35

Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich ein eigenes Kapitel {iber das nume-
rische Differenzieren und den Eigenschaften der diskreten Formeln.
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Beispiele 7.3:

» TR caeiche Punkiion)

- flx+h)—f(z) lim x+h—x=
h—0 h h—0 h

1.

fath) —f@) . (et h)’ —a?
! _ —
o= = =%
2
= lim Zhaeth =lim (2z+ h) = 2z.
h—0 h h—0

f' (@) = i~ (f (& +h) - f (2)) =lim

1 1
h—0 h h—0 h
—h 1

—lim 2 —
s hz(x+h) x?

f () =lim — (e"t" —¢”) zlliir%) %ew (e"—1) =e¢" ;lllir%) % (e"—1).

1 1
r+h x

Nach Beispiel 6.9 ist }lbin% + (e" = 1) =1, so dass (e®) =e* |

.1 . .1 . .
f(z) = Jim m (sin (z + h) — sin (z)) =lim & (2cos (25t ) sin £)

1 h
— 1 2eth\ 4 ) im Zsin= S =
= {}llm%) cos (24 )} {}ILIH%) 5 sin 2} cos (),

sin h __
sinh _q,

da nach Beispiel 6.8 ’llin%)

247
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Tabelle 7.1: Ableitungen elementarer Funktionen

Hoéhere Ableitungen von f: Existiert zu einer Funktion f: ID — IR die
Ableitung f': ID — IR und ist f/ (x) wieder differenzierbar, so bezeichnet man
deren Ableitung als zweite Ableitung f” (x) von f. f” (z) ist die Ableitung
der Funktion f’(z), d.h. es gilt f” = (f’)". Durch wiederholtes Differenzieren
gelangt man schlielich zu den Ableitungen hoherer Ordnung. Man schreibt:
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1.  Ableitung ¥/ = f'(z) =4 f(z).
2. Ableitung v’ = f"(2) = % ().

n-te  Ableitung y™ = f")(z) = fz—nn f(z).

7.2 Rechenregeln bei der Differenziation

Um komplizierte Ausdriicke und funktionale Zusammenhinge differenzieren zu kdnnen,
bendtigt man Ableitungs- bzw. Differenziationsregeln. Im Folgenden werden die wichtigsten
Ableitungsregeln vorgestellt und jeweils an Beispielen verdeutlicht. Wir gehen davon aus,
dass alle in den Formeln auftretenden Funktionen differenzierbar sind.

© 7.2.1 Faktorregel

Beispiele 7.4:
@ z(t)=220sin(t) =
@ f(x)=92° =
® s(t)=-he =

x' (t) = 220 (sin (t))" = 220 cos (t).

© 7.2.2 Summenregel

7.2
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Beispiele 7.5:
@® y=coszr—sinz = 4y =(cosz) — (sinz) = —sinz — cosz.
® y=4+22-3224+92° = ¢ =2—6x+452%

1 1
® y=10Ilnz+5 tanz = yY=10-+5——.
x cos?

© 7.2.3 Produktregel

Beispiele 7.6:

@ y(z)=Ilnz-e* = y'(z) =(nz)e +Inz-(e*)

1
= —¢e” +1lnxe”.
T

® a(z)=sinz-cosz = ad'(z) = (sinz) cosz+sinz (cosz)
= cos? z — sin? 2.
® y(xr)=a"coshz = /() = (2") coshz+ 2" (coshz)

=na" tcoshz + z"sinhz. O

Beispiel 7.7 (Potenzregel):

Diese Potenzregel wird mittels vollstdndiger Induktion und der Produktregel
nachgepriift: n =0: y=2"=1 = ¢ =0=0-z2"!

n—n+l: y=z"" = y’:(x”"‘l)/:(x"-a:)/
= (@) -z +a"- ()
Mit der Induktionsvoraussetzung (z") = nz"~! folgt dann

Y =na"txta" 1l=na"+2"=n+1) 2" O
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Bemerkungen:

(1) Die Produktregel kann auch auf Funktionen angewendet werden, die sich

aus mehr als 2 Faktoren zusammensetzen:
!

y=u-v-w = y =@w-v) wtu-v-w
=W v4+u-v)wtu-v-w

=u - v-w+u-v-wtu-v-w.

(2) In Verallgemeinerung der Produktregel findet man fiir die n-te Ableitung
eines Produktes die Leibnizsche Regel:

n
Yy=u-v=1y9 Z<Z>uv

=0

© 7.2.4 Quotientenregel

Beispiele 7.8:

422 + 3z +5
Qy=———":
226 4 227 , ,
L oy - (42% + 3z +5) - (2% + 227) — (42 + 32+ 5) - (225 + 227)
Y (226 + 227)°
(82 +3) - (22° +227) — (42 + 3w +5) - (122° + 1425)
(229)% (1 + z)?
Bz +3)x-(1+2)— (42 +3x+5) - (6+Tx)
27 (1+ z)° .
@y =tanx = Sy :
coszT . /
, (sinz) cosx — sinz (cosx)
= 9y =
C,Aps2 x
cos? x + sin® 1 9
= = =1+tan“z.
cos? x cos? z
®y=cotz= Los% .

sinx
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, (cosz)'sinz — cosz (sinz)’

= Yy = ;
) s1n22:17
—sin“x — cos“x -1 9
= — =——5—=—-1—cot"z.
sin“ x sin“ x
1
@Qy=—=za""
m’ﬂ
, —ng™ ! 1 1 0
= U —xT——nW——nx (TL> ) O

Bemerkung: Nach Beispiel 7.7 und 7.8 @ gilt die Potenzregel in der Form

y=2" = y =nz"! fir n € Z.

7.2.5 Kettenregel

Die im Folgenden diskutierte Kettenregel gehort zu den wichtigsten (und
anfinglich schwierigsten) Ableitungsregeln. Bisher haben wir jeweils elementa-
re Funktionen wie z.B. sint, cost, e*-sin x etc. differenziert. In den Anwendun-
gen treten aber Funktionen der Form f (wt + ¢) auf. Bei der Auswertung wird
zuerst die "innere” Funktion wt + ¢ berechnet und anschliefend die ”duflere”
Funktion f auf das Ergebnis angewendet. Die Kettenregel macht eine Aussage
dariiber, wie verschachtelte (= verkettete) Funktionen y = f (g (z)) differen-
ziert werden.

In Worten besagt die Kettenregel, dass verschachtelte Funktionen y = f (g (x))
differenziert werden, indem zunichst die Ableitung der dufleren Funktion f’
gebildet und an der Stelle g (x) ausgewertet wird (= dulere Ableitung) und
anschlieflend das Ergebnis mit der Ableitung der inneren Funktion ¢’ (z) (=
innere Ableitung) multipliziert wird.
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Beispiele 7.9:

® sty = (12-3)".
= (t) = 4(2=3)° (12-3)' =4(2-3)" -2t =8¢ (12 -3)°.
® y = et
=y = . (5r44) =edrtHt. 5,
® f(z) = In(2®+42+2).
1 / 20 + 4
= f = —— (22 +4 2) = 50——7—.
/@) 22 + 4+ 2 (#* + 42 +2) 22 + 4z + 2
@ x(t) = xosin(wt+p).
=2/ (t) = xocos(wt+ @) (wt+ @) =x0cos(wt+¢)-w. |

Oftmals wird die Kettenregel in der Literatur mit einer Substitution durch-
gefithrt: Wenn y = f (g (z)), so setzt man u = g (z) (innere Funktion) und
y = f (u) (4uBere Funktion). Die Ableitung ist dann

e dy _ dy du
y =f(u)-u(x) bazw. de = du dn

Beispiele 7.10:

® y=1In(1+2?). Wir setzen u = 1+ 22 (innere Funktion) und f (u) = Inu
(duBere Funktion). Wegen f’ (u) = L und u’ (z) = 2z folgt dann

u

1

BEETREE

1
V=1 ) (@)= L
, 2
@ y = {/(a2+ 4z +10)* = (2% +4x +10)* . Mit u = 2? 4 42 + 10 (innere
Funktion) und f (u) = u? (4uBere Funktion) folgt mit f/ (u) = %u’% und
u (x) =2z + 4:

2 2 _1
y’Zf'(u)w/(x):gu_% (2x+4):§ (2® +42+10) * (2z+4).
@ y =% Mit u = 2 -sinx und f (u) = e* folgt wegen f’(u) = e* und

u' (x) =1-sinx + xcosz:

Y = f (u)-u (x) =e"- (sinz +zcosz) = 57 (sinz + zcosz).
Die Kettenregel bedeutet, immer von Auflen nach Innen zu differenzieren. Sie
kann auch bei mehrmals verschachtelten Funktionen angewendet werden.
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Beispiele 7.11:

® y =1In(sin (22 — 3)). Mehrmaliges Anwenden der Kettenregel liefert

1 ’ 1
I (@ 20 — — . 2r — .2
Y7 sin (22 — 3) (sin (2 —3)) sin (2z — 3) cos (22 —3)
=2 cot (2o — 3).

@ y=exp (sin (435 + 2902)). Mehrmaliges Anwenden der Kettenregel liefert
Yy = exp (sin (4o + 22?)) - (sin (42 + 2x2))/
= exp (sin (4o + 22?)) - cos (4z + 22?) - (4o + 2;1:2)I

= exp (sin (4z + 22?)) - cos (4o + 22?) - (4 + 4z). O

© 7.2.6 Begriindung der Formeln 7.2.1 - 7.2.5
(1) Aus
1 1
S(ef ) —ef @) = e (f (@ +h) — (@)
folgt durch Grenziibergang und Limesrechenregel L1 die Faktorregel.

(2) Aus
([fr (@ +h) + fo(z +h)] = [f1 () + fa (2)])

==

1 1
= S+ = fi @)+ (f2 e+ R) — 2 (2)
folgt durch Grenziibergang und Limesrechenregel L2 die Summenregel.

(3) Aus
% (u(z+h)v(z+h)—u(z) vz))

+u(z) v(z+h) —u(@)v(z))

zﬁ( u(@+h)v(@z+h)—u(z)v(xz+h)
() v(z
=4 (w(@+h) —u(@)v(@+h) +u@) ; (v(z+h)—ov()

folgt durch Grenziibergang und Limesrechenregeln (L2), (L3) die Produkt-
regel.
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(4) Wegen

1 1 L\ _ yv(@+h)—v(@) + (v(z+h)—v(x)
(= )

h t4+h)  v(z) hv(@+h)v(z) v(z+h)v(z)

folgt durch Grenziibergang und Limesrechenregel (L4)

1\’ v’
g2

(5) Aus
E(F (g (ot 1)~ £ (g ()
T e SRR TE)

folgt durch Grenziibergang und Limesrechenregel (L3) die Behauptung. O

© 7.2.7 Ableitung der Umkehrfunktion

Wir betrachten die Problemstellung: Gegeben ist eine invertierbare Funktion
y = f(x) und deren Ableitung 3y’ = f’(x). Gesucht ist die Ableitung der
Umkehrfunktion g () = f~!(2). Um diese Ableitung zu berechnen, setzen
wir

y=f(z)

und losen diese Gleichung nach z auf:

Da
y=f(g9()

folgt durch Differenziation d% und der Kettenregel
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Lost man diese Gleichung nach ¢’ (y) auf, ist die Ableitung der Umkehrfunktion
gegeben durch
1 1

IO =T T e

Anschlielend vertauscht man die Variablen x und y miteinander.

Durch diese Formel ist man insbesondere in der Lage die Ableitungen der
Umkehrfunktion von e® und den trigonometrischen Funktionen zu bestimmen:

Beispiele 7.12:

® Ableitung von Inx:
Gegeben: y = f(z) =e* mit f'(z) =e".
Gesucht:  Ableitung der Umkehrfunktion g (z) = Inz.
Ansatz: y=-¢e"
Auflosen nach z: z=g¢(y) =Iny

Vertauschen der Variablen: ¢’ (z) = -

@ Ableitung von arctan z:
Gegeben: y = f(z)=tanz mit f'(z)= =tan?z + 1.
Gesucht:  Ableitung der Umkehrfunktion g (x 3 = arctan z.
Ansatz: y=tanx
Auflésen nach x: = = g (y) = arctany
) 1 1 1
=9 W)= f () Ttanlz 41 y2 41

Vertauschen der Variablen: ¢’ (z) = - |
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Bemerkungen:

(1) Es ist wichtig die Ableitung der Funktion f wieder durch die Funktion f

auszudriicken, denn withlt man in Beispiel 7.12 @ fiir f/ z.B. f/ (x) =

1
so erhilt man das Ergebnis

T cos?z?

2 2
= cos” z = cos” (arctany) .
f' (=)

(2) Auf analoge Weise wie arctan werden die Ableitungen von arcsin, arccos,
arccot berechnet (sieche Ubungsaufgaben).

Beispiele 7.13 (Ableitung der Hyperbel- und Areafunktionen):
@ Die Ableitungen der Funktionen

sinh: R — IR mit sinh (z) := § (¢* —e™®) (Sinushyperbolikus)

cosh: R — IR mit cosh (z) := 5 (e + e %)

(Kosinushyperbolikus)
berechnet man direkt iiber die Ableitung der Exponentialfunktion. Es gilt

sinh’ (z) = cosh () und cosh’ (z) = sinh ().

@ Mit Sinus- und Kosinushyperbolikus gilt der Zusammenhang

cosh? (z) — sinh? (z) = 1.

Denn durch direktes Einsetzen von Sinus- und Kosinushyperbolikus in die
linke Seite der Gleichung folgt

cosh? (z) — sinh? (z) = (; (& + eI)>2 n (; (e" - ew)>2 1

® Uber sinh und cosh berechnet man die Ableitung von Tangenshyperbo-
likus, der definiert ist durch

sinh (z)
cosh (z)°

tanh : IR — IR mit tanh (z) :

Denn durch Anwenden der Quotientenregel gilt

200 w2
fanh’ (z) = cosh” (z) : sinh” (z)
cosh” ()
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Verwendet man nun die Identitét von @, folgt

@ Analog zu Tangenshyperbolikus definiert man den Kotangenshyperbo-

lik
s cosh (z)

sinh (z)

coth : IR\ {0} — IR mit coth(z) :=
mit der Ableitung

® Die Areafunktionen sind die Umkehrfunktionen von sinh, cosh, tanh und
coth. Die Ableitung z.B. der Funktion arsinh (x) folgt iiber die Ableitung
der Umkehrfunktion:

Ansatz: y=sinh(z) < f'(x) = cosh(z)

Auflosen nach z: = = g (y) = arsinh ()

/ -1 _ 1 _ 1 = L
— g (y) — f'(z) ~ cosh(z) — \/1+sinh2:c o \/1+y2 ’

Vertauschen der Variablen: -

© 7.2.8 Logarithmische Differenziation

Die Funktion f (x) = 2°*® ist mit den Differenziationsregeln 7.2.1 - 7.2.7 nicht
unmittelbar ableitbar. Wenn man auf diese Gleichung jedoch den Logarithmus
anwendet

Inf(z) =nz*** =cosz-lnz

und mit der Kettenregel nach z differenziert
1
f ()

1
f () = —sinx-lnx+cosa:-5

folgt

f(x)=f(z)- —smx.m“cmé
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Man bezeichnet diese Vorgehensweise als logarithmische Differenziation,
da man die logarithmierte Funktion differenziert.

Bemerkung: Man beachte, dass beim Differenzieren der logarithmierten Glei-
chung die Funktion y von z abhéngt. Dadurch muss die Kettenregel beim
Differenzieren der linken Seite angewendet werden:

Beispiele 7.14:

O y=aza".
Logarithmieren: Iny = Inz® =2 lInz.
Differenzieren: 5 y = l:hmz+z-i=hs+1
Auflésen: y = y(hax+1)=2" (lnz+1).

@ In vielen praktischen Beispielen besteht die zu differenzierende Funktion
aus komplizierten Ausdriicken von Produkten und Quotienten. Zwar kann
durch Anwenden der Produkt- und Quotientenregel die Ableitung berech-
net werden, jedoch wird durch logarithmisches Differenzieren die Aufgabe
vereinfacht und die Berechnung auf elegante Weise durchfiihrbar. Sei

sin (z — 2) e2*

T @-1°% (22437
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Logarithmieren:
Iny = In[sin(z —2) 2] —In [(w -1)° (2% + 3)5]
= In(sin(z —2)) +In(e**) — In (z — 1)° —In (2% +3)
= In(sin(z—2))+2z—3In(zx—1)—5In(2? +3).

5

Differenzieren:
é'y’: m~cos(x72)+273ﬁf %4_3'2:&
Auflésen:
v = y- {cot(m2)+2mil —xi(fg .

® Mit der logarithmischen Differenziation kann auch die Ableitung der allge-
meinen Potenzfunktion (x >0, @ € IR fest ) berechnet werden:

Logarithmieren: Iny= Inz*=alnz.
. . 1, 1
Differenzieren: -y = a-—.
Y x
= / 1 a —1 a—1
Auflosen: Y= ya—=z%axr " =az
x
=| y=2% = ¢y =az>! (e €R). O

© 7.2.9 Implizite Differenziation

In manchen Anwendungen ist eine Funktion f (x) nur in einer impliziten Form
F (z, f (z)) = 0 gegeben und die Bestimmungsgleichung nur schwer oder gar
nicht explizit nach y = f (z) auflosbar. Die Ableitung solcher implizit gegebe-
ner Funktionen kann mit Hilfe der Kettenregel berechnet werden:

Beispiel 7.15. Gegeben ist die Kreisgleichung

F(z,y)=(z—4)°+ (y+5)°—25=0,

Kreis um den Mittelpunkt (zo, yo) = (4, —5) mit Radius 5. Gesucht ist die
Steigung im Punkte (z, y) = (7,—1).

Wir differenzieren jeden einzelnen Term der Gleichung nach . Man beachte,
dass hierbei y = y () von der Variablen x abhingt! Wenn die Funktion F
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identisch Null ist, dann ist auch die Ableitung von F' nach x Null:
2(x—4)+2(@y+5) -y —0=0.

Durch Auflésen nach 3’ folgt

r—4
y+95

/

y:

und nach Einsetzen des Punktes (x, y) = (7, —1) ist die Steigung
, 7-4 3

Beispiele 7.16:

® Gesucht ist die Ableitung der Funktion y(z), die implizit durch die Glei-
chung e¥ — e?* = x - y definiert ist:

2 —g.y folgt e¥—e®

Aus eV —e —z-y=0.
Differenziation: e¥-y' —e?*-2— (1-y+2-9)=0

= (¥ —z)y —2e* —y=0.

. 2622+y

Auflésen: .
eYy —x

@ Gesucht ist die Ableitung der Funktion y(x), die implizit durch die Glei-
chung z - sin2y = 1 — 3y? definiert ist:
z-sin2y=1-3y> = z-sin2y—1+3y%=0.

Differenziation: 1-sin2y+ x cos2y -2y’ —0+3-2y-y =0.

- —sin 2y
2z cos2y + 6y |

/

Auflsen: |y




262 7. Differenzialrechnung

I3 7.3 Anwendungsbeispiele aus Physik und Technik

© 7.3.1 Kinematik
Bewegungsabldufe lassen sich durch das Weg-Zeit-Gesetz s = s (t) beschrei-
ben. Die Momentangeschwindigkeit ist die Ableitung des Weg-Zeit-Gesetzes
nach der Zeit

v(t):=5(t)=2Ls(t) (Geschwindigkeit)

a(t)=0@)=2%v(t)=5(). (Beschleunigung)

(1) Fiir den freien Fall gilt

s(t) =39t +vot+ so,

wenn so die Anfangsposition und vy die Anfangsgeschwindigkeit. Es gilt hier
fiir die Geschwindigkeit und Beschleunigung

v(t) = s() = gt+o,
a(t) = () = g=const.

(2) Ein durch Luftreibung geddmpftes Federpendel
schwingt mit

x (t) = zoe 7t cos (wt),

wenn z( die Anfangsauslenkung, v der Reibungskoeffizi-

ent und w die Schwingungsfrequenz. Die Geschwindigkeit

und Beschleunigung sind
Abb. 7.4.

Federpendel v (t) = 7 (t) = —yxge "' cos (wt) —wzge 7 sin (wt),
a(t)=v(t) =v*zoe 7" cos(wt) +ywzge 7! sin (wt)

+ywrge ' sin (wt) — w?zoe 7t cos (wt)
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a(t)= (v* —w?) zoe 7" cos (wt) + 2ywmzge 7" sin (wt).
Fiir den Spezialfall ohne Reibung (y = 0) ist
x (t) = xg cos (wt)
und
i (t) =a(t) = —w?xg cos (wt) = —w?x (t).
Dann ist die Riickstellkraft der Feder
F=ma=mi(t)=-muw?z(t)~z(t).

Dies ist das Hooksche Gesetz, welches besagt, dass die Riickstellkraft propor-
tional zur Auslenkung x (t) ist.

7.3.2 Induktionsgesetz

Das Induktionsgesetz aus der Physik lautet: Eine zeitliche Anderung des ma-
gnetischen Flusses ¢ induziert in einem Leiter mit Windungszahl n eine elek-
trische Spannung U; geméf

Ui(t) = —n & (1)

Dabei ist der magnetische Fluss ¢ = B - Ay, B das angelegte Magnetfeld
und A.yy die vom Magnetfeld durchdrungene Fliche.

(1) Wenden wir das Induktionsgesetz auf eine in einem

B

konstanten Magnetfeld rotierende Spule an, so ist die

effektiv vom Magnetfeld durchdrungene Fléiche o/
Au
Acrp = Acosp(t) = A cos(wt).
1 @ (1) (wt) L

Nach dem Induktionsgesetz wird die Wechselspannung

Winkel o(t)=ot
U, =—-n i o = -n i B A cos (wt) Abb. 7.5. Drehender Lei-
dt dt tor

= nBAw sin (wt)

mit der Scheitelspannung Uy = n B A w induziert.

(2) Ist die Leiterschleife fest und variiert das Magnetfeld senkrecht zur Leiter-
schleife gemifl B = By cos (wt) mit Amplitude By und Frequenz w, so wird
in der Leiterschleife (Querschnittsfliche A) die Spannung U; induziert gemé&s
der Formel

d d .
U; = —na¢: —n%ABO cos (wt) =n A Byw sin (wt) .
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7.3.3 Elektrostatik
(1) In einem Plattenkondensator mit Anodenspannung ¢4, Kathodenspan-
nung ¢ und Spaltabstand d ist das Potenzial ¢ (x) gegeben durch

6@) = (1-2) 6+ ox " "
i . -
=da+ (E> (oK — da). ,

Das zugehorige elektrische Feld E ist definiert als
d
E(x):= o o () (elektrisches Feld).

Dann ist

d _
E(r) = i ¢ (x) = *% (0x — ¢a) = % = const.

(2) Kondensatormikrophon. An den Platten eines Kondensatormikrophons
liegt eine konstante Spannung Uy an. Der Druck der Schallwellen (Frequenz

w) dndert den Plattenabstand nach der Formel
d=dy+ asin (wt).

[
Damit variiert die Ladung ) am Kondensator ik U
1 a‘\f\nf

Q(t)zc(t).U:M.U il

da sich die Kapazitiat C zeitlich dndert. Der _
zeitliche Verlauf des Stromes

|
1= 24Q() ——

ist demnach gegeben durch

d d 1
It)=—Qt)=eg AUy~ ———
®) dtQ() c04lo dt do + a sin (wt)

wa cos (wt)
[do + a sin (wt)]*

= —SoAUo
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7.4 Differenzial einer Funktion 74

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Verhalten von Funktionen, indem wir den Zuwachs
der Funktion mit dem Zuwachs der Tangente vergleichen. Die Formeln bei der Linearisierung

von Funktionen und der Fehlerrechnung basieren auf diesem Vergleich.

Um den Zuwachs einer differenzierbaren Funktion f in unmittelbarer Umge-
bung eines Punktes xy zu bestimmen, berechnen wir den Funktionswert an der
Stelle 2o und bei 2o + A z. Andert sich der Abszissenwert um A z, so #ndert
sich der Funktionswert um A y. Fiir den Zuwachs A y der Funktion f gilt

Ay=f(xo+Ax)— f(x0).

Ay

Tangente

Yq

IR

T AX XA X

Abb. 7.6. Differenzial einer Funktion

Wir vergleichen den Zuwachs der Funktion mit der Anderung der Tangente
dy. Man nennt

dr : unabhéngiges Differenzial
dy : abhéingiges Differenzial (= Anderung der Kurventangente)

Es gilt nach Abb. 7.6

d
tana = [ (xg) = % = dy= f'(x) - du.

Definition: (Differenzial einer Funktion). Das Differenzial

dy = df = f'(xo) - dx

einer Funktion y = f (z) beschreibt die Anderung lings der Tangente
im Punkte xy, wenn sich die Abszisse um dx &ndert. df wird auch das
Differenzial der Funktion f im Punkte z¢ bezeichnet.
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Ay: Anderung der Funktion bei Anderung des z-Wertes um A z.
dy:  Anderung der Tangente bei Anderung des z-Wertes um dz.

Beispiele 7.17:
@ Gesucht ist das Differenzial der Funktion f (x) = v + 1 bei z¢ = 0:

IS
iy
—
&

I

|
—~

]

+

—
N—

f@)=(@+1)
Damit ist
df = f' (z0) dz = % da.

@ Gesucht ist das Differenzial von f (z) = arctanz an der Stelle zy = 0:

1
1+ 22

f(z) =arctan (z) — f'(z)= —  f(zg=0)=1.

Damit ist
df =1-dx. O

© 7.4.1 Linearisierung von Funktionen
Aus dem Differenzial df einer Funktion werden wir nun noch eine fiir die An-
wendungen wichtige Folgerung ziehen: Fiir kleine A x = dx gilt ndherungsweise

Ny =~ dy.

Denn fiir kleine A 2 = dz ist die Anderung der Tangente vergleichbar mit der
Anderung der Funktion. Setzt man noch die Formel fiir dy ein, erhilt man

= Ayr~dy=f(z9) Ax.

Xo  ——— X

AX

Abb. 7.7. Linearisierung einer Funktion

Fiir kleine A z kann die Funktion f in unmittelbarer Umgebung des Punktes
2o durch die Kurventangente ersetzt werden. Man nennt dieses Vorgehen die
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Linearisierung der Funktion f. Wegen
Ay = f(z)— f(xo) = dy = f"(20) (x— o)

folgt fiir die Linearisierung der Funktion f an der Stelle xg:

f (@) = [ (wo) + f' (w0) - (x — x0).-

Beispiele 7.18:

4
@ Gegeben ist die Funktion f (z) = ﬁ . Gesucht ist die Linearisierung
x (z
der Funktion bei z¢ = 1:
dx (x +1) — 4z 2z + 1)

Wegen [’ (z) = ist ff(zg=1)=-1

22 (z41)°
= f(x) = f(x0) + [ (x0) (x —xo) =2+ (1) (x—1) =3 —=x.

@ Gegeben ist die Funktion f (p) = sin . Gesucht ist die Linearisierung der
Funktion bei ¢ = 0:
Wegen [/ (¢) =cosp ist f'(pg=0)=1

= f(e) = f(po) + f (©0) (p—¢0) =04+1-(p—0)=¢

= (fiir kleine Winkel). |

Anwendungsbeispiel 7.19 (Harmonisches Pendel).

An einem Faden der Liange [ sei eine Masse m befestigt.
Gesucht ist der Winkel ¢ (¢) als Funktion der Zeit, wenn
die Masse um einen kleinen Winkel ¢g ausgelenkt wird.
Wir bestimmen alle auf die Masse wirkenden Krifte, denn
nach dem Newtonschen Bewegungsgesetz ist die Beschleu-
nigungskraft gegeben durch die Summe aller Kréfte.

Gehen wir von einer reibungsfreien Bewegung aus, wirkt
auf den Massenpunkt nur die Gewichtskraft Fiz = mg. Da
die Beschleunigung der Masse senkrecht zum Faden erfolgt, Abb.7.8.

wirkt als Beschleunigungskraft Fadenpendel

Fp=—Fg-sinp =—mg sinp.

Bei einer Kreisbewegung ist die Geschwindigkeit v (t) = lw = [ - ¢ (t) und
damit die Beschleunigung a(t) = v (t) = [ (t). Insgesamt gilt nach dem
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Newtonschen Gesetz
mlg(t) =—mg sin(p(t))

bzw.

¢U)+%$n¢@):0

Diese Gleichung nennt man Differenzialgleichung, da neben der gesuchten
Funktion ¢ (t) (= Winkelauslenkung zu einem beliebigen Zeitpunkt t) auch
deren (zweite) Ableitung vorkommt. Fiir diese Gleichung lésst sich keine ge-
schlossene Losung ¢ (t) finden. Fiir kleine Winkel ¢ () ~ 0 gilt aber nach
Beispiel 7.18 @

sing (1) ~ ¢ (t)

so dass die Bewegungsgleichung sich vereinfacht zu

¢w+% (t) = 0.

Die Losung dieser Differenzialgleichung ist gegeben durch

¢ (1) = o cos (wt)

mit w = \/? und g = ¢ (t = 0) die Anfangsauslenkung. Dies priift man durch
Einsetzen der Funktion ¢ (¢) in die Differenzialgleichung direkt nach:

B(t) = —w?eg cos(wt)

— ¢+ %gp (t) = —w?pg cos(wt)+ %(po cos (wt) = 0.

Zusammenfassung: Fiir kleine Winkelauslenkungen ist der Winkel ¢ (¢) ei-
nes Fadenpendels gegeben durch ¢ (t) = @g cos (wt) . Dies ist eine periodische

Bewegung mit zeitlich konstanter Amplitude oo, fester Kreisfrequenz w = /4

und zeitlich konstanter Schwingungsdauer T = %’T = QW\/E . O

7.4.2 Fehlerrechnung

Das Differenzial einer Funktion macht eine Aussage dariiber, wie sich der Wert
einer Funktion bei kleinen Anderungen der Argumente #indert. Eine Anwen-
dung des Differenzials ist die Fehlerrechnung, da diese eine Aussage dariiber
trifft, in wieweit sich der Funktionswert in linearer Ndherung maximal &ndert,
wenn das Argument nur bis auf + dz bekannt ist.
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Anwendungsbeispiel 7.20 (Wheatstonesche Briickenschaltung).

Uber die Wheatstonesche Briickenschaltung
lasst sich ein unbekannter Ohmscher Wider-
stand R durch

— x —!

. Abb. 7.9. Wheatstonesche Briicke
bestimmen, wenn der Abtastpunkt D auf dem

Draht so verschoben wird, dass die Briicke

stromlos ist. Aufgrund von Messungenauigkeiten ist & nur bis auf £1mm be-
kannt. Wie grof ist der maximale und relative Fehler in linearer N#herung,
wenn Ry = 10012, I = 1m und z = 0.53m?

Wir betrachten R als Funktion von x:

R(.’E) =Ry

l—x
und bestimmen das Differenzial
dR:R'(x)-dmzRo1‘(1_9”“;”’1@;:— Rol S da.
(l—x) (I—x)

Fiir zp = 0.53m und dz = 0.001m folgt fiir den maximalen Fehler in linearer
Néherung

1
0.472
Der Widerstand ergibt sich also zu

|dR| = 100 -0.001€2 = 0.452€).

R=Ro; xox +|dR| = (112.76 + 0.45) Q
— 40

mit einem relativen Fehler von % =0.4%. O
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7.5 Anwendungen in der Mathematik

Aus den Ableitungen einer Funktion werden Riickschliisse auf die Eigenschaften der Funk-
tion gezogen. Aus der ersten Ableitung kann man die Monotonie und die Extremwerte
ablesen; aus der zweiten Ableitung die Wendepunkte. Ziel dieses Abschnittes ist, eine
vollstandige Kurvendiskussion durchzufiihren. Insbesondere die Charakterisierung der lo-
kalen Extremwerte iiber die erste Ableitung werden wir im nichsten Abschnitt anwenden,
um Optimierungsprobleme zu l6sen.

7.5.1 Geometrische Bedeutung von f’ und f”.

Die Ableitung einer Funktion gibt die Steigung der Kurventangente an. Hat
eine Funktion stets eine positive Steigung, f’(x) > 0, dann ist der Zuwachs
df = f'(z)-dz > 0 und die Funktion streng monoton wachsend (Abb. 7.10
(a)). Ist andererseits fiir eine Funktion f’'(z) < 0, dann féllt die Funktion
streng monoton (Abb. 7.10 (b)).

Die zweite Ableitung einer Funktion bestimmt das Kriimmungsverhalten, denn
f" gibt die Steigung der Tangente an. Es gilt
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Tangente

£(x)
e o

f'(x)<0

'(x)>0

Abb. 7.10. (a) monoton wachsende Funktion mit Rechtskriimmung, (b) monoton fallende

Funktion mit Linkskriimmung

7.5.2 Relative Extremalwerte

Die relativen Extremalwerte geben die Punkte einer Funktion an, bei denen
die Funktionswerte in einer Umgebung relativ einen grofiten bzw. kleinsten
Funktionswert besitzen.

Definition: Eine Funktion f besitzt an der Stelle xg € ID ein relatives
Maximum bzw. relatives Minimum, wenn in einer Umgebung des
Punktes xq gilt

f(xo) > f(x) firallex# x (rel. Maximum)

f(xo) < f(x) firallex# xo (rel. Minimum).

Eine differenzierbare Funktion besitzt in einem A

lokalen Extremum eine waagrechte Tangente.

Somit ist eine notwendige Bedingung fiir einen " Maximum -

relativen Extremwert xo, dass | f' (xg) = 0. /

I\ Achtung: Diese Bedingung ist jedoch nicht
hinreichend, wie das folgende Beispiel zeigt: rel.

A\ Beispiel 7.21. Fiir die Funktion f (z) = 23
gilt f'(0) = 0; aber zy = 0 ist kein lokales
Extremum. Diese Funktion dndert bei 2o = 0
gleichzeitig ihre Kriimmung (von einer Rechts- in eine Linkskriimmung). Da-
her ist f” (0) = 0. Damit also zwingend eine waagrechte Tangente auch hinrei-

Abb. 7.11. Relative Extremwerte

chend fiir ein Extremum ist, darf die Kurve in zy die Kriimmung nicht &ndern:
f" (zo) darf nicht verschwinden. |
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Beispiele 7.22:

b s @ Gesucht sind die relativen Extrema der Funktion
X)=x3-3x

2 f(z) =2 -3z

/' Esist f'(z)=322-3, f"(x)=6x.

Aus f'(z) =0, folgt 322 =3 =0 1/ = = 1.
An diesen Stellen besitzt die Funktion eine waag-
rechte Tangente.
) f"(xz1) = f"(1) >0 = bel 21 = 1 ist ein

M- - -

_——— ]

£

lokales Minimum,
ii) f" (z2) = f"(-1) <0 = Dbei zg = —1 ist ein lokales Maximum.

-2

@ Fiir die Exponentialfunktion f (z) = e® gilt fiir alle z € IR: f' (z) = e* > 0.
Die Exponentialfunktion besitzt also kein Extremum und ist auf ganz IR streng
monoton wachsend. O

© 7.5.3 Wendepunkte und Sattelpunkte

Definition:

(1) Kurvenpunkte, in denen sich der Drehsinn der Tangente dndert, heifien
Wendepunkte (Abb. 7.12 (a)).

(2) Wendepunkte, die eine waagrechte Tangente besitzt, heiflen Sattelpunk-
te (Abb. 7.12 (b)).

Tangente £'(x)>0

£'(x)=0

Wendepunkt O Sattelpunkt

Abb. 7.12. Wende- und Sattelpunkte
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In den Wendepunkten findet eine Anderung der Kriimmung statt. Fiir eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion gilt in diesen Punkten f” (z¢) = 0.
Diese Bedingung ist aber nicht hinreichend wie das Beispiel f (x) = 2 zeigt:
Bei zg = 0 gilt zwar f” (x0) = 0, aber auch f"’ (x¢) = 0. Folgende Bedingun-
gen sind hinreichend:

Beispiele 7.23:

® Die Funktion f (z) = 23 hat in 2o = 0 einen Sattelpunkt:
fl@)=32%, f"(z) =6z, f"(z)=6.

Wegen f/(0) = f”(0) =0 und f" (0) # 0 ist xp = 0 ein Sattelpunkt.

@ Die Funktion f (z) = 2® — 3z hat in ¢ = 0 einen Wendepunkt:
f(x)=322-3, f’"(z)=6x, f"(z)=6.

Aus " () =0 < 29 = 0. Wegen [/ (0) = 6 # 0 ist zp = 0 ein Wende-
punkt.

® Die Wendepunkte der Sinusfunktion fallen mit den Nullstellen zusammen:

f(z)=sinz, f'(z)=cosz, f"(x)=—sinz, [ (z)=—cosx.
Aus [ (z) = —sinx = 0 folgt 2, = k - 7. Wegen
F" (@x) = —cos(km) = = (=1)" #0

sind damit alle Nullstellen auch Wendepunkte. O
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© 7.5.4 Kurvendiskussion

Charakteristische Eigenschaften einer Funktion werden mit Hilfe der Diffe-
renzialrechnung erfasst. Charakteristische Punkte sind dabei Nullstellen und
Polstellen aber auch die relativen Extrema, Wende- und Sattelpunkte. Eine
vollsténdige Kurvendiskussion orientiert sich an den folgenden 10 Punkten:

—52% +5

3
Definitionsbereich: Der Nenner wird bei g = 0 Null = ID = IR\{0}. o =0
ist Definitionsliicke.

Beispiel 7.24. Gebrochenrationale Funktion y =

Symmetrieverhalten: Die Funktion ist punktsymmetrisch, da sie der Quo-
tient einer geraden und ungeraden Funktion und damit insgesamt ungerade ist.

Nullstellen: Zahler und Nenner werden in Linearfaktoren zerlegt und gemein-

same Faktoren gekiirzt:
b’ +5 5 (x+1) (z—1)

3 3

= Nullstellen sind z; = —1 und z5 = 1.
Polstellen: x5 = 0.

Asymptoten: Der Grad des Zihlers ist kleiner als der Grad des Nenners
= lim y =0 < x-Achse ist Asymptote.

r—+o0

Ableitungen: , 5 (2% -3)
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7" —10 (xz — 6)
T s

30 (22 —10)
y//l — $6 .

Relative Extrema: y' =0 < 2? =3 =0 = z4/5 = +V/3.
Y’ (V3) = 2v3>0= (V3,-12V/3) ist relatives Minimum.

y" (f\/g) = f%\/g <0= (f\/g, % 3) ist relatives Maximum.

Wendepunkte: 3/ =0 — 22 — 6 =0 = Te/7 = +v6.
y'" (:l:\/é) # 0 = x6,7 sind Wendepunkte.

Funktionsgraph: 4

\

,/\0
R R \/5,_,0

25
Abb. 7.13. Funktionsgraph von y = %

Wertebereich: W =1R. O

Anwendungsbeispiel 7.25 (Gedimpfte freie Schwingung).

Gesucht ist der Funktionsverlauf der gedampften freien Schwingung
x(t) =4e "1 cos (2t) t>0.

Definitionsbereich: An die Funktion ergeben sich keine Einschrankungen.
Aufgrund von physikalischen Griinden ist jedoch ID =1R>g .

Symmetrie: - (da fiir negative ¢ keine Kurvendiskussion)

Nullstellen: = (t) = 0 < €%!* cos (2¢) = 0 < cos (2t) =0
S =Tpkreoty=T+kT,  k=0,1,23,...

Polstellen: -

Asymptoten: Fiir t — oo ist x (t) — 0. Die t-Achse ist Asymptote.
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Ableitungen:

@ (t) = (—0.4 cos (2t) — 8 sin (2t)) e 1,

#(t) = (—15.96 cos (2t) + 1.6 sin (2t)) e *1F

7 (t) = (4.796 cos (2t) + 31.76 sin (2¢)) e 017,

Relative Extrema: & (t) = 0 < —0.4 cos (2t) — 8 sin (2¢) = 0
< tan (21) = — %2 = —0.05

— 2¢ = arctan (—0.05) + k - 7, da der Arkustangens mehrdeutig
f—>’2tk:3.091+k-7r‘ k=0,1,23,...

(i) Fiir gerade k = 2n ist & (t) positiv:
Z(ty) = (tan)
= (—15.96 cos (3.091 +2n ) + 1.6 sin (3.091 + 2nm)) e~ O-Lt2n
=16.020e7%!2» > (0 = rel. Minima:

Miny = (1.545, —3.422); Min, = (4.687, —2.500); Mins = (7.828, —1.826):. ...

(ii) Fiir ungerade k = 2n + 1 ist & (¢) negativ:
Z(ty) =7 (tant1)
= (—15.96 cos (3.091 + 7) + 1.6 sin (3.091 + 7)) e~ 01 t2nta
= —16.020e1t2nt1 < 0 = rel. Maximum:

Max; = (3.116, 2.925); Maxy = (6.257, 2.136); Maxs = (9.399, 1.560):. . . .

Der Abstand von Minima und Maxima betrégt 5.

Wendepunkte: (1) =0 — —15.96 cos (2¢) + 1.6 sin(2¢) =0

— tan (2¢) = 2% = |2t =4612+k |
Da die dritte Ableitung an diesen Stellen abwechselnd positiv und negativ ist,
liegen tatséchlich Wendepunkte vor.

Funktionsgraph: 4‘ \

N AN A
v VARV,

-4

Abb. 7.14. Funktionsgraph von z(t) = 4 exp(—0.1t) cos(2t).

Wertebereich: W = [-3.422, 4] ; der grofite Wert wird bei ¢t = 0, der kleinste
im 1. Minimum angenommen. O
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7.6 Extremwertaufgaben (Optimierungsprobleme)

Die Differenzialrechnung ist ein wichtiges Hilfsmittel zur Lésung von Optimierungsproble-
men in der Technik. Bei den Optimierungsproblemen sucht man das absolute Maximum

oder Minimum eines Problems unter Nebenbedingungen.

In der Regel werden technische Sachverhalte in ein mathematisches Modell
(Zielfunktion) umgesetzt und die Losung des Problems auf die Bestimmung
von Extremwerten dieser Funktion zuriickgefiithrt. Das gesuchte absolute Ma-
ximum (oder Minimum) kann aber auch in einem Randpunkt des Intervalls
liegen. Fiir Extremwertaufgaben w#hlt man folgendes Schema:

(1) Ansatz: Die zu optimierende Grofle wird mathematisch beschrieben. Auf-
grund von Randbedingungen werden alle Variablen bis auf eine eliminiert.
Die zu optimierende Grofe ist dann eine Funktion (Zielfunktion) von einer
Variablen.

(2) Die Extrema der Zielfunktion werden ermittelt und deren Vertriiglichkeit
mit dem gegebenen Problem iiberpriift.

(3) Durch Vergleich der Extremwerte mit den Funktionswerten in den Rand-
punkten des Losungsintervalls erhélt man den grofiten (oder kleinsten)
Wert der Funktion im Intervall.

Anwendungsbeispiel 7.26 (RCL-Wechselstromkreis).

In einem RCL-Wechselstromkreis fliefit beim Anlegen

. L R, C
einer Wechselspannung 2
{ I
o __O

U (t) = Up sin (Wt) Uw = U, sin(wt)

ein Wechselstrom Abb. 7.15. RCL-Kreis

I(t) = Ipsin (wt + @)

mit frequenzabhingiger Amplitude

Io(w) = Up /\JR? + (WL — 2)°

Bei welcher Frequenz w besitzt Iy seinen grofiten Wert?

7.6
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Iy (w) ist maximal, wenn \/ R? + (wL — =) minimal, bzw. wenn die folgende
Funktion f minimal wird:

fw)=R*+ (wL - L)°

’ 1 1 | 1

p 1 4 1 L1

I W) =2AL+ 52"~ HEl - 5) :J’(Vfc):8L2>“

f nimmt in wy = \/% sein Minimum an, und Iy (w) hat den Maximalwert

IO (WO) = %.

Wegen I (w) “=0°0 und I (w) “=3° 0, stellt das relative Maximum auch das

absolute Maximum dar. Iy hat also sein Maximum bei der Resonanzfrequenz

wo = \/% Der Scheinwiderstand ist dann gleich dem Ohmschen Wider-

stand R und es gilt

U
IO,max = ﬁo ]

Anwendungsbeispiel 7.27 (Leistungsanpassung des Widerstandes).

An einer Gleichstromquelle Uy mit Innenwiderstand R; ist ein Auflenwider-
stand R (Lastwiderstand) angeschlossen. Wie groff muss der #uflere Wider-
stand gewahlt werden, damit die Nutzleistung maximal wird?

Leistung am Widerstand R :
P=U-I=R-I1-1
R \LU

Maschensatz (Nebenbedingung):
U=U+U=RI+RI=(Ri+R)I U

Uo

=1= .
R, + R
Damit ergibt sich die Nutzleistung als Funktion von R:

Uo )2 , R . .
P(R)=R =Uy — Nutzleistung am Widerstand
W=k (5505) =0 e . )

Fiir das Extremum gilt

P,(R):U21-(Ri+R)2—R-2(Ri+R) e Bi-R o
’ (Ri + R)* (R + R’
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- [F=r]

Fiir die zweite Ableitung von P (R) folgt

1(Ri+R)®— (R, —R) 3 (R; + R)’

Pl/ (R) — U2 B
’ (Ri + R)°
o —(Ri+R) =3 (R — R)
=Uj T .
(Ri + R)
Damit ist
—2R; 1 U2
1/ N — 2 1 :7770
P"(R;) = U, 16 W <0

Fiir liegt ein relatives Extremum vor. Da P (R) 2 0und P (R) gt

0 ist das relative auch das absolute Maximum. Die Nutzleistung wird maxi-
mal, wenn der Lastwiderstand gleich dem Innenwiderstand gewéhlt wird. Die
maximale Nutzleistung bei diesem dufleren Widerstand betrdgt dann

1 U3

Pmaxzf .
4 R;

(1)

Man nennt dies auch die Spannungsteilerregel: Wenn der Innenwiderstand R;
gleich dem #uBeren Widerstand R, (=Lastwiderstand) gewihlt wird, dann ist
der Spannungsabfall bei R; gleich dem Spannungsabfall bei R,, nimlich % O

Anwendungsbeispiel 7.28 (Balkenbiegung).

Die Biegelinie eines einseitig eingespannten Bal- X
kens der Lénge L unter dem Einfluss einer Kraft \ F
F' lautet ndherungsweise
(x):i(Lm2—lx3) (0<z<1L)
Yy 2T 3 -7 =70 Abb. 7.16. Balkenbiegung

wenn E der Elastizitdtsmodul und I das Flachentragheitsmoment ist. An wel-
cher Stelle ist die Balkenbiegung am grofiten?

Wir bestimmen die relativen Extrema der Biegung y (z):

/ F 5
y(:v)zm (2Lm—x):0 =x1 =0 oder zo =2L
" F
=——(2L-2
y'(@) = 557 (20— 20)
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FL
und setzen x1 = 0, 2 = 2L in die 2. Ableitung ein: " (0) = — >0 =

I - EI
BT < 0 = rel. Maximum. z9 liegt aber aulerhalb

rel. Minimum; 3" (2 L)
des physikalischen Bereichs.

A\ Die maximale Durchbiegung des Balkens (absolutes Maximum) findet al-
lerdings am freien Ende (x = L) statt:

P
~3EI

Ymax = Y (L)

Anwendungsbeispiel 7.29 (Magnetfeld von Leiterschleifen, mit
MAPLE-Worksheet).

Das durch eine stromdurchflossene Leiterschleife erzeugte Magnetfeld ist auf
der Achse der Leiterschleife gegeben durch die Formel

po I R?
2 (R2+22)8

wenn R (= 0.1m) der Radius der Leiterschleife, I (= 1A) der Strom und pg (=
47-10~7 H/m) die Permeabilitiit von Vakuum. Die Effekte der Stromzuleitung
werden vernachléssigt.

f®
//)«/ : ° i
|

Abb. 7.17. (a) Stromdurchflossene Leiterschleife und (b) Magnetfeld auf der Achse

B(2) =

Das Magnetfeld von zwei stromdurchflossenen Leiterschleifen ist die Uberla-
gerung der Einzelmagnetfelder. Gesucht ist der Abstand d der Leiterschleifen,
so dass das Magnetfeld zwischen den Einzelschleifen moglichst homogen (=
gleichférmig) wird.

Das Gesamtmagnetfeld zweier stromdurchflossener Leiter ergibt sich aus der
Superposition der Einzelmagnetfelder. Betriagt der Abstand der Leiterschleifen
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d, dann berechnen sich das Gesamtmagnetfeld auf der Achse durch

1 1 1
B = oI R? — + ,
2 L ) | 2\3/2
<R2+(z—§d)> (R +(z+§d)>
wenn die erste Leiterschleife bei z = % und die zweite bei z = —% liegt.

Die mathematische Bedingung fiir die Homogenitat des Magnetfeldes bei z = 0
ist, dass B" (z = 0) = 0. Wir setzen daher z = 0 und differenzieren die Funk-
tion B(d) zweimal nach d:

15 d? 3 1
B"(d) = —pol R>——————— — “pol R ————
167 (Re 1) AT (g 1)
d> — R?
= 960 R?

(4R? +d2)"?
= 0.

Losen wir obigen Ausdruck nach d auf, erhalten wir d = R: Ist der Spulen-
abstand d gleich dem Radius R der Spulen, so ist das Magnetfeld
auf der Achse homogen (Helmholtz-Spulen)!

Im zugehorigen MAPLE-Worksheet ist eine Animation dargestellt, bei
der die Absténde d variieren. Es zeigt sich, dass bei d = R das Ma-
gnetfeld relativ homogen verlauft. O

o

7.7 Satze der Differenzialrechnung

In diesem Kapitel werden einige wichtige Satze der Differenzialrechnung zusammengefasst.
Als zentraler Satz der Differenzialrechnung steht der Mittelwertsatz. Er findet u.a. bei den
Regeln von I'Hospital seine Anwendung.

Der folgende Satz besagt, dass die Differenzierbarkeit einer Funktion eine
stiarkere Eigenschaft ist als deren Stetigkeit:

Satz: Ist eine Funktion f :ID — IR an der Stelle 2y € ID differenzierbar,
dann ist f an dieser Stelle auch stetig.

7.7
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Beweis: Sei f eine in z( differenzierbare Funktion, dann gilt mit den Limes-
rechenregeln:

}ILILI}) (f (xo +h) — f (z0)) =F1,,11>I}) [h(f($0+h)_f(x0))/h]
= lim 1 %il%% (f (wo +h) — f (20))
~0

=0-f" (x0)

= lim f (20 +h) = f (20). o

A Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht, da z.B. die Betragsfunktion abs () =
|z| an der Stelle 2o = 0 stetig, aber nicht differenzierbar ist!

© 7.7.1 Satz iiber die Exponentialfunktion

Eine fiir die Anwendungen bei den Differenzialgleichungen wichtige Eigenschaft
der Exponentialfunktion ist, dass die Ableitung wieder e* ergibt:

(e”) = e”.

Die Exponentialfunktion ist die einzige Funktion, welche diese Eigenschaft be-
sitzt:

Beweis: Definieren wir die Funktion F' (z) = f (z) - e~*®. Dann gilt fiir die
Ableitung von F(z) nach der Produktregel:

= F'(z) = f'(z) e+ f(z) e (—a)
=(f'(z)—af(x)) e *® =0 MfirallezeclR.
Ist die Ableitung einer Funktion gleich Null, so ist die Funktion konstant.
Folglich ist F' (x) die konstante Funktion mit F (0) = f (0) =const und damit
F(x)=f(0) fiir alle z €IR.
= f(z)=F(x)-e*®=f(0)-e*® fiiralle z €IR.
= f(x)=f(0)-e*® fiir alle z €IR. ]
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Folgerungen:
(1) exp : R — IR mit x — e ist die einzige differenzierbare Funktion mit

f(@) = f(2) und f(0) = 1.
(2) Die Losung der Differenzialgleichung

Y (x) =ay(x) mit y(0)=yo

ist gegeben durch y(x) =yoe™.

(3) Die Losung der Differenzialgleichung
V(@) =ay(@)+ @) mit y(0)=u

ist eindeutig.

7.7.2 Mittelwertsatz

FEin anschaulich plausibler Satz besagt, dass waagrechte Tangente

jede Funktion f : [a, b] — IR mit f (a) = f (b) f(x)
im Innern des Intervalls eine Stelle mit waag- / ;
rechter Tangente besitzt. Dies ist die Aussage

des Satzes von Rolle (1652 - 1719). t :

X

|
|
o
|

a g b

Abb. 7.18. Satz von Rolle

Eine Erweiterung dieser Aussage bringt der folgende Mittelwertsatz, den wir
auf den Satz von Rolle zuriickfithren:
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Begriindung: Wir definieren die Funktion
F :[a, b] — IR mit

f(b)-f(a) _ f(a
F)=f@)- 100 o

zur Sekante

> F ist stetig und differenzierbar mit F' (a) =
f(a) = F (b) . Nach dem Satz von Rolle exis-
tiert ein £ € (a, b) mit

— f)— —
F () = /(6 - 1 o
Daraus folgt die Behauptung. O

1

|
a 3 b
Abb. 7.19. Mittelwertsatz

Geometrisch besagt der Mittelwertsatz, dass der Graph der Funktion an
mindestens einer Stelle eine Tangente besitzt, die parallel zur Sekante durch
die Punkte (a, f (a)) und (b, f (b)) verlduft.

© 7.7.3 Die Regeln von I’'Hospital

Wir wenden uns nun wieder dem Berechnen von Funktionsgrenzwerten zu.

Eine der Regeln lautet xlilgo % = _f; Eig; , wenn g (xzg) # 0. Die Regel von

I’Hospital (1661 - 1704) liefert eine Methode auch den Grenzwert zu berech-
nen, wenn g (zg) = f (x¢) = 0.

Beweis: Nach dem Mittelwertsatz ist fiir a = zg und b = x¢g + h
flzo+h)=f(xo) +hf(§), wenn &€ (o, z0+h).
Mit § € (0, 1) ist £ = z9+ d h und
flzo+h)=f(z0) +hf (zo+d-h).

Wenden wir diese Form des Mittelwertsatzes auf f und g an, folgt mit f (z¢) =
g(x0) =0

fzo+h) _ f(zo) +hf' (xo+ 1h) _ f' (o + 1 h)

g(xo+h) g(xo) +hg (xo+02h) g (xo+0d2h)
Durch Grenziibergang h — 0 folgt die Behauptung. O
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Bemerkungen:

(1) Die Regel von I'Hospital gilt auch fiir Grenziibergéinge der Form
Wenn lim f(z) =oo und lim g¢(z) = oo, dann ist
T—To T—To

99 00,
oco

~
~—

@ . f@
o (@) oo 7 (@)

(2) Die Regeln von I'Hospital gelten auch fiir Grenziibergéinge x — oo:

~
~—

@ @
2 g @) o g (a)

wenn (IILH;O f(x) :wILH;O g(z)= 0)
oder ( lim f(z) =00 und lim g¢(z)= oo).

r— 00 r— 00

(3) Die 'Hospitalschen Regeln setzen immer voraus, dass die Funktionen in
einer Umgebung von z( differenzierbar sind.

(4) Unter Umsténden miissen die 'Hospitalschen Regeln mehrfach angewen-
det werden, um zum Ziel zu fithren. Es gibt aber auch Fille, bei denen die
mehrmalige Anwendung der Regeln versagt.

Beispiele 7.30:
@ li sixil cosaszl.
z—0 I z—0 1
.oer—1 2 e 1
@l S L G =y
2 _ = =
® lim 3z o Z lim 6z =2 lim ,:3
z—oo T + 4x2 z—o0 ¢ + 1 z—o0 8 4
In(2r—1) = = 2
©fm 2D £ mT g, 2 O
z—00 e z—oo % z—oo (22 — 1) e®

Ausdriicke der Form 0- 00, 0o — 00, 0, 0o?, 1%°: Die Regeln von 1’'Hospital
gelten nur fiir unbestimmte Ausdriicke der Form ” %” oder 7227, Andere un-
bestimmte Ausdriicke wie z.B. 0- 00, 0o —oc, 07, 0c®, 1°° lassen sich durch die

folgenden elementaren Umformungen auf obige Félle zuriickfithren:
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Beispiele 7.31:
In(1+21) o
® Tim z-In(1+2) @ lim m(+s) 8y, TE
1
= lim =1
z—oo 1 + <
@ lim (L - L) @ lim sin =z § ., cosz—l
z—0 7T sinx z—0 I -sinx z—0 sinx + x - cosx
S fim —sinze 0,
z—0 2cosx — x -sinx 2
® lim (1—}—%)00 © lim e 2(1+3),
r—00 Tr—00
Nach @ ist lim =z In (1 + %) =1 und damit
€Tr— 00
. I . 1
lim (1+—-) =exp(lim zIn({1+=))=e =e.
Tr—00 x Tr—00 T

@ lim (1 +tm)% © lir% exp(L In(1+¢tx)).
e
1 =t folgt

In(1+txz) ¢
Wegen lim n(+t2) =< lim
z—0 xT z—0
1 o1 t
*=exp|lim —In(1+tz)) =exp(t) =e
x—0

lim (1+tx)

z—0
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7.8 Spektrum eines strahlenden schwarzen Kérpers '8

Bei der Diskussion der Strahlungsformel eines schwarzen Korpers werden die Rechentechni-
ken aus der Differenzialrechnung angewendet, um den Verlauf des Spektrums zu erhalten.
Wir benétigen dazu sowohl die Regeln von I'Hospital, die Extremwertbestimmung iiber die
erste Ableitung als auch das logarithmische Differenzieren zur Berechnung von f’.

Ein Kérper mit nicht spiegelnder Oberfliche (schwarzer Kérper) sendet bei
der absoluten Temperatur T Strahlen aus. Fiir die spektrale Strahlungsdichte
E (X) gilt nach dem Planckschen Strahlungsgesetz im Raumwinkel €

_ G 1
B = A5 (exp(2) —1) Qo

mite; =2hc? =1.191-1071Wm, ¢y = h% =1.439-10"%2mK (c ist die Licht-
geschwindigkeit, k& die Boltzmann-Konstante, h das Plancksche Wirkungsquan-
tum).

E())

}\‘1 }\’4 ‘\
:’% ‘\SS; |
2 > l
2 1

Ay !

S 2 :

A
Schwarzer Koérper Spektrale Strahlungsdichte

%

'max

Verhalten fiir A — 0 und A — oo: Fiir A — 0 und A — oo gilt E(\) — 0,
wie man mit den Regeln von I’'Hospital nachrechnet, denn fiir den Nenner der
Strahlungsformel berechnet man

(i) durch 5-maliges Anwenden der Regeln

000 exp(7x) —1 = o exp(7%)
hin X (eXP(%) —1) = >1ﬁ0 * 5T ;\Lo ]
AD A

(ii) durch einmaliges Anwenden der Regeln
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: 5 C o —
)\11_’11;10 M (exp(#5) — 1) = lim + = —=25 =

c
:)\li_)ngo i ?2 M exp(#%) = 00+ 1 = 0.

Maximum. Wir bestimmen die Wellenlédnge A, bei welcher die Strahlungs-
dichte E (\) bei festem T ein Maximum besitzt. Durch logarithmische Diffe-
renziation des Strahlungsgesetzes folgt

InE(A) = Inci—5InA—In(exp(#%)—1) —In€Qp
1 / _ 5 1 Co (6]
= Fw TV = 3w et ()
Setzt man z = % gilt fiir das Extremum von £ ()
, z
E'AN)=0= pra— -z=75
(denn E () # 0 fiir alle A > 0). Folglich gilt fiir z die nichtlineare Gleichung
1
1——z=¢7
5

(— §7.9 Beispiel 7.32). Durch numerisches Losen dieser Gleichung erhiilt man
z =2 4.965, also ist

Amax - T = ¢2/4.965 = 2898 um K.

Dieses Ergebnis heifit das Wiensche Verschiebungsgesetz. Es besagt, dass
Amax I = const. (dass dies auch das Maximum darstellt, zeigt man, indem
E" (Amax) < 0 nachgepriift wird.)

Diskussion: Fiir steigende Temperaturen verschiebt sich das Maximum der
Strahlung zu kleineren Wellenléingen hin. Die Strahlung eines Korpers wird
sichtbar, wenn die Temperatur etwa 600°C' erreicht (Rotglut). Mit steigender
Temperatur verschiebt sich die Glithfarbe von 850°C' hellrot, 1000°C' gelb, hin
zu weif} bei 1300°C.

Bemerkung: Das Wiensche Verschiebungsgesetz wird in Temperatursensoren
herangezogen, um die Temperatur eines Korpers kontaktfrei zu messen: Aus
der Analyse des Strahlungsmaximums erhédlt man unter der Annahme eines
idealen schwarzen Strahlers die Korpertemperatur

2898 um K
T=——.
Amax [1m]
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7.9 Newton-Verfahren 7.9

Das Newton-Verfahren ist ein schnelles, numerisches Verfahren, um Nullstellen von Funktio-
nen naherungsweise zu bestimmen. Die Beschreibung weiterer Verfahren befinden sich auf

der CD-Rom im Kapitel iiber das Losen von nichtlinearen Gleichungen der Form f (x) = 0.

Wir suchen eine Methode, um von einer Funktion f eine einfache Nullstelle

f(z)=0

im Intervall [a, b] ndherungsweise zu bestimmen.

Das Verfahren. Das Newton-Verfahren ist ein iteratives Verfahren, d.h. man
startet mit einer Anfangsschitzung z fiir die Nullstelle und verbessert in
weiteren Iterationsschritten diesen Wert: Berechnen wir dazu im Punkt x(
die Tangente an f und bestimmen den Schnittpunkt der Tangente mit der
x-Achse. Dieser Wert sei x7. x1 liegt in der Regel nidher an der Nullstelle als
2o. Nun berechnet man in x; die Tangente der Funktion und bestimmt den
Achsenschnittpunkt xo. Durch Fortfithrung des Verfahrens ndhert man sich
der Nullstelle an (siehe Abb. 7.20).

,” Tangente in x,->X,

_ -Tangente in x,->X,

Tangente in X,->X,

» X
__/Xs X, X, Xy

fx)

Abb. 7.20. Geometrische Interpretation des Newton-Verfahrens

Aufstellen der Formeln: Die Tangentengleichung in ¢ hat die Form
y = f(x0) + f' (20) (x — o)
und der Schnittpunkt z; mit der z-Achse ist definiert durch y = 0:

0= f(l‘()) + f/ (.TQ) (1‘1 — $0) .
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Damit ist

Durch Iteration erhilt man das folgende Verfahren:

Eigenschaften des Verfahrens

(1) Sehr schnelle Konvergenz (nur wenige Iterationsschritte sind notig).

(2) A\ Das Verfahren kann divergieren, falls der Startwert nicht nahe genug
an der Losung liegt.

(3) Fiir das Newton-Verfahren gilt die Fehlerabschiitzung
|Zpt1 — 2" < L" |zpsr —aa| < L™ (b—a) ,
wenn |f’ (x)] < L fur alle z € I = [a, b].
(4) Eine analytische Formel der Ableitung muss vorliegen.

(5) Das Newton-Verfahren konvergiert immer fiir eine auf IR konvexe oder
konkave Funktion, die eine Nullstelle mit f’ (x¢) # 0 besitzt.

(6) Die Konvergenz des Newton-Verfahrens kann man auch sicherstellen, wenn
f eine 3-mal stetig differenzierbare Funktion ist mit der Figenschaft

f(@) f" (@)
' (z)?

Je kleiner die Konstante K, desto besser ist die Konvergenz.

f'(x) #0 fiiralle z € I und <K <1 firale z €l

Falls man eine schlechte Schétzung fiir den Startwert hat, sollte man sich
zunéchst mit dem Bisektionsverfahren (— 6.4) eine bessere Startnidherung
verschaffen und anschlieflend das Newton-Verfahren verwenden. Oftmals kann
man durch Zeichnen des Funktionsgraphen einen guten Startwert xy finden.



7.9 Newton-Verfahren 2901

Anwendungsbeispiel 7.32 (Mit MaprLE-Worksheet). Wir wenden das
Newton-Verfahren auf das Problem aus 7.8 an: Gesucht ist eine Losung der
Gleichung 1 — %z = e~ %, d.h. gesucht ist eine positive Nullstelle der Funktion

f(z) = 1—%2—672.

Mit der Ableitung

JE) =g e

stellt man die entsprechende Newtonfolge

1-— %xn — e %n (5—mz,)e* —5
—etn 4+ 5

x =X _—— = I —_
n+1 n —%+67$" n

auf. Mit dem Startwert oy = 2 erhélt man das Ergebnis:

n| wn | f(za) |

012 0.4646

1] 9.1857 —.8372

2 | 4.9973 —.00622

3| 4.9651 | —0.3-107°
Nach 3 Iterationen erhilt man fiir die Losung der Gleichung z = 4.9651 mit
einer Genauigkeit von 4 Dezimalstellen. O

p’ ’, Animation: Der Algorithmus des Newton-Verfahrens wird direkt in

die Prozedur newton iibernommen. Im zugehorigen MAPLE-Work-
sheet ist eine Animation dargestellt, die den Konvergenzprozess der Newton-
Folge an die Nullstelle visualisiert.

Anwendung des Newton-Verfahrens: Berechnung von Wurzeln.
Gesucht ist die Quadratwurzel /a einer positiven Zahl a. Wir interpretieren
Va als die einzige positive Nullstelle der Funktion

f(z) =2*—a.

Zur numerischen Berechnung wenden wir das Newton-Verfahren auf diese
Funktion an. Mit

fl@) =2z
erhéilt man die Newtonfolge
f(xzn) 22 —a 222 -22+4a 1 L8
Tptl = Ty — =z, — = =—|laxn+— ).
1 f(zn) 2Ty, 2, 2 n
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Setzt man zy := a und iteriert geméf

1 a
Tntl i< 5 Tn + o

fir n =0, 1, 2,..., hat man eine schnell konvergierende Folge (vgl. Beispiel
6.4: Babylonisches Wurzelziehen).

Beispiel 7.33. Berechnung von v/3 mit obigem Schema

n| 0 1 2 3 4 5
z, | 3.00000 2.00000 1.75000 1.73214 1.73205 1.73205

Die angegebene Methode ist eine der besten zur Berechnung von Quadratwur-
zeln. Die meisten Computerprogramme beruhen darauf. O

Berechnung von k-ten Wurzeln

Dieses Verfahren ist nicht nur auf die Berechnung von Quadratwurzeln be-
schrankt, sondern kann auch zur Berechnung von k-ten Wurzeln herangezogen
werden. Denn /a ist die positive Nullstelle von

f(z) =2F —a.

Mit f/ (x) = k2*~! lautet die Newtonfolge

MarLe-Worksheets zu Kapitel 7

Die folgenden elektronischen Arbeitsblitter stehen fiir Kapitel 7 mit
MAPLE zur Verfiigung.

= Zum Ableitungsbegriff

= Differenzieren mit MAPLE

= Kurvendiskussion mit MAPLE

— Helmholtz-Spulen mit MAPLE

= Newton-Verfahren mit MAPLE

= MAPLE-L6sungen zu den Aufgaben
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7.10 Aufgaben zur Differenzialrechnung

7.1 Bestimmen Sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen unter Verwendung
der Potenzregel:
a)y:8x7—10x3+i—g—% b) y =12 Va3 — 7 vzt +11x—f
Ayl)=2V Vi+3V V-3V V-3V VI d)y(a)= 5=

ad

(@)= (a+ba?) (c+ea) Dy)=(+a) va g y(r)=a"a®

7.2 Bestimmen Sie mit der Produkt- und Quotientenregel die Ableitung der Funk-

tionen: 10
a) sin(z) - — b) sin(z) - cos(z) c) x"e”
x
d) z°—b5x+6 . sin(¢p) ) 4t
x? — 12z 4+ 20 (12— cos(p)) B -1)t+1)
T xe” . - 1n(x)
&) 2 42 b) er —1 D (x —1)2

7.3 Man bestimme die erste Ableitung der folgenden Funktionen unter Zuhilfenah-
me der Kettenregel

a)y(:c):cos§3m+2) b) y(z)=3z—2)° c)y(z)=3 sin(5z)
d) y (z) =et® —3*+2 e) y(z)=10-1In(1+ %)
f)z(t)=A -sin(wt+¢) g y(x)=In(sin(2z—-3)) h)y(z)=yIn(z%2-1)

7.4 Man berechne durch logarithmische Differenziation die Ableitung von

a) y(a) = a” b) y (x) = 2™"*

7.5 Wie lautet che Ableltung von .
a) fi(z) = =) b) f2 () = («*)" ¢) fs () = 2"
)f4():$(“) e) f5 (z) = a")

7.6 Bestimmen Sie die erste Ableitung von

T 3
a) y(t) =lnva?—t2 b) y =1In Hi; c)y=1n Ex+f;2
d) y(z) = an(z—3) e)y=-¢e"- % f)y= eln

7.7 Gegeben seien die Funktionen

sinh : IR — IR mit sinh (z) := § (¢* —e™*) (Sinushyperbolikus)
cosh : IR — IR mit cosh (z) := § (e* + e *) (Kosinushyperbolikus)
sinh (z)

tanh : IR — IR mit tanh (z) := (Tangenshyperbolikus)

cosh ()
i) Man zeichne den Graphen der 3 Hyperbolikusfunktionen.

ii) Man berechne die Ableitung der Funktionen.
iii) Man zeige, dass cosh? (z) — sinh? (z) = 1.

7.8 Man berechne die Ableitungen der Arkusfunktionen
arcsin (x) , arccos (z), arctan (z), arccot (z)

als Ableitung der Umkehrfunktion der trigonometrischen Funktionen.

7.9 Berechnen Sie die Ableitung der Areafunktionen
arsinh () und arcosh (x)

als Ableitung der Umkehrfunktion von sinh und cosh .

7.10
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7.10

7.12

7.13

7.14

7.15

7.16

7.17

7.18

7.19

7. Differenzialrechnung

Beweisen Sie die Potenzregel y(z) = 2" = 3 (z) = nz" ' mit Hilfe der
logarithmischen Differenziation.

Bilden Sie die erste Ableitung der implizit gegebenen Funktionen .
a) e @) 4 y® (z) Inz =cos(2z) b) y((wy(m) = ( V VY q2aet2 aQI) (=)

¢)Iny(z) - Vy(z) —z=0 d) siny (z) =y (z) - 2*

Bestimmen Sie durch implizite Differenziation den Anstieg der Kreistangente
im Punkte Py = (4, yo > 0) des Kreises (z — 2)* + (y — 1) = 25.

Gegeben seien die Funktionen

a) filx)=vV1+azt;20=1 b) fa(z)=3In(1+32°);20=3
c)y(xz)=2cosz; z0= 7.

Man berechne fiir die Funktionen i) das totale Differenzial ii) das totale
Differenzial am Punkte zo. Man bestimme auflerdem iii) die Tangente im
Punkte xo und 1iv) die Linearisierung am Punkte zo. v) Man gebe einen
Niherungswert fiir f (zo +0.01) an und vergleiche diesen mit dem exakten

Wert.

Ein geddmpftes Feder-Masse-System hat ein Weg-Zeit-Gesetz der Form
z(t)=Ae " cos(wt).

i) Man berechne die Geschwindigkeit und Beschleunigung zu jedem Zeitpunkt.
ii) Man gebe eine Bedingung fiir die Nebenmaxima an.

Die potentielle Energie fiir ein Ion in einem Kristallgitter lautet naherungsweise

2a a?

V(r)=-D (7—72) (D> 0).

Man zeige, dass V () an der Stelle 7o = a ein relatives Minimum besitzt.

Bei der Spiegelabmessung mit Skala und Fernrohr wird bei festem Skalenab-
stand s der Ausschlag x gemessen. Wie beeinflusst ein kleiner Messfehler von x
den Wert des Ergebnisses o, wenn o = arctan £7 (s = 2m, = 250 mm, dx =
1 mm.) Welches ist der relative Fehler?

Wo besitzen die folgenden Funktionen relative Extremwerte?

a) y(z) = —823 + 1222 + 18z b) z(t) =t* — 8> + 16
AJulz)=vV1+z+V1-—2 d)y(z) =xze™”
e) y(z) =sinz-cosz f)y(z)= i;":jfz

Man diskutiere den Verlauf der folgenden Funktionen:
22 +1 b (x—1)

a)y = r_3 )y:ﬁ C)y:% d)y:SiUQCE
Bestimmen Sie die folgenden Funktionswerte mit den Regeln von I"Hospital
. x?—a? . sin(2x) . sin?
a) lim b) lim ————= c) lim ——
z—a T —a =0 sin (z) z—0 1 — cosx
2 p— —
d) lim T 2—|—42 cos T ¢) lim 1 71 ) Tim Inz x—|2—1
z—0 T z—0 \ sinx z—1 (x -1
g) lim z” h) lim (14 2)°

x—0 xr— 00
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8 Integralrechnung

Der Integralbegriff ist wie der Ableitungsbegriff motiviert durch die physikalische
Beschreibung von Bewegungsablidufen (Geschwindigkeit, Beschleunigung). Er ist u.a.
auch von Bedeutung bei der Berechnung von Fléchen, Volumeninhalten von Kérpern,
Schwerpunktsberechnungen usw.

Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich ein zusétzliches Kapitel {iber das nume-
rische Integrieren sowie einige weitere Anwendungen der Integralrechnung wie z.B.
die Mittelungseigenschaft, die Bogenlinge und das Kriimmungsverhalten sowie die
Berechnung von Rotationskérpern zusammen mit der Visualisierung in MAPLE.

8.1 Das Riemann-Integral

Wir beginnen mit der geometrischen Fragestellung: Gegeben ist eine Funktion f (z), wie
groB ist die Fliche, welche die Kurve mit der z-Achse in einem Intervall [a, b] einschlieBt?

Anwendungsbeispiel 8.1. Zur Bestimmung des Flicheninhalts A} unter
dem Graphen der Funktion f(z) = 22 in [0,b] unterteilen wir das Intervall
[0, b] durch eine gleichmiiige Zerlegung Z,, in n Teilintervalle

b b b

x0=0,01=—,22=2—,..., 21 =(n—1)—, 2, =b.
n n n
A A
f(x)=x"
] X AX > X
0 b X=0 X X X1 X,=b
Flache unter Kurve Né&herung durch Rechtecke

Fiir jedes Teilintervall mit Intervall-Lange Ax = xp — xp_1 = % wéahlen wir

den rechten Eckpunkt zx = k- Az und werten die Funktion darauf aus
flay) =21 = (k-Ax)”.
Der Flidcheninhalt des zugehorigen Rechtecks ist

Az-f(ry)=Ax-k* Az’

8.1
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Anschliefend summieren wir alle Rechtecksflichen auf

Sno= Azf(z)+Azf(z)+...+ Az f(zn)

_ émf(xk) — (Az)? é k2.

k=1
Nach Abschnitt 1.2.2 gilt die Formel
> k= Gnn+1) 2n+1)
k=1

3 3
= 5, = (Ax)gén (n+1) @n+1) = %én (n+1) (2n+1) ”;‘”%
Mit Hilfe einer Verfeinerung der Zerlegung Z, des Intervalls [0, b] wird die
Fliche unter f (z) = 22 beliebig genau angenihert. Fiir den Grenziibergang
n — oo geht die sog. Zwischensumme Sy, in die Fliche unterhalb des Graphen
von z? {iber: Aj = % . o
Die Vorgehensweise aus dem Einfithrungsbeispiel wird verallgemeinert, indem
man zur Berechnung der Fliche unterhalb einer beliebigen Kurve f(z) mit der
x-Achse die folgende Konstruktion anwendet: Zunéchst wird die Kurve durch
eine stiickweise konstante Funktion (Treppenfunktion) angenihert. Man sum-
miert alle Rechteckflichen auf und erhélt so eine Néherung fiir die Fliche
unterhalb der Kurve. Man erhcht die Anzahl der Unterteilungen und erhlt
eine immer feinere Anndherung der Funktion durch die Treppenfunktionen
bzw. Ann#&herung der Fliche unter der Kurve durch die Summe der Rechteck-
flichen. Genauer erhilt man die folgende Definition fiir das bestimmte Integral:

y=f(x) ]
74 I
| |
| |
/ 1 1
| |
T ™ | I
1 ! i | I
1 ! i I I
1 ! i | 1
I I
N | L _
ag g & . &b
Xo Xy X, Xyt X, Xn2 Xo1 X,

Abb. 8.1. Riemannsche Zwischensumme
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Sn=>_ Az f (&)

Definition: (Bestimmtes Integral; Riemann-Integral)
Gegeben ist eine stetige Funktion f : [a, b — IR mit y = f (z).

(1) Z, sei eine Unterteilung des Intervalls a < x < b in n Teilintervalle

a=20 <21 <2< ...<Zp_1<xp,=2>0

die Riemannsche Zwischensumme beziiglich der Zerlegung Z, .

i n
[ i) do=lim 3" Asef (&),
e k=1

der Lingen Axy = xp, — 1. Es sei & € [xi_1, k] ein beliebiger
Zwischenwert aus dem Intervall. Dann heif3t

(2) Unter dem bestimmten Integral (Riemann-Integral) der stetigen
Funktion f in den Grenzen von x = a bis x = b wird der Grenz-
wert der Riemannschen Zwischensumme S,, fiir n — oo verstanden:

o Visualisierung mit MAPLE: Illustrativer als jede prizise mathe-
matische Definition ist die anschauliche Interpretation. MAPLE lie-
fert im die Moglichkeit, den Ubergang von der Zwischensumme zum Inte-
gral durchzufiihren, indem die Anzahl der Unterteilungen des Intervalls [a, b]
immer grofler gewéhlt wird. Die im zugehorigen MAPLE-Worksheet vorhan-
dene Animation suggeriert den Ubergang von der diskreten Zwischensumme
zum bestimmten Integral. Dargestellt sind die Werte am Beispiel des Integrals
fol (2% +1) dz fiir die Unterteilungen N = 50 (links) und N = 100 (rechts).

2 p
15

J
0.5

00 02 04 x 06 08
Bemerkungen:

2

1.5

0.5

00

0.2

04 x 06 08

(1) Der Integralbegriff in der obigen Definition wird zur Unterscheidung von
anderen Integralbegriffen nach dem Mathematiker Riemann (1826 - 1866)
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benannt. Da wir uns ausschliefflich mit diesem Integral beschéftigen, spre-
chen wir kurz vom Integral.

(2) Ist f stetig, so konvergiert die Zwischensumme fiir jede beliebige Untertei-
lung Z,, und jede beliebige Wahl von & € [x;_1, ] gegen den gleichen
Wert. Man sagt, das Integral ist wohldefiniert.

(3) Allgemeiner bezeichnet man eine Funktion als integrierbar, wenn die Zwi-
schensumme fiir jede beliebige Unterteilung Z,, und jede beliebige Wahl
von & € [rr—1, Tx] gegen den gleichen Wert konvergiert. So sind z.B.
stiickweise stetige Funktionen integrierbar.

(4) Diese algebraische Definition des Integrals entspricht genau dem Vorgehen
bei der Flidchenberechnung aus dem Eingangsbeispiel. Bei der geometri-
schen Motivation ist die Funktion f so gewihlt, dass sie im Intervall [a, b]
nur positive Werte besitzt. Die algebraische Definition ist jedoch allgemei-
ner und geht somit iiber die Flidchenberechnung hinaus.

(5) Allgemein iibliche Bezeichnungen fiir die im bestimmten Integral f; f(z) dx
auftretenden Symbole sind:
x: Integrationsvariable; f (x): Integrand;
a: untere Grenze; b: obere Grenze.

Beispiel 8.2. Sei v (t) die Geschwindigkeit eines Massenpunktes als Funktion
der Zeit t, der sich entlang der x-Achse bewegt. Zur Zeit t = 0 befindet er sich
an der Stelle z = 0. Gesucht ist der zuriickgelegte Weg z (T') zum Zeitpunkt
t="T.

Ist die Geschwindigkeit konstant, v (t) = v, so ist der zuriickgelegte Weg
2 (T) = vy T. Bei variabler Geschwindigkeit v (t) zerlegt man das Zeitintervall
[0, T in Teilintervalle

O=to<ti<ta<...<t,=T,
so dass v (¢) sich in jedem Teilintervall annéhernd konstant verhélt:
v (t) = v (tg—1) fiir t € [ty_1,tx] k=1,...,n

Dann berechnet sich der zuriickgelegte Weg x (¢)) zum Zeitpunkt ¢t = ¢, (k=
1, 2, ..., n) nidherungsweise durch

.Z‘(tl) ~ (tl — t()) . ’U(to) = Atl U(t())
’Jl(tg) ~ (E(tl) —+ (t2 — tl) . U(tl) = I‘(tl) + AtQU (tl)
J?(tg) ~ Z‘(tg) + (tg — t2) "U(tg) = Atl’l}(to) + Atg’l)(tl) + At31}(t2)



z(ty) = (T) =~ ZAtkv(tk_l).
k=1
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Der erhaltene Naherungswert fiir x (T') ist somit die Riemannsche Zwischen-
summe S,,. Der exakte Wert des zuriickgelegten Weges ist

x(T):/TU(t)dt.

(® Das unbestimmte Integral

Das bestimmte Integral ff f (t) dt représentiert fiir eine positive Funktion den
Flécheninhalt zwischen der Kurve f (¢) und der Zeitachse. Betrachtet man die
untere Integrationsgrenze als fest, die obere als variabel, so héngt der Integral-

wert nur noch von der oberen Grenze ab.

A

. f(t)

A -
>

a b

Bestimmtes Integral

t

 f(t)

F(x)
t

a

>
X

Integralfunktion

Um die Abhéngigkeit von der oberen Grenze zu symbolisieren, ersetzt man b

durch x und erhélt die Funktion

F(x):/ggf(t) dt.

F(x):z/mf(t)dt

Definition: Unbestimmtes Integral, Integralfunktion.
Unter dem unbestimmten Integral

versteht man die Integralfunktion F (z), fiir welche die obere Grenze des
Integrals variabel gewahlt wird.

Das unbestimmte Integral F (z) = f; f (t) dt reprisentiert also den Flichen-
inhalt zwischen der Funktion f (¢) und der ¢-Achse in Abhingigkeit der oberen

Grenze.
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Beispiel 8.3. Fiir die Funktion f () = t? ist nach Beispiel 8.1 die zugehérige
Integralfunktion fiir a = 0 die Funktion F' : IR — IR mit F' (z) = %3 Man
beachte, dass hierbei ein Zusammenhang zwischen Integralfunktion und In-
tegrand besteht: F’ (z) = f (x). Dieser Zusammenhang gilt ganz allgemein,
wie in Abschnitt 8.2 gezeigt wird. O

Numerische Integration

Schon verhéltnisméfig einfache Funktionen lassen sich nicht mehr elementar

. . L . 2 - s R
integrieren. Beispiele sind z.B. e™" oder *2%. Man ist in diesen Féllen auf

numerische Methoden angewiesen. Wir zerlegen dazu das Intervall [a, b] in n

Teilintervalle [z;, 2;41] mit der Intervall-Lénge h := =% und setzen

xo=a; wy1=xz;+h (1=0,...,n—1); z,=h.

Ersetzt man die zu integrierende Funktion f(x) in jedem Intervall [z;, x;11]
durch eine konstante f (&), & € [z, xi+1], so wird das Integral durch die
Zwischensumme

n—1 n—1 n—1
IR A= f(&) (@i —z)=hY_ [(&)
i=0 i=0 =0

approximiert. Somit erhélt man als einfachste Naherung

b
/f<x)d:mh<f<§o>+f<51>+...+f<5n_1>>.

Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich ein eigenes Kapitel {iber das nume-
rische Integrieren mit der Diskussion der Eigenschaften der unterschiedlichen
Néherungsverfahren.

8.2 Fundamentalsatz der Differenzial- und
Integralrechnung
So kompliziert die Konstruktion des bestimm-

ten Integrals auch aussieht; es zeigt sich, dass
f(g) die Berechnung in vielen Fillen sehr einfach

A fx)

wird. Diese Tatsache verdankt man dem Zu-
sammenhang zwischen der Ableitung der In-

tegralfunktion und dem Integranden, der nun

(=2
\/
X

a
3 hergeleitet wird. Dazu stellen wir zunéchst ei-

ne Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes der

Differenzialrechnung vor, der besagt, dass die Fliche unterhalb einer Kurve
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f (x) ersetzt werden kann durch eine flichengleiche Rechtecksfliiche mit glei-
cher Grundseite und mit Hohe f (£). Dabei heifit f (£) integraler Mittelwert
der Funktion f im Intervall [a, b]:

Beweis: Zunichst ist aufgrund der Definiti- A
on des bestimmten Integrals, das Integral {iber f(x)
eine konstante Funktion ffcd:l; =c-(b—a). My

Setzen wir m := min _f (z) als Minimum und
z€la, b]

I
I
I
M := max_f (z) als das Maximum der Funk- ™M} !
I
I

I
tion f im Intervall [a, b], so gibt es nach dem :
Zwischenwertsatz ein « mit f(z) = m und ein a X X b

Z mit f () = M. Damit ist

Y

f(@) < flx) < f(7).

Da f(x) und f(z) konstante Zahlen sind, gilt

b b b
fmw—wz/ﬂ@ms/ﬂ@ms/fmm:f@w—@

b
o [ f@ds < f@),

= f(x) <

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es dann wiederum ein £ € (a, b) mit dem
Funktionswert

b
fO =7 [ 1@

Bei obiger Betrachtung verwendeten wir die Monotonieeigenschaft des be-
stimmten Integrals. Sie besagt, dass aus g (z) < f (z) < h (z) folgt:

/abg(x) dmg/abf(a:) dxg/abh(a:) dzx.

Diese Eigenschaft rechnet man aufgrund der algebraischen Definition der In-
tegrale direkt nach. O
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Eine allgemeinere Formulierung des Mittelwertsatzes lautet:

Wir stellen nun den Zusammenhang zwischen Differenzial- und Integralrech-
nung her. Dieser Zusammenhang ist nicht nur theoretisch von Bedeutung, er
liefert auch eine praktische Methode zur Berechnung von Integralen.

Beweis: Wir betrachten die Differenz der Fliachen

x+h

AFzF(m—kh)—F(m)z/f(m)dx— f(:v)d:v:/f(:v)d:v

a

x+h

und wenden auf das Integral der rechten Seite den Mittelwertsatz der Inte-
gralrechnung an: f;H_h f(x) de =hf (&) mit & € (z, x + h). AnschlieBend
bilden wir den Differenzenquotienten
F(x+h)—F(x)

h
Durch Grenziibergang h — 0 geht die linke Seite gegen F’ (z) und die rechte
Seite gegen f (z). Denn &, "29 2 und da f stetig ist, gilt:  f (&) i f(x)o

= LAF=f(@).

Beispiele 8.4:

® Fiir f(z)=1 ist F(z) = [j 1dt =z, denn F’ (z) = 1;

@ Fiir g(z) =wist G(z) = [ tdt = %27 denn G’ (z) = x;

® Fiir h(z) =a? ist H(z) = [ t*dt = %, denn H' (z) = 22. o
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® Stammfunktionen
Wir haben allgemein gezeigt, dass die erste Ableitung der Integralfunktion
F(x) = [T f(t) dt als Ergebnis den Integranden f (x) liefert. Wir nennen
solche Funktionen F' (x) mit F’ (z) = f (x) Stammfunktionen:

Definition: Jede Funktion F (z) mit F' (x) = f (x) heifit Stammfunk-
tion von f (z).

Mit diesem Sprachgebrauch kann man den Satz tiber die Integralfunktionen
umformulieren:

Beispiel 8.5. In folgender Tabelle sind fiir einige Funktionen f (z) eine Stamm-
funktion F (x) angegeben. Die Eigenschaft F’ = f ist direkt nachzurechnen.

Tabelle 8.2: Elementare Stammfunktionen O

Bemerkung: Zu jeder stetigen Funktion gibt es unendlich viele Stammfunk-
tionen, denn z.B. zu z™ ist sowohl —— 2"*1  als auch n+r1 2™t 4+ 2 als auch
2"+ C eine Stammfunktion. Allerdings unterscheiden sich zwei Stamm-

n+1
_1_
n+1
funktionen zu einer Funktion f immer nur durch eine Konstante:

Beweis: Da F; und F, Stammfunktionen zu f, folgt F| (z) = f (z) = F5 (x).
= (F (z) - F(x) =0 = F(z) - Fy(z) = const. ]



306 8. Integralrechnung

Folglich l&sst sich jedes unbestimmte Integral schreiben in der Form

/zf(t)dt:F(x)—kC,

wobei F' (x) irgendeine Stammfunktion und C' eine Konstante ist. Zu jeder ste-
tigen Funktion f (z) gibt es also unendlich viele unbestimmte Integrale. Daher
kennzeichnet man diese Funktionenschar durch das Weglassen der Integrati-
onsgrenzen

/f (z) dx = { Menge aller unbestimmten Integrale von f (x)}.

Da sich alle Stammfunktionen nur durch eine Konstante unterscheiden, schreibt
man kurz

/f(a;) dx =F (z)+ C,

und nennt C' die Integrationskonstante.

Beispiele 8.6:
@ /e“C de =e"+C.
@ /xkdx:%“xk+1+c (k#—-1).

©) /cosxdx:sinx+0.

/A Bemerkung: Ein Grund, warum die Integralrechnung schwieriger als die
Differenzialrechnung ist, liegt darin, dass sich nicht jede Stammfunktion durch
elementare Funktionen darstellen lisst. Die Funktionen

2 sinx

T

besitzen keine elementar darstellbaren Stammfunktionen!



Tabelle von Stammfunktionen. In der folgenden Tabelle sind fiir viele
elementare Funktionen die Menge aller Stammfunktionen [ f (z) dz = F (z)
zusammengestellt. Die Giiltigkeit kann oftmals sehr einfach mit der Beziehung

8.2  Fundamentalsatz der Differenzial- und Integralrechnung

F' (x) = f (z) bestétigt werden.

Tabelle 8.3: Stammfunktionen

fz) = F' (2) Stammfunktion F : Definitionsbereich
F(z)=[f(z)dze+C Dy

k (kelR) kx+C R

z* (o #£—1) %_Hm(“'l +C R~

z~! In|z|+C IR\ {0}

sinx —cosz+C R

Cos T sinz + C R

tan x —Injcosz| + C R\{z=Z+km keZ}

cot x In|sinz| 4+ C R\{z=kmn, keZ}

a® (a>0,#1) | & +C R

e’ e+ C R

e** (a#0) Leaw 4 O R

Inx z-lnz—z+C R

4 tanx + C R\{z =% +knm kecZ}

I —cotz +C R\{z=km, keZ}

sin? 3 (x—sinz-cosz) + C R

cos? x 3 (x+sinz-cosz) +C R

tan? x tanz —x + C R\{z =% +km keZ}

cot? —cotx —z+C R\ {z =k, k € Z}




308 8. Integralrechnung

f2) = F' (2) Stammfunktion F': Definitionsbereich
Fx)=[f(z)dz+C Dy
arcsin x x-arcsinz + 1 — 224+ C (-1, 1)
arccos x -arccosz — /1 — 22+ C (-1, 1)
arctan x x - arctanx — % In (x2 + 1) +C R
arccot x x - arccot x + % In (2% + 1) +C R
11_962 arcsinz + C (-1, 1)
\/:7 arccosx + C (-1, 1)
1-&-% arctanz + C R
ﬁ arccotz + C R
fz) = F' (2) ijc(aglriﬁ}n}izia;ndx Lo Deﬁniti]?)nfsbereich
sinh z coshz +C R
coshz sinhz + C IR
tanh x In (coshz) 4+ C IR
cothz In |sinhz| + C IR\ {0}
cosiﬁ - tanhz + C R
— —cothz 4+ C IR\ {0}
\/11_7 arsinhz + C R
;71 arcoshz + C (1, 00)
L artanhz + C (-1, 1)
— arcothz + C IR\ [-1, 1]
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Stammfunktionen sind aber weder geometrisch noch physikalisch so bedeutsam
wie die bestimmten Integrale. Bisher haben wir erst ein einziges explizit berech-
net, ndmlich fé’ 22 dr = %. Durch den folgenden Hauptsatz der Differenzial-
und Integralrechnung wird die schwierige Aufgabe, der Berechnung von be-
stimmten Integralen auf eine einfachere Aufgabe, ndmlich das Aufsuchen von
Stammfunktionen, zuriickgefiihrt:

Beweis: Sei # € [a, b] und F (z) := [ f ) dt. Dann ist Fj (z) eine Stamm-
funktion von f mit Fy (a) = 0 und Fy (b f f(t) dt. Ist F (x) eine beliebige
Stammfunktion von f, so folgt F' — Fo = const = ¢ und

F(5) = F(a) = Fo () + ¢ — (Fy (a) +
= Fy (b) — Fo (a) /f .

Damit erfolgt die Berechnung von bestimmten Integralen in zwei Schritten:

Beispiele 8.7 (Berechnung bestimmter Integrale):

b
@ / 2% dz =7: Eine Stammfunktion von z® ist nach Tab. 8.3 1 2%, so dass

a

b
/ 23dr = %x4|z =1 -d").

a
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Fiir 0 < a < b ist dies der Fliacheninhalt der Kurve y = 23 mit der z-Achse
im Bereich von a < z < b.

@ / sinz dx =7: Eine Stammfunktion von sinz ist nach Tab. 8.3 F (x) =

0
—cosx, so dass

/ sinzdr = —cosz|y |=—cosm— (—cos(0)) =1—(-1) =2.
0

Dies ist der Fliacheninhalt unter der Sinuskurve in der ersten Halbperiode.

Anwendungsbeispiel 8.8 (Ausdehnungsarbeit eines Gases).

In einem Zylinder der Grundfliche F [cm2] befinde sich ein durch einen be-
weglichen Kolben komprimiertes Gas. Wenn der Kolben den Abstand x [em]

vom Zylinderboden hat, sei der Gasdruck im Zylinder p () [C 7552]. Bei Ver-
schiebung des Kolbens von x = a nach x = b wird vom Gas Arbeit geleistet,

die gegeben ist durch

A:/apr(a:) da.

Als einfachen Sonderfall betrachten wir die isotherme Ausdehnung eines idea-
len Gases mit der Zustandsgleichung

p(x) -V (z)=p(a)- -V (a) = const

(Boyle-Mariottesches Gesetz) -b‘ |
Mit dem Volumen V (z) = F - z, folgt i=al '
p(z) = P(i/)'(‘g)(a) — P(al)m'.‘;(a)'
b b
p(a)-V(a) 1 X=0
A:F/aFi.de:p(a)'V(a) a;daj.

Nach Tab. 8.3 ist dann
A=pa)-V(a)- [lnx]z =p(a) -V (a) [In(b) —1n(a)]
:p(a)~V(a)'lng. |
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8.3 Grundlegende Regeln der Integralrechnung

Die Berechnung von bestimmten Integralen vereinfacht sich mit Hilfe von Integrationsre-
geln. Sie ergeben sich unmittelbar aus der Definition des bestimmten Integrals als Grenzwert
der Zwischensumme. Die auftretenden Funktionen werden als stetig vorausgesetzt.

/2 /2
Beispiel 8.9. / dcosxdr =4 / cosx dr
0 0
4

1

1 1
(—3x2+a:) dw=—3/ xzda:—i—/ T dx

Beispiel 8.10. /

0 0 0

Bemerkungen:

(1) Die Faktor- und Summenregel gelten sinngeméfi auch fiir unbestimmte
Integrale.

(2) Bisher war stets a < b vorausgesetzt. Die Faktor- und Summenregel bleiben
giiltig fiir beliebige reelle Zahlen a, b aus dem Definitionsbereich von f,
wenn man folgende Definition hinzunimmt:

8.3
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Definition:

(1) Zusammenfallen der Integrationsgrenzen: / f(z) dz:=0.

(2) Vertauschen der Integrationsgrenzen: / f(z) do = — f; f(z) dz.
b

Beispiele 8.11:

2
@ / %dmzlnx|§=ln(2)—ln(2)=0.

2

0
® / sinxdm:—foﬂ/Qsinxdw:—[—cosx]gm:—1. O
/2

Die Additivitét des Integrals nutzt man aus, wenn eine Funktion auf Teilin-
tervallen unterschiedliche Funktionsvorschriften besitzt.

Beispiel 8.12. Gegeben ist die Funktion f (z), die definiert ist durch

1 f(x)

2 fi <zr<1 2
flz) = T EII' 0<z< 05 2
—r+2 fir 1<z<2 x

o 1 x 2
Um die Fliche unterhalb der Kurve f im Bereich [0, 2] zu berechnen, muss man
das Integral aufspalten in ein Integral iiber [0, 1] und [1, 2], da die Funktion

in beiden Teilintervallen eine unterschiedliche Funktionsvorschrift hat. Daher

ist
2 1 2
— _ 2 _
A—/O f(:r)dx—/o x dx—i—/l (—x+2)dzx

x3 ! —z? 2 1
=|=| +|—+22| ==+
0 2 ;3
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8.4 Integrationsmethoden

Die Integration von Funktionen erweist sich in praktischen Fillen oftmals schwieriger als
die Differenziation. Wihrend sich das Differenzieren durch Anwendung einfacher Regeln
(Produkt-, Quotienten-, Kettenregel) erledigen |&sst, ist das Integrieren mit gréBeren Schwie-
rigkeiten verbunden. Trotzdem kann in vielen Fallen durch eine der folgenden Integrations-
methoden eine Stammfunktion gefunden werden.

8.4.1 Partielle Integration

Die partielle Integration ist das Pendant zur Produktregel der Differenziation,
welche besagt, dass

(u(z) (@) = (2) v(2) +ul@) v (2).
Wir 16sen diese Gleichung nach u (x) v’ (x) auf und integrieren anschlieflend

u(@) v (@) = (u(@)v@) - (2) v(z)

f:u(m) v (z) dz = f: (u(z) v (z)) do— f: o (z) v (z) d.

Nach dem Fundamentalsatz der Differenzial- und Integralrechnung ist

so dass gilt

Bemerkungen:

(1) Ob die Integration nach der Methode der partiellen Integration gelingt,
héngt von der "richtigen” (geeigneten) Wahl von « (x) und v’ (z) ab.

(2) In manchen Fillen muss das Integrationsverfahren mehrmals angewendet
werden, ehe man auf ein Grundintegral st6ft.

(3) Insbesondere bei der Integration von Funktionen, die als einen Faktor ei-
ne trigonometrische Funktion enthalten, tritt nach ein- bzw. mehrmaliger
partieller Integration der Fall auf, dass das zu berechnende Integral, mit

8.4
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einem Faktor versehen, auf der rechten Seite wieder auftritt. In diesem Fall
16st man die Gleichung nach dem gesuchten Integral auf.

(4) Die Formel der partiellen Integration gilt auch fiir unbestimmte Integrale

Beispiele 8.13 (Partiellen Integration):

2
@ Gesucht ist ze®dx.

Wir setzen

und erhalten

2 2
/:vexda::[:vex]f—/ 1~exda::[a:ex]?—[ez]f
1 1

=2 —et —e? +e! =¢2

Ferner gilt /aztem dr=¢€¢"(x—1)+C.

® Gesucht ist / x? cos z dx.

Wir setzen

u(z) = 2? = o (z)=2
v (z)=cosz = wv(z)=sinz

und erhalten
/a:2 coszdr = z’sinz — /2w sinx dx.

Nochmalige partielle Integration von [ 2z sinz dz liefert mit

u(x) =2z = u(z)=2
v (z) =sinz = wv(z)=—cosz

/xzcosmda; = a?sinx — [2ac (—cosx) —/2 (—cosx) d:v]

= a%sinz+ 2z cosz — 2 sinz + C.
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In der Regel setzt man u (x) gleich dem Potenzfaktor, um so durch mehr-
malige partielle Integration diesen Term zum Verschwinden zu bringen. In
manchen Féllen fiihrt aber v’ () =1 = v (z) = 2 zum Ziel:

® Gesucht ist /lnxdx.
Mit

folgt

1
/lnxdx:xlnx—/furdx:xlnx—m+C
T

=z (lnx—1)+C.
@ Gesucht ist /congvda: = /cosa: -cosx dx.
Mit
u(x)=cosx = o (r)=—sinz
v/ () =cosx = wv(zr)=sinx
ist

/coszxdw = cosx sinw—/ —sinx sinx dr = cosx sinx—i—/ sin® z dzr.

Wir ersetzen sin? z = 1 — cos? .

:>/cos2xdx:cos:c sinx+x—/0082xdx.

Addieren wir f cos? xdz auf beiden Seiten und dividieren anschliefend
durch den Faktor 2, folgt

/cos2xdx =1 (sinz cosz + z) + C.

© 8.4.2 Integration durch Substitution

Ahnlich wie die partielle Integration auf der Produktregel basiert, lisst sich
aus der Kettenregel die Integralsubstitutions-Methode herleiten. Mit y = f (z)
folgt fiir die Ableitung der Funktion g (y) = g (f (z)) nach x:

Lo @) =d (F@)-f (@),

Hieraus ergibt sich dann durch Integration:



316 8. Integralrechnung

In der folgenden Tabelle sind einfache Spezialfille dieser allgemeinen Substi-
tutionsregel angegeben. Sie lassen sich in konkreten Beispielen einfacher an-
wenden. Man beachte, dass die Félle (A), (B) und (C) als Spezialfille in (D)
enthalten sind.

Tabelle 8.4: Einfache Integralsubstitutionen

Beispiele 8.14 (Integralsubstitutionen nach Tabelle 8.4):

(A1) / Y (20— 3" dr =

2

Wir bestimmen zuerst eine Stammfunktion und setzen dann zur Berech-
nung des bestimmten Integrals die obere und untere Integrationsgrenze
ein. Dazu substituiert man und ersetzt jeden Term des Inte-
grals, der die Integrationsvariable x enthélt, durch einen entsprechenden

Term mit y. Insbesondere muss auch das Differenzial dx durch einen ent-
sprechenden Term mit dy ersetzt werden.

Aus y = 22 — 3 qylz%:2 <—>dg::%dy. Somit ist

/(293—3)4d90=/y4%dy=%/y4dy:%%y5+0.

Nach Berechnung des Integrals wird durch Riicksubstitution y wieder durch
22 — 3 ersetzt:

/(21:—3)4 dr = 15 (22 —3)° + C.
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Das bestimmte Integral ist daher

3

3
/ (22 — 3)* dz = [% (22 — 3)5] =L 243-1]=242.
2

2

(A1’) Fiihrt man alternativ die Substitutionsmethode direkt beim bestimmten
Integral

/23 2z — 3)" da

durch, miissen auch die Integrationsgrenzen ersetzt werden! Es erfolgt dann
nach der Berechnung des substituierten Integrals keine Riicksubstitution
mehr. Aus y = 2z — 3 folgt fiir die untere Grenze z,, = 2 — y,, = 1 und
fiir die obere Grenze z, = 3 — y, = 3:

3 3
1 3
/2(2x—3)4dx=/1 y'sdy = [159°], = 1 243 - 1] = 24.2.

L
=7
(A2) /01+4xdm !

d
Man substituiere |y =1+4x | — ¢’ = % =4 <dr= idy'

1 11 1 1 1
<—>/1+4xdac /y 4dy 4/ydy 4n|y|—|—C'

Durch Riicksubstitution y = 1 + 4z folgt

1 1
dr==1In|1+4 )
/1+4w 1’ 4n| +4x|+C

Fiir das bestimmte Integral gilt

1 1
1 1 1 1 1
——dr=|-In[1+4 =-In5——-Inl=-1In5.
/0 T+ 15 % [4 n|l+ x]o g 5—7n 1

(B1) /sinx cosx dx =7

d 1
Man substituiere — 1y = W _ cosx —dr= dy.
dx cosx

1 1
<—>/sinx cosxdx:/y cos X dy:/ydy:*yQ-i-C.
cosT 2

Durch Riicksubstitution y = sin x folgt

1
/Sin:c cosxdr = 5 sinz + C.
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2
|
(B2) / DL gy =2
1 T
Substitution' %y’:d—yzl —dr=uxdy
' dr = '
1 1
T x 2

1
Riicksubstitution: [ % dr = % Iz + C.

Berechnung des bestimmten Integrals:

2
Inz 1.9 2 1 o
/Ide:§[ln x]1:§ln 2.

2z — 3 2r — 3 dy
) [ da= :
(C)/xz—?)x—i—ldx / y 2r — 3

1
:/;dyzln\y|—|—C:1n|x2—3x+1’—|—C

dy.

mit der Substitution | y = 22 — 3z + 1 | und dx = 5 3
T —

=7
(C2) /026I+5dﬂc 7

d 1
Substitution: |y =2e*+5| —y = YW _9er  dr= dy.
dx 2e”

obere Grenze z, =1 -y, =2e+5

untere Grenze z,, =0 — y, = 7.

1 z 2e+5 2e+5
1 1
02e*+5 7 y 2e” 7 Y

= =1y =12e+5) —In7] =0.1997.

(D1) / («® + 2)% 2% dx =7

Substitution: |y=a23+2| — -2 =322 <—dr=—dy.
T

1 1 1 12
/(a:3+2)2 mde:/y%~w2-@dy:§/y%dy=§§y%+c.
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Riicksubstitution:
1 2 )
/(av‘o’—i—2)2 r?dx = 3 (2 +2)% +C.
xr xT
o) [E g
(ze®)
d 1
Substitution: |y =ze®| < ﬁ =e"+re’ —dr= P
et + xe® e’ +xe” 1 1
e . dy= [y Pdy——1y2+c.
/ (z ev)? : / P e taer /y YT T
Riicksubstitution: % 4 xe® 1 "2 o
e e TR °

Man beachte: Wenn bei einem bestimmten Integral eine Substitution durch-
gefiihrt wird, miissen auch die Integrationsgrenzen ersetzt werden. Dafiir er-
spart man sich zum Schluss die Riicksubstitution. Aufler den angegebenen
Substitutionsregeln gibt es noch viele andere.

Tabelle 8.5: Weitere Integralsubstitutionen

Beispiele 8.15 (Integralsubstitutionen nach Tabelle 8.5):

2 cos

o [ [

/dyzy—i—C’:arcsin(%x)—l-C

mit der Substitution| z = 2 sin (y) | — Z—z =2 cos(y) — dx =2 cos(y) dy

und V4 — 22 = (/4 — 4sin® (y) = 2 cos (y), da cos?(y) + sin?(y) = 1.
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(E2) / \/7d:c = / 2 sz 0052 Z;S( )dy = Q/Sin(y) dy

= —2cos(y) + C = —24/1 —sin*(y) + C

2
=2 1-T 10==-Vi—a2+C

4

mit der gleichen Substitution wie unter (E1): | z = 2 sin (y)

und y = arcsin(3).

/ /cosh Y) :/dy:
V14 x2 cosh (y)

y+C’:arsinh(z)+C:1n(x+ 1+x2>+C’

mit der Substitution| z = sinh (y) | — 3—; = cosh (y) — dx = cosh (y) dy

und V1 + 22 = \/m = cosh (y), da cosh?(y) — sinh?(y) = 1.

/ /5blnhyd_/d_
Va2 —25 5sinh (y) v= v=

y—&—C’:arcosh(z)—I—C:ln(?—&— (;)24—1) +C

d
mit der Substitution | z = 5 cosh (y) |— d—x = 5sinh (y) — dz = 5sinh (y) dy
Y

und 2 — 25 = \/25 cosh? (y) — 25 = 54/cosh? (y) — 1 = 5sinh (),
da cosh?(y) — sinh?(y) = 1. |

Trotz der Vielfalt der Substitutionen gibt es bei der Berechnung von Integralen
keine allgemeinen Rezepte, die stets zum Ziel fiithren!
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© 8.4.3 Partialbruchzerlegung

Fiir rationale Funktionen f (x) = f,((?) (Z (z), N (z) Polynome) gibt es eine

spezielle Integrationstechnik, die sog. Partialbruchzerlegung. Durch diese Me-

thode lassen sich rationale Funktionen in geschlossener Form integrieren. Zur
Durchfithrung miissen sie in einer echt gebrochenrationalen Darstellung vor-
liegen. Eine rationale Funktion heifit echt gebrochenrational, wenn der Grad
des Z#hlerpolynoms kleiner dem Grad des Nennerpolynoms ist, sonst heifit
die Funktion unecht gebrochen. Bei einer unecht gebrochenrationalen Funk-
tion sorgt man durch Polynomdivision dafiir, dass anschlieBend der Grad des
Zghlers kleiner als der Grad des Nenners ist:

203 — 222 —Bbr + 7
Beispiel 8.16. v v T :

22 -3z +2
3z —1
(20 —22* b5z +7) : (@*-3z+2) =2+4+ 5
% — 3T+ 2
—(223  —62%  +4x)
422 —9x 47

—(42® —12z  +8)

3z —1 O

Eine echt gebrochenrationale Funktion lésst sich eindeutig in Partialbriiche
zerlegen. Wir gehen im Folgenden immer davon aus, dass

eine echt gebrochenrationale Funktion mit Grad (p) < Grad (g) = n ist.

~1
Beispiel 8.17 (Musterbeispiel). / xfme dz =7

Um eine Partialbruchzerlegung durchfiihren zu kénnen, miissen zuerst die Null-
stellen des Nenners von f (z) = #_x% bestimmt werden. Aus

22 —-3x+2=0
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folgt durch die pg-Formel /5, = %j: % — 2. Daher sind 1 = 1 und 2 = 2 die
3zr—1 3z —1
2-3x+2 (z—-1)(z—-2)

Nullstellen des Nennerpolynoms und f (x) =
Durch den Ansatz

3x—1 Ay Ao
(x—1) (x—2) T -1 +ac—2

f(z) =

erhdlt man die Partialbruchzerlegung. Um A; und A; zu berechnen, bildet
man den Hauptnenner

Ay Aq _A1($—2)+A2(.’E—1)L 3r—1

:c—1+ac—2_ (x—1) (x —2) 22 —3x+2

und vergleicht den Zahler mit 3z — 1:
Al (z—2)+ Ay (x—1)=3z—1 fiir alle x.

Zur Bestimmung der Konstanten A; und A, fithrt man entweder einen Koef-
fizientenvergleich durch oder man setzt spezielle Werte fiir « ein:

r=1: A (1-2) =3-1 [=4 =2

Also ist

und damit

/f(:v)da::—2/xi1dac+5/xi2da:

=—=2llz—1+5hjz-2/+C

(z—2)°

+ C. O
:1:—1)2

:ln|x—1|_2+ln|x—2|5—|—C=ln

Hat das Nennerpolynom eine Nullstelle, die doppelt oder mehrfach auftritt,
dann muss die Partialbruchzerlegung fiir diese Nullstelle modifiziert werden:
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222 4+3x+1

Beispiel 8.18. / dr =7

3 — 512 +8x —4

x = 1 ist eine einfache und = = 2 eine doppelte Nullstelle des Nennerpolynoms,
da 2% — 522 + 8z —4 = (z — 1) (# — 2)°. Fiir die Partialbruchzerlegung des
Integranden f wéhlen wir daher den Ansatz

A By By
f<$):m—1+x—2+(x_2)

_A@-2"+B (z-2) (x—1)+ B (x—1)
(—1) (z—2)

2

Nach Multiplikation mit dem Hauptnenner folgt

2024324124 (@—-2%+B (z-2) (x—1)+ By (x—1).

Wir setzen zur Bestimmung von A, By und By spezielle z-Werte ein:

z=1:]6=A
z=2:|15= By

2=0:1=4A+2B, —By=1=9—2B8, :>

Folglich ist

Beispiel 8.19 (Musterbeispiel). /

dzr

/ 222+ 3z +1
3 — 522 +8x —4

1 1 1

1
=6lnjz—1]-4ln|lz—-2|-15——+C. |
T —2

28— 2+t 4 +1
x4 — 223 + 22— 1

dx =7

(i) Wir zerlegen durch Polynomdivision den Integrand in ein Polynom und

(i)

eine echt gebrochenrationale Funktion:

28 —22° ot 4+ 1 B 5 A . .
T o1~ @2t dr 1) (o - 22° 20— 1)

22 +2x+2

=x24+1
SRS Jr334—2,7:3—1—2:1:—1

Da das Nennerpolynom vom Grad 4 ist, konnen die Nullstellen des Nen-
nerpolynoms nicht durch eine Formel berechnet werden. Man muss daher
eine Nullstelle z( erraten und dann den Grad entweder wieder durch Poly-
nomdivision des Nenners durch (z —x¢) oder durch Anwenden des Horner-
Schemas reduzieren. Fiir das Nennerpolynom z* — 223 42z — 1 erhilt man:
x1 = 1 ist dreifache Nullstelle
9 = —1 ist einfache Nullstelle
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Damit erhélt man die Linearfaktorzerlegung

=228 420 —1=(2—1)° (z+1)

(iii) Jeder Nullstelle werden gemé#$ ihrer Vielfachheit die Partialbriiche zuge-

ordnet:
A A A
r;=1: LI 2 5 + 3 75
z—1 (z-1) (x —1)
B
=—1: .
2 r+1

Darstellung von % durch Partialbriiche:

2+ 2z + 2 A A A B
— =i
=203 +2x -1 (z—-1) (z-1) (x—1) x+1

Al (=1 @+ D) +A (z—1) (z+ D)+ A5 (z+1)+B (z—1)°
HN

(iv) Die Bestimmung der Koeffizienten erfolgt, indem mit dem Hauptnenner
(HN) multipliziert und spezielle x-Werte eingesetzt werden:

r=1: 5 =As-2 = Az =3
z=-1: 1 =B-(-2)° N B =-1
x=0: 2 :Al—AQ—‘r%—f—(—é) (—1) = Al—A2 :—g
r=2: 10 =3A14+344+5-3+(—35) = Ai+4 =]

Durch Addition bzw. Subtraktion der beiden letzten Gleichungen folgt

(v) Zum Schluss wird die Integration des Polynoms und der Partialbriiche
durchgefiihrt:

28 —2h +at+ 4+ 1
x4 =23 + 22— 1

1 1
_ 2 q ;/ 3/7
/(1‘ )d.’L‘ ] - 1d$ 1 ( 1)2dl'

dr =

Il
Wl
S
w
+
&
+
oo|—
—
=
&
|
=
|
NI
| | =
—

—%ln|x+1\+CD
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Bemerkung: Nach dem Zusatz zum Fundamentalsatz der Algebra (vgl. Kap.
5.2.7) hat ein reelles Polynom genau n Nullstellen, die entweder reell oder
paarweise komplex konjugiert auftreten. Fiir komplexe Nullstellen gelten
die Partialbriiche:

(1) Hat das Polynom ¢ (z) in 29 = a+ b eine komplexe Nullstelle, so ist auch
Zo = a — 1 b eine Nullstelle und das Produkt

(x —x0) (x — o) = (x —a)® + b
reell unzerlegbar. Alle derartigen einfachen komplexen Nullstellen sind im
Ansatz neben den iibrigen Nullstellen zu beriicksichtigen durch

Cxz+D

(2) Liegen die komplexen Nullstellen k-fach vor, so wird der Ansatz modifiziert

Ciz+ Dy Cox+ Dy Crx+ Dy
f(x):...+( - )2+b2+ X gt
r—a (x —a) erQ} {(J:—a) —l—bQ}

Die Durchfithrung dieser komplizierteren Partialbruchzerlegung ist in
der Regel sehr aufwiandig. Wir verweisen auf die Beispiele mit MAPLE.

Beispiele 8.20 (Mit MarLE-Worksheet):

273 242 2
@ / G e dx =7: Die Nullstellen des Nenners ¢ (z) sind —i,

x4+ 222+ 1
—i, 1, t. D.h. = ¢ und x = —i sind jeweils doppelte Nullstellen. Die
Zerlegung des Integranden in Partialbriiche lautet
2z 1 1

x2+1+x2+1+(mz+1)2

und die anschliefende Integration liefert

3 x
2
In (l’ + 1) + 5 arctan (CC) + m
3492221
@ i dxr =7: Die Nullstellen des Nenners sind 1

x4 — 223 + 222 — 20+ 1
(doppelt) und + . Eine Partialbruchzerlegung liefert

1-—3z n 5 n 1
2(x2+1) 2(z-1) ($_1)2

mit der anschlielenden Integration
1

T —

3 1 )
—Zln(:ﬁg—l—l)—i—iarctan(w)+§ln(gﬁ—1)— 1—|—C. ]
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8.5 Uneigentliche Integrale

Bisher wurde von den bestimmten Integralen stets vorausgesetzt, dass die Integrations-
grenzen endlich sind. Es tritt in den Anwendungen aber auch der Fall ein, dass sie nicht
beschrankt sind und die Integrale dennoch existieren. Man betrachtet diese als Grenzfall

der eigentlichen Integralen.

Definition: Integrale, bei denen als Integrationsgrenzen =+ oo auftritt,
bezeichnet man als uneigentliche Integrale:

/aoof(x) dz /_boof(x) d /_O;f(x) d.

Anwendungsbeispiel 8.21 (Austrittsarbeit).

Im Gravitationsfeld der Erde soll eine Masse m aus der o
Entfernung 7o ins Unendliche (r = co) gebracht werden.

Welche Arbeit W, ist dazu aufzuwenden und welche <&
Geschwindigkeit (= Fluchtgeschwindigkeit) benétigt die
Masse dazu? Die Arbeit Wg, die aufgebracht werden
muss, um die Masse von r = rg nach » = R zu bringen,

R

Ko

. . . . E d
ist iiber das Gravitationsgesetz e
o Abb. 8.2.
F(T) =f m Austrittsarbeit
r2

gegeben durch

R R
WR:/ F(r)dr :/ fmréw
o (24)

Dabei ist f die Gravitationskonstante und M die Masse der Erde. Fiir R — oo
gilt dann

B 17"
dr:me/ —dr=fmM [—}
Tor r T0o

. . 1 1
Woc = Jim Wi fim |~ 7] =

fmM
To R '

To

Dies ist dann gleich der kinetischen Energie % mv2, welche die Masse zu Beginn
besitzen muss; also ist die Fluchtgeschwindigkeit

2fM
Voo = / . O
To

8.5
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Das Vorgehen, welches in obigem Beispiel gewihlt wurde, ndmlich zunéichst
von rg bis R zu integrieren und dann R — oo gehen zu lassen, ist die Berech-
nungsmethode von uneigentlichen Integralen:

Beispiele 8.22:
<1
1 X
A 1 1

/oo dr—tim [ Lar—tim [—2 L] S L (L) -
L B TG, BTN T2 2 1_)\1—{202 A2 27

(oo}

1

@ / —dr =7 Dieses uneigentliche Integral existiert nicht:
1 T

oo 1 A 1
/ Sdr=lim [ —dr=Jlim Inrf} =lim In(\) =, .
1 T A—o0 1 T A—00 A—00

Anwendungsbeispiel 8.23 (RL-Kreis).

Eine Spule (Induktivitdt L) und ein Ohmscher Widerstand
R sind parallel geschaltet. Es fliet ein konstanter Strom
Iy. Zum Zeitpunkt ty = 0 wird die Stromquelle abgeschal-
tet und der Strom nimmt geméB I (t) = Ipe~ ! ab. Die
Energie, die in Form eines Magnetfeldes vorliegt, ist gege-

Abb. 8.3. RL-Kreis

ben durch
0o T
E:/RP (t) dt = lim /nge—Q%tdt
0 0
L B
=RI§ ’1‘11—I>rcl>o [—TRG_QEt]O =§LIg O
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Bemerkungen:

(1) Die fiir die Anwendungen wichtigsten Transformationen, die Fourier-Trans-
formation (— Kapitel 15) und die Laplace-Transformation (— Kapitel 13),
sind durch uneigentliche Integrale definiert.

(2) Integrale mit unbeschrédnktem Integranden bezeichnet man ebenfalls als
uneigentliche Integrale:
1
1
/ it
o V1—t

ist ein solches uneigentliches Integral, da der Integrand \/% nur fiir 0 <
t < 1 definiert ist. Dennoch hat das Integral einen endlichen Wert, da

T
1 T T—1
dt = -2v1—t| =2-2v1-T — 2.
/0 VI—i o

(3) Man unterscheidet also drei Formen von uneigentlichen Integralen:
1. Das Integrationsintervall ist unbeschrénkt.
2. Der Integrand ist unbeschrénkt.
3. Sowohl das Integrationsintervall als auch der Integrand sind unbeschrénkt.

8.6 Anwendungen der Integralrechnung 8.6

In diesem Abschnitt werden einige wichtige Anwendungen der Integralrechnung angegeben.
Weitere Anwendungen der Integralrechnung wie die Mittelungseigenschaft, die Bogenldange
und das Kriimmungsverhalten sowie die Berechnung von Rotationskdrpern zusammen mit
der Visualisierung in MAPLE befinden sich auf der CD-Rom.

© 8.6.1 Flichenberechnungen

Aufgrund seiner Definition dient das Integral zunéchst zur Berechnung von
Flacheninhalten. Ein Flichenstiick werde von x = a , x = b, der z-Achse und
der Funktion f (z) begrenzt. Dann ist der Inhalt der Fliche gegeben durch

/Zf(ac) dz.
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Anwendungsbeispiel 8.24: Gesucht ist das
Fléchenstiick unter einer Sinushalbwelle (siehe
Abb. 8.4):

.
or 4

™
A:/ sinzdr = —cosz|yg = —(—1—1) =2.
Abb. 8.4. Fliche unter Funktion 0

Die Kurve schlie3t mit der z-Achse eine Fliche mit dem Wert 2 ein. O

Der Flicheninhalt zwischen zwei Kurven y = f () und y = g (z) berech-
net sich aus der Differenz der Einzelintegralen:

A=/Z(f(w)—g(w))dx=/:f(w)dm—/bg(x)dw-

a

Anwendungsbeispiel 8.25 (Fliche zwischen
zwei Kurven). Gesucht ist die grau unterleg-
te Flidche zwischen der Funktion y = /z und
y = 2% (siehe Abb. 8.5).

Um die grau schraffierte Flidche berechnen zu
0 05 7  konnen, miissen zuerst die Schnittpunkte der

X

Abb. 8.5. Fliche zw. Funktionen  urven bestimmt werden, da diese die Integra-

tionsgrenzen liefern:
Ve=2> —z=0undz=1.

Die durch die Kurven eingeschlossene Fliche wird nun berechnet mit dem
bestimmten Integral iiber die Differenz der Funktionen:

L L, ! 2 50 1 Lt 1
Az/ (V- 2?) da:z/ aﬁdx—/ p?dr= 2| — 2% =-. o
0 0 0 3 o o 3
8.6.2 Kinematik
Fiir die Bewegung eines Massenpunktes gilt
v(t)=$(t) =L s(t) (Geschwindigkeit),

at)=dot)=10(t)=5(t) (Beschleunigung).
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Ist die Beschleunigung als Funktion der Zeit bekannt (z.B. durch ein Kraftge-
setz), so folgt durch Integration die Geschwindigkeit v (¢) und durch nochma-
lige Integration das Weg-Zeit-Gesetz s (¢):

v (®) :/a(t) t,

s(t) :/v(t) dt.

Anwendungsbeispiel 8.26 (Freier Fall ohne Luftreibung). Fiir den frei-
en Fall ohne Luftwiderstand ist die Beschleunigungskraft

m-a=Fg=mg = a(t)=g= const.
Damit folgt fiir die Geschwindigkeit
v () = /a(t)dt —gt4

Die Integrationskonstante bestimmt sich aus der Anfangsgeschwindigkeit

v(0)=vg — Ci=v9 = |v(t)=gt+vo.

Das Weg-Zeit-Gesetz folgt durch nochmalige Integration

s(t):/v(t) dt:/(gt+vo) dt:gt2+v0t+02.

Die Integrationskonstante bestimmt sich aus der Anfangsposition

s(0)=s9 — Ca=s = |s(t)=39t>+vot+so. 5|

Anwendungsbeispiel 8.27 (Bewegungsgleichung einer Rakete). Eine
Rakete steige senkrecht in die Luft auf und besitze eine konstante Schubkraft
Fy. Die Massenabnahme der Rakete aufgrund der Verbrennung des Brennstof-
fes sei linear, d.h.

m(t) =mo—qt=mg (1 —at) mit a:i,
mo
wenn myg die Startmasse und g der Brennstoffverbrauch. Unter der Vorausset-
zung einer konstanten Erdbeschleunigung g und ohne Luftwiderstand ist die
Beschleunigungskraft bzw. Beschleunigung
Fo

ma o—mg — a mo (1 —al) g
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Die Geschwindigkeit ist

v(t)=/a(t)dt=ﬂ/ dt g/dt=—&lln(1—at)—gt+c.

mo 1—at mo «

Man beachte, dass das erste Integral mit der Substitution y = 1—«t berechnet
wird. Mit der Anfangsgeschwindigkeit v (0) = 0 wird C' = 0.

Das Weg-Zeit-Gesetz erhélt man durch nochmalige Integration

s(b) =/v(t) dt=—mi0a/ln(l—at) dt—g/tdt.

Mit der Substitution y = 1 — ot und dem Ergebnis aus Beispiel 8.13 ®
JInz =2z -(Inz—1)+C ist

o1
S(t):moaa

(1-—at)ln(l—at)—(1-at)]—1gt*?+C.

Mit der Anfangsbedingung s (0) = 0 folgt C' = —£2, und damit

0
mo &

8.6.3 Elektrodynamik

Eine Punktladung @) induziert ein radiales elektrisches Feld gemifl der For-
mel

1 Q

B(r)= 47 eg r2

mit der Dielektrizitdtskonstanten ¢y = 8.8542 - 10_12%. Die Spannung Ujs
zwischen zwei Punkten P; und P; mit Absténden 71 und r5 von @ ist gegeben
durch
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© 8.6.4 Energieintegrale

Wirkt auf einen Massenpunkt m eine ortsunabhéngige Kraft F' in Wegrich-
tung, so ist die verrichtete Arbeit definitionsgemif

wenn A s = sg — s4 die Strecke, um die der Massenpunkt verschoben wird.

Falls die Kraft jedoch ortsabhéngig ist F' = F(s)

F (s) (siehe Abb. 8.6), dann unterteilt man

den Weg in kleine Intervalle A s und nimmt

fiir jedes Teilintervall eine konstante Kraft

an. Im Intervall As; wird ndherungsweise

die Arbeit s, g

W; =F (51) -Asg; Abb.8.6. Ortsabhéngige Kraft

geleistet. Die Gesamtarbeit W ist die Summe aller Einzelbeitrige

Den exakten Wert der geleisteten Arbeit erhilt man, indem man zu einer
beliebig feinen Unterteilung iibergeht (As; — 0 bzw. n — 00):

n n SE
W = lim ZWizlim ZF(s,) Asi:/ F(s) ds.
i=1 i=1 54
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Anwendungsbeispiel 8.28 (Spannarbeit einer elastischen Feder).
Wird eine elastische Feder aus ihrer Ruhelage um s aus-

g gedehnt, so wirkt eine Riickstellkraft proportional zur
Auslenkung:

F(s)=-D- s (Hooksches Gesetz).
Abb. 8.7. Feder-Masse-
System Um eine Feder aus der Ruhelage um die Strecke sg aus-
zulenken, wird die folgende Arbeit verrichtet:

So So
W:/ F(S)ds:D/ sds=1Dsj. |
0 0

Anwendungsbeispiel 8.29 (Arbeit im elektrostatischen Feld). Zwei
Punktladungen ¢; und ¢ iiben aufeinander eine Kraft aus, die umgekehrt
proportional zum Quadrat ihrer Entfernung ist

1l ae
dmey 12

Ist ¢1 im Ursprung und wird ¢o von 71 nach ro verschoben, ist die folgende
Arbeit zu verrichten:

2 "1 1 1
Wz/ F(r)drquqg/ 2dr:qlq2(—). i
- ey Jp, T dmeg \r1 T2

8.6.5 Lineare und quadratische Mittelwerte

Problemstellung: Ein Zweiweggleichrichter erzeugt aus einem Sinuswechsel-
strom i (t) = ig sin (wt) mit w = 2% den in Abb. 8.8 gezeigten Verlauf. Gesucht
ist der lineare Mittelwert.

io i(t)

, >t

T/2 T

Abb. 8.8. Zweiweggleichrichter

Definition: Unter dem linearen Mittelwert einer Funktion y = f (z)
im Intervall [a, b] versteht man die Gréfe

1t
y=b_a/af(w)dw~
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Bemerkung: Nach dem Mittelwertsatz der In-

tegralrechnung gibt es dann immer einen Zwi- e

schenwert & € (a, b), so dass § = f(£). Geome- &)

trisch bedeutet der lineare Mittelwert, dass man

die Fliache unter der Kurve durch ein flichenglei-

ches Rechteck ersetzt. L £ b > X

Abb. 8.9. Mittelwert f(&)

Mittelwert eines Zweiweggleichrichters
Anwendungsbeispiel 8.30 (Linearer Mittelwert). Der lineare Mittelwert
eines Zweiweggleichrichters berechnet man iiber das Integral

T/2

i ! o sin (wt) dt 2 0 L (t)T/2

= — s = — —1ig— COS
1= 5 7 1o sin (w T fo w .

0
2. T ‘(27r T) 1_2,
T 20 9 COS T B = o 10 -
Der lineare Mittelwert eines sinusformigen Wechselstroms ist 0. O

In elektrotechnischen Anwendungen verwendet man aber den sog. quadrati-
schen Mittelwert.

Definition: Unter dem quadratischen Mittelwert einer Funktion y =
f (z) im Intervall [a, b] versteht man die Grofie

yq=<bia/abf2<x>dx>é.

Anwendungsbeispiel 8.31 (Effektivwert des Wechselstroms). Der Ef-
fektivwert I.;¢ eines Wechselstroms ist der quadratische Mittelwert wahrend
einer Periode T

Ly = <1 /Zﬂ (t) dt)é - (;/Zzg sin? (wt) dt)
_ < /ZSHP (wt) dt>2 _ (lﬁ [%t—i} sin(2wt)}j>2

= ( {éT—;w sin(sz)D = %

N

Nlse N

N|So
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Analog ergibt sich der Effektivwert einer Wechselspannung durch

I :
Ueff = (T/O U2 (t) dt) = \li% . O

© 8.6.6 Schwerpunkt einer ebenen Fliche

Abb. 8.10. Schwerpunktsberechnung einer ebenen Fléiche

Sind (21, y1), (z2, ¥2),---, (Tn, yn) die Koordinaten von n Massenpunkten
mit den Massen m1, mo, ..., m,, dann ergeben sich die Koordinaten des Schwer-
punktes durch

n n
Z m; x; Z m; Y
i=1 =1
Ty = — und Ys = ——
> my > my
=1 =1

Zur Berechnung des Schwerpunktes einer ebenen Fléche gehen wir davon aus,
dass die Fliche durch eine Kurve y = f (z) und der x-Achse zwischen z = a
und = = b begrenzt sei (Abb. 8.10). Wir belegen die Fliche homogen mit
der Massendichte 1. Zur Berechnung des Schwerpunktes unterteilen wir das
Intervall [a, b] in n Teilintervalle, a = xg < 1 < ... < z, = b, wihlen fiir
jedes Teilintervall Ax; ein &; € [z, ; + Ax;] und bestimmen f (Z;). Der
Schwerpunkt jedes der Rechtecke A, = Ax; f (&;) ist

1 1
Ts,i =$z‘+§A$i s Ys,i = §f<55i)

mit der Masse m; = % =A;, =Ax; f(Z;) (i=1...n). Die Koordinaten des
Schwerpunktes, der so gewonnenen n Massen mit Koordinaten (s, 1, ¥s,1); - - -
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(s, ns Ys,n) , sind nach obigen Formeln gegeben durch

imi T g EA-% (@)« (2 + 5 Aw;)

o ; - 3 Anf (@)
¥ m > Awif (@) 3 f (@)
Ys = — r :l=1 )
Zmi EA i f (&)

=1 =1

Fiir den Grenziibergang n — oo gehen die Zwischensummen in die zugehorigen
Integrale {iber.

Beispiele 8.32:

® Die Schwerpunktskoordinaten des nebenstehen-

den Dreiecks unter der Geraden y = f(z) = 2z

sind gegeben durch

\/
x

x=0 X=a

Mit

folgt
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® Wir berechnen die Schwerpunktskoordinaten des nebenstehenden Halb-
kreises mit Radius R: Aus Symmetriegriinden liegt der Schwerpunkt auf der
y-Achse, so dass Fiir die y-Koordinate des Schwerpunktes gilt

R
Ys = ﬁ / y2 dx
—R

y=sqrt(R*x*)

1 2 1,318
= o3 [RPa—32°] 7, ° xR
_ 1 4p3
= sa3f.
4
Mit A = % R? folgt insgesamt |y, = 3—R
T

® Die Koordinaten des Schwerpunktes der Fliche A, die durch zwei Funk-
tionen yo = f(z) und y; = g () mit f > g sowie den Geraden x = a und
x = b begrenzt ist, sind gegeben durch die Differenz der Einzelschwerpunkte:

mit

b
A=/ f @) - g ()] do.

MarLe-Worksheets zu Kapitel 8

Die folgenden elektronischen Arbeitsblatter stehen fiir Kapitel 8 mit
MAPLE zur Verfiigung.

— Visualisierung des Integralbegriffs

— Integration mit MAPLE

— Integrationsmethoden mit MAPLE

— Uneigentliche Integrale mit MAPLE

— Anwendungen mit MAPLE: Bogenlinge und Kriimmung
= Anwendungen mit MAPLE: Mittelungseigenschaft

— Anwendungen mit MAPLE: Rotationskorper

— MAPLE-Losungen zu den Aufgaben
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8.7 Aufgaben zur Integralrechnung

8.1 Stellen Sie mit MAPLE zu der Funktion f (z) = y/z im Bereich z € [0, 2] die
Rechtssumme graphisch dar und berechne Sie diese fiir n = 10, 50, 100.

8.2 Gesucht sind die folgenden unbestimmten Integrale:

a)/msdx b)/z—;” /\fdz

d) 5%2 e)/(2x2—5m+3)dm /(1—m )V dx
8.3 Bestimmen Sie die folgenden bestimmten Integrale:

T 3 x a
a) /2 sinx dx b) /2 (22 +sinx — cosz) dx c)/ Ldx
0 .

1
3T

8.4 Bestimmen Sie mit partieller Integration die folgenden unbestimmten Integrale:

a) | x coszdx b) [ sinz coszdz c) [ 2? sinzdx

d) /x2 Inzdz e) /:ce”dw f) /:rQe”dm

8.5 Man bestimme mittels Substitution die folgenden unbestimmten Integrale:

W [ ads b [ o

d) /(3s+4)8 ds o) /sin (i + ) dt f) /cos(St) dt

g) /67”” dx h)/ig;i dt i) / Emgjffx dx

j)/sinx cosz dx k) /\/4+3:pdx

dx c)/%dm

8.6 Zeigen Sie die Giiltigkeit der folgenden Gleichungen
a) /eﬂ” l-z)dr=ze*+C

b) / Ve gy = /2T =4 — 2 arccos (2) + C
c) /COS (z) @ dr = @) 4 ¢

d) /cos (3z) - sin (3z) dz = % sin® (3z) + C

8.7 a) Man l6se das Integral / dz mit der Substitution u = 1+ /z.

1+f
b) Man lése das Integral /a: V1 — 22 dz mit der Substitution z = sinwu .
8.8 Bestimmen Sie mit einer geeigneten Substitution die folgenden Integrale
a)/\/%dx b)/(5x+12)% dx c)/mdt
d) /Wcosg’x-sinmda: e)/%d f)/%dm
/ zdliz h) /x-sin (m2) dx i) /%dm
i) /1_1\/1t+7dt k) /fsin(i%tf%) dt / L
) |

m) [ate e n [ e
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8.9

8.10

8.12

8.13

8.14

8.15

8.16

8.17

8. Integralrechnung

Man l6se die folgenden Integrale durch partielle Integration (mit MAPLE)

a) /ZE Inzdx b) [ = cosxdx c) [ Intdt
d) /x sin (3z) dz e) /arctanmdm f) /sin2 (wt) dt

g) /ez cos z dz h) /m2 e “dx

Losen Sie die folgenden Integrale durch Partialbruchzerlegu7g:

3z dz

3

34222 —x—2
4x—2 2x+1
d)/xQ—Qx—GS d$ e)/x3—6x2+9xdm

Man l6se die folgenden Integrale mit MAPLE
a) /—VILM dx b) /cotmd:v c) /x coshz dx

H cos T m3 r—
d) /smxe dx e)/mdx f) /I—Jr‘llda:
g) /%dm h) / 21362395,21 dx i) /x«arctanxdx

Bestimmen Sie mit MAPLE /ln(x + V1+2z?)dz, indem Sie zunéchst die

2

Substitution u? = 1 + 2® durchfithren und anschlieBend partiell integrieren.

X/#dx durch die

Berechnen Sie mit MAPLE das unbestimmte Integral /
Substitution u® =1+ /z.

Fithren Sie mit MAPLE eine Partialbruchzerlegung durch und integrieren Sie

anschlieffend

2t -2 —x— z4—23432 zt—23432%2-—22
a) [ ToErtde b)/W%dx C)/ﬁmfﬁ1
Man berechne fiir n, m € IN die folgenden bestimmten Integrale. (Hinweis:
Man verwende die Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus.)

T 27
a) / sin (nz) dx b) / cos (nz) dr
wr 0
c) / cos (nz) cos(mzx) dr fiir m =n und fiir m #n

d) / 7rsin(nx) sin(mz) dr fir m =n und fir m #n
2r
e) / sin (nz) cos (mx) dz

0

Man bestimme den Wert (%er uneigentlichen Integrale

a)/ z2dx b)/ L = dz C)/ (3e?" —e ™) da
% LViTe 5o

d)/ etestdt e)/ cos(at) e tdt e) t" e tdt
0 0 0

Berechnen Sie den Flicheninhalt zwischen der Parabel
f(x)=2>—-22—1 und der Geraden g(x)=3x— 1.



Kapitel 9 9
Funktionenreihen —



|

9.1
9.1.1
9.1.2
9.1.3
9.1.4
9.2
9.3
9.4
9.5
9.5.1
9.5.2
9.5.3
9.5.4
9.5.5
9.6

Funktionenreihen........... .. ... ... ... ... . ... ... 341
Zahlenreihen ... ... ..o 344
Beispiele ... 346
Majorantenkriterium.............ocii 350
Quotientenkriterium ......oooeeeiii 351
Leibnizkriterium. ... 353
Potenzreihen .........ccoiiiiiiii 355
Taylor-Reihen ... ... 361
ANWENAUNGEN ... . 371
Komplexwertige Funktionen ................c.oooiiiiiiiiinn. 376
Komplexe Potenzreihen........................................... 376
Die Eulersche Formel...............coooiiiiiiii . 378
Eigenschaften der komplexen Exponentialfunktion .......... 379
Komplexe Hyperbelfunktionen .....................cooine. 381
Differenziation und Integration.....................coooiil. 382
Aufgaben zu Funktionenreihen ...................... 385

Zusatzliche Abschnitte auf der CD-Rom

9.7

MAPLE: Zahlen-, Potenz- und Taylor-Reihen ................. cd



9 Funktionenreihen

Die wichtigsten, in den Anwendungen auftretenden Funktionen lassen sich als Po-
tenzreihen der Form > jan (x — x0)", den sog. Taylor-Reihen darstellen. Diese
Entwicklung liefert eine Moglichkeit, um Funktionen wie z.B. €”, sin z, tan x, /=, Inx
oder arctan x explizit zu berechnen, indem nur die Grundrechenoperationen + — x /
angewendet werden. Dariiber hinaus ist es fiir die Anwendungen wichtig, dass fiir
gegebene, gegebenenfalls komplizierte Funktionen Naherungsformeln zur Verfiigung
stehen.

Anwendungsbeispiel 9.1 (Scheinwerferregulierung).

Bei der Einstellung von Scheinwerfern muss die Hohe des Abblendlichts laut
Gesetz iiber eine Entfernung von 10m um eine vorgegebene Hohe H,,; = 0.1m
abnehmen. Aus dieser Vorgabe ergibt sich fiir die Hell-Dunkel-Grenze eine

Zielneigung der Scheinwerfer durch 8., = arctan Hl"opt ~ 0.009999=0.5729° .

Hell-Dunkel-Grenze

Abb. 9.1. Geometrische Anordnung der beiden Messstrahlen

Da der aktuelle Neigungswinkel 3 der Scheinwerfer nicht direkt ermittelbar
ist, wird er optisch iiber die Messung zweier Distanzen d; und do bestimmt.
Die beiden gemessenen Distanzen d; und ds ergeben sich in Abhéngigkeit des
aktuellen Scheinwerferwinkels 4 durch

Hy Hy

= =
sin(ay + ) > sin(as + B)
wenn o und ag die baubedingt, vorgegebenen Neigungswinkel sind. Geht man
zum Quotienten iiber, ergibt sich die Formel
dy  sin(as + )

dig = Sin(Oél +ﬁ) = q(6)7

Um vom Quotienten der beiden Distanzwerte auf den aktuellen Neigungswin-
kel 8 der Scheinwerfer einfach schlieflen zu koénnen, wird eine Naherungsfor-
mel von ¢(8) gesucht, die sich anschlieflend nach § auflésen lidsst (— Taylor-
Polynom 2. Ordnung). O
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9.1 Zahlenreihen

Bevor wir allgemein auf Potenz- und Taylor-Reihen zu sprechen kommen, werden zunichst
Zahlenreihen und deren Konvergenzkriterien behandelt. Die Konvergenzkriterien bendtigen

wir dann bei der Diskussion der Konvergenz der Taylor-Reihen.

Nach Kap. 6.1 bezeichnet man eine geordnete Menge reeller Zahlen

(@n)pen = @15 @2, A3, .-, Apy - - -

als reelle Zahlenfolge. Eine Zahlenfolge heif3t konvergent, wenn eine reelle Zahl
a € IR existiert, so dass es zu jedem € > 0 ein ng € IN gibt mit

lan, —al < e fir n > no.
Beispiele 9.2:
Folge allgem. Glied | Konvergenz
(an), =1,2,3,4,... an =n nein
1 .
(an)n:]‘? %7 %7 %? anzﬁ Ja: ang)o
fir |¢g/<1: a,—0
fiir |g| > 1: divergent
0o 1 2 .3 _ n—1
(a’n)n Q7Q7Q7Q7 Gn, q fl'irq:l: an~>1
flir ¢q=—-1:  divergent
1 .
(an), =1, %, %, %,... n = — ja: a, —0
1.
(an), = —1, %, —%, %,... an:(—l)"ﬁ ja: ap — 0 O

Ubergang zu Reihen. Wir betrachten die Zahlenfolge

1 1 1 1

n :1717777a77"'77a"'
(@n)n 21" 31" 4l (n—1)!

mit dem allgemeinen Glied a,, = eI 1), Aus den Gliedern dieser Folge bilden

wir sog. Teilsummen (= Partialsummen), indem wir jeweils die ersten Glieder

aufsummieren:

Sp=1 =1
Se=1+1 =2
S3=1+1+ =25
Sp=1+1+5+3 = 2, 66666
Ss=1+145+3+1 = 2,70833
Se=1+1+g+g+5+5 = 2, 71666
Sr=1+1l+g+y5+u+a+ta =2,71804
Ss=1+1+g+g+g+atgtan =2,71823
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Wir fassen die Partialsummen zu einer Folge (S,), cpy zusammen. Diese Folge
geniigt dem Bildungsgesetz

11
Sp=1+1+ 5+ +...+

- 1
213 (n—1)!zz(k—1)!'

(Shn),, bezeichnet man als Reihe.

Definition: (Reihen). Sei (ay),c €ine Zahlenfolge. Dann heif}t
S,=a1+as+az+...+a, :Zak
k=1

eine Partialsumme und die Folge der Partialsummen (S,,), cp heifit
unendliche Reihe (kurz: Reihe):

(Sn)pen = (Z ak> =(@1+az+...4+an)pen -
k=1

neN

Bemerkungen:
(1) Oftmals beginnt die Summation einer Reihe bei k = 0.

(2) Der Name des Summationsindex kann beliebig gewihlt werden:

Sa =
k=0 i=0
Beispiele 9.3:
allgem. Folgenglied Partialsumme
anp =mn Zzzlk=1+2+3—|—...+n
o= e AT
an:qln S0 =1+q+@+...+q"
N I P RS
an—(—1)”% S l=c14l ol (-l o

Eine Reihe ist also die Folge der Partialsummen (3, _, ax)
die Frage, ob diese Folgen konvergieren, d.h. ob

o
lim Snz E ag
n—oo

k=1

nelN- Es stellt sich

einen endlichen Wert besitzt.
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Definition:

(1) Eine Reihe (3_;_; ax), o heiBit konvergent, wenn die Folge der Par-
tialsummen S, := >__, aj, eine konvergente Folge ist. Liegt Konver-
genz vor, so bezeichnet man den Grenzwert

n o0
lim Sn = lim E Qg = E Qg
n—oo n—oo
k=1 k=1
als Summe der unendlichen Reihe.

(2) Eine Reihe (3)_, ax),, o heift divergent, wenn sie keinen Grenz-
wert besitzt.

(3) Eine Reihe (37;_; ax),, o heiBit absolut konvergent, wenn die Par-
tialsumme der Betriige S, :=Y.;_, lax| konvergiert.

Bemerkungen:

(1) Eine konvergente Reihe besitzt stets einen endlichen, eindeutig bestimmten
Summenwert.

(2) Eine absolut konvergente Reihe ist stets konvergent. Die Umkehrung gilt
allerdings nicht (— Beispiel 9.14)!

(3) Eine Reihe heiit bestimmt divergent, wenn » .-, aj entweder +oco oder
—o0 ist.

(4) Die Auswertung der Partialsumme als geschlossener Ausdruck ist in man-
chen, seltenen Fallen moglich. Dann ist der Summenwert berechenbar. L.a.
jedoch ist der Grenzwert unbekannt und man muss Konvergenzkriterien
anwenden, um die Konvergenz der Reihe zu zeigen.

Wir behandeln zunéchst Reihen, bei denen sich die Partialsummen auswerten
lassen und lernen dann wichtige Konvergenzkriterien kennen.

© 9.1.1 Beispiele
Beispiel 9.4. Die geometrische Reihe

o0
ddb=14q+@+. 4"+
k=0

konvergiert fiir |¢| < 1 und divergiert fiir |¢| > 1.
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Denn nach Kap. 1.2.3 gilt fiir die endliche geometrische Reihe:

n
1— n+1
k=0
Fiir |¢| < 1 ist lim ¢""' = 0 und die Folge der Partialsummen hat den
n—oo
Grenzwert
1— n+1 1
S=1lim S, =lim —9 — = .
n—o0 n—oo 1 —gq 1—¢q

Folglich ist

= 1 )
qule fiir |g| < 1.
k=0 q

Fiir |¢| > 1 divergiert ¢"*! und damit S,. Fiir ¢ = 1ist S,, = > p_,1 =
n + 1, also divergent. Fiir ¢ = —1 ist die Reihe ebenfalls divergent, wie das
nachfolgende Beispiel zeigt. O

Beispiel 9.5. Die Reihe

ist divergent. Denn die Folge der Partialsummen ist

So=1, S =1-1=0, Sy=1-141=1, S3=1-141-1=0,
54:1, 5510, 56:1, S7:0,... Usw.

Damit besitzt die Folge (S,,) keinen Grenzwert und die Reihe Y~ (—1)" ist

divergent. Dieses Beispiel zeigt auch, dass eine divergente Reihe nicht notwen-
digerweise gegen —+o0o oder —oo gehen muss. m|

Beispiel 9.6. Die arithmetische Reihe

Zk:1+2+3+...—|—n+...
k=1

ist divergent. Durch vollstdndige Induktion wurde in Beispiel 1.3 gezeigt, dass

= 1
Sn:Zk:1+2+3+...+n:w.

2
k=1
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Folglich ist der Grenzwert
1
S =lim S, = lim 3" (n+1)=00.

Die arithmetische Reihe ist damit bestimmt divergent. O
Beispiel 9.7. Die Reihe

1 1 1 1
2y tatastaat gy T

ist konvergent. Wie man leicht mit vollstdndiger Induktion beweist, gilt fiir die
Partialsumme

1 1 1 n
Sp=)» —— =t ——F... = :
;k(k+1) 1~2+2~3+ +n(n+1) n+1

Folglich ist

o0
n
lim S, =1li =1 = =1,
Jim S =i 22 sy °

A\ Beispiel 9.8. Die harmonische Reihe

1 1 1 1
Z——1+ e e e R
—n 3 4 n

ist divergent: Wir vergleichen die harmonische Reihe mit einer Vergleichs-
reihe, deren Folgenglieder kleiner als die der harmonischen Reihe sind; die
Vergleichsreihe aber schon divergiert.

Harmonische Reihe:

T N ' i oo+ +
;573 AEREAE] Rt b RS T A

Die Klammerung erfolgt dabei so, dass jeweils die Summanden

1 1

TR RRREER =y

zusammengefasst werden. Wir ersetzen alle Terme einer Klammer durch den
mit Pfeil gekennzeichneten Wert 271% . Dadurch verkleinern wir den Wert der
Summe und erhalten die Vergleichsreihe

T - S (e A
2 4 4 8§ 8 8 8 16 16
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Fiir diese Reihe ist

—n — oo fir n— oco.

wlr—‘

Da die Vergleichsreihe gegen oo divergiert, muss die harmonische Reihe, deren
Glieder grofler als die der Vergleichsreihe sind, ebenfalls divergieren. O

Bei diesen Uberlegungen geht implizit das sog. Minorantenkriterium ein. Es
besagt, dass eine Reihe divergiert, wenn eine divergente Vergleichsreihe (Mi-
norante) existiert, deren Reihenglieder kleiner sind als die der urspriinglichen
Reihe:

YAN Achtung: Eine numerische Berechnung einer Reihe reicht nicht aus, um
die Konvergenz zu priifen, bzw. im Falle der Konvergenz den Summenwert zu
bestimmen!: Die harmonische Reihe} 7 | % ist numerisch immer konvergent,
was im Widerspruch zu Beispiel 9.8 steht. Dieser Trugschluss riithrt daher, dass
numerisch nur mit einer endlichen Genauigkeit gerechnet wird. Daher ist ab
einem gewissen N numerisch

1 Y1
Zl 7 + N—-l-l = Z 7 (numerisch!),

da dann +1 nicht mehr zum Summenwert beitrigt. Ab diesem N #dndert die
Reihe numerisch ihren Wert nicht mehr.



350 9. Funktionenreihen

Beispiel 9.9 (Mit MarLE-Worksheet). Um diesen Effekt zu verdeutlichen,
berechnen wir die harmonische Reihe mit einer Rechengenauigkeit von 5 Stel-
len. Wir erhalten die folgenden Ergebnisse in Abhéngigkeit von N

N | 10 100 1000 10000 15000 20000 30000
summe| 2.9290 5.1873 7.4847 9.7509 10.000 10.000 10.000

Etwa ab N = 15000 dndert sich der Summenwert nicht mehr, obwohl die
Reihe divergiert! Andert man die Reihenfolge der Summation, kann nahezu
jeder Wert grofier 10 als Summenwert erhalten werden. O

Da in den wenigsten Féllen die Partialsumme als geschlossener Ausdruck vor-
liegt, werden Kriterien bené¢tigt, um zu entscheiden, ob Reihen konvergieren
oder nicht. Dies fithrt zu den sog. Konvergenzkriterien. Wir geben nur die drei
wichtigsten an.

9.1.2 Majorantenkriterium

Ein sehr anschauliches Kriterium ist das Majorantenkriterium, welches besagt,
dass eine Reihe konvergiert, wenn eine betragsméfig grofiere Reihe schon kon-
vergiert,.

1 .

Beispiel 9.10. Fiir p > 2 konvergiert die Reihe Z e
n=1n

Die konvergente Majorante ist die in Beispiel 9.7 diskutierte Reihe:
> -
= k(k+1)

Denn fiir p > 2 gilt
1 2

< < — .
Sk (k+1)

1
kP = k2
Dabher ist

N 1 N [
Zzlk_ Z k:+1 Z k—i—l

und Y07, klp ist konvergent mit einem Summenwert < 2. O
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Es gilt allgemeiner der folgende Satz:

Beispiele 9.11:
@® Die Reihe anl N anl 3 ist divergent, da p = 5 < 1.

. . e n el 1 - _ 3
@ Die Reihe Z Iy~ anl T ist konvergent, da p = 5 > 1.

in(n) < 1 o0 1
<7 stellt Zn_l -7
O

\/_

® Die Reihe Z . sm(") ist konvergent: Wegen |*
eine konvergente MaJorante dar.

© 9.1.3 Quotientenkriterium
Fiir die Anwendung bei Potenzreihen zeigt sich das folgende Quotientenkrite-
rium als auflerordentlich erfolgreich.

Begriindung: Weil es auf endlich viele Glieder nicht ankommt, sei angenom-
men, dass |an41| < ¢ |ay| fiir alle n. Dann folgt induktiv

|an| <gq |an—1| < q2 |an—2| < qB |an—3| <...<¢" |a0|'

Da ¢ < 1 gilt unter Verwendung der geometrischen Reihe aus Beispiel 9.4

Zan < Z |an| < faol Zq laol 5
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Bemerkungen:

(1) Da die geometrische Reihe fiir |¢| > 1 divergiert, erhilt man analog zu der
Argumentation des vorherigen Beweises die Aussage:
Gibt es ein N € IN, so dass ’ag—"'—;| > 1 fir alle n > N, dann divergiert die
Reihe Y77 | a,.

n=1

(2) Fiir die Anwendungen bei den Potenz- und Taylor-Reihen ist es oft einfa-
cher, die Limesform des Quotientenkriteriums zu verwenden. Hierbei be-

rechnet man lim %}'—1 ‘ Es gilt dann dquivalent zum Quotientenkriteri-

n—oo

um:

Beispiele 9.12:
® Die Reihe

o

>
277.

n=1

ist konvergent. Dies folgt aus der Limesform des Quotientenkriteriums, da

2 2 n 2 2
any1|  [(n+1)° n?| 2" (n41)° 1 1\ oo 1
a | Tz | T e T \UTy) ek
@ Die Reihe g
> i®
n=0

ist fiir jedes x € IR konvergent. Dies folgt aus der Limesform des Quotien-
tenkriteriums, da

"t ol
(n+ 1) an

:ﬂ"ﬂ"o<1. O
n+1

Gp+41
Gy
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Bemerkungen zum Quotientenkriterium

(1) /\ Achtung: Im Falle lim

n—oo
Fiir a, = 1 erhalten wir die harmonische Reihe -

An+1
an

=1 ist keine Aussage moglich:
-, % . Hier ist

n n—oo
= — 1.

Cn+1

Gp41
[¢2%

Fiir a, = 2 erhalten wir die Reihe Y77 | % . Auch hier gilt

n? n— oo

(n+1)*

Fiir beide Fille liefert die Limesform des Quotientenkriteriums als Wert
1. Nach Beispiel 9.8 divergiert die erste und nach Beispiel 9.10 konvergiert
die zweite Reihe. Damit kann das Quotientenkriterium in solchen Fillen
nicht angewendet werden!

an+1
Qn

(2) Das Quotientenkriterium ist also nur eine hinreichende, aber keine not-
wendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe.

(3) Man beachte, dass das Konvergenzkriterium nur Aufschluss dariiber gibt,
ob eine Reihe konvergiert oder nicht; es liefert keinen Anhaltspunkt iiber

den Summenwert. Insbesondere stimmt lim ’“Z“ nicht mit dem Wert
n—oo n

der Reihe iiberein!

Die MAPLE-Prozedur quotkrit wendet auf eine gegebene Reihe mit
Reihengliedern a(n) das Quotientenkriterium in der Limesform an.

© 9.1.4 Leibniz-Kriterium
Fiir alternierende Reihen, Reihen deren Glieder abwechselnd positiv und ne-
gativ sind, existiert ein von Leibniz (1646 - 1716) stammendes Kriterium. Al-
ternierende Reihen haben die Form > (—1)"+1 Gp =01 —as+as—asE...
mit a, > 0. Das Vorzeichen (—1)""" wechselt dabei stéindig.

Eine alternierende Reihe konvergiert also, wenn die Betrige der
Glieder eine streng monoton fallende Nullfolge bilden.
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Beispiel 9.13. 32> (—~1)""" 1 ist konvergent. Die Glieder der Reihe sind

n!
alternierend und die Betrige der Glieder
1 > L > L > > L > L > >0
o207 37 T Tl T (m 1) T

bilden eine streng monoton fallende Nullfolge. Nach dem Leibniz-Kriterium
konvergiert die Reihe. O

Beispiel 9.14. Die alternierende harmonische Reihe

oo

1
n+1 1 1
> (1) il

n=1

+...

=

ist konvergent. Die Glieder der Reihe sind alternierend und deren Betrége

1>1>1> >1> ! > >0
5 377, 1

bilden eine streng monoton fallende Nullfolge. Nach dem Leibniz-Kriterium
konvergiert die Reihe. O

Beispiel 9.15. >~ | (—=1)"*" divergiert nach Beispiel 9.5. Das Leibniz-Kriterium
ist nicht anwendbar, da |a,| = 1 keine Nullfolge ist. O

Bemerkungen:

(1) Absolut konvergente Reihen sind auch konvergent im gewohnlichen Sinne.
Die Umkehrung gilt aber nicht!: Die alternierende harmonische Reihe ist
konvergent (— Beispiel 9.14) aber nicht absolut konvergent, da die harmo-
nische Reihe 77 ‘(—1)”Jrl LI =% L nach Beispiel 9.8 divergiert.

n=1 n n=1n

(2) Bei der Anwendung des Leibniz-Kriteriums geniigt es nicht, nur die Ei-
genschaft ”alternierend” nachzupriifen! Selbst wenn die Reihenglieder al-
ternierendes Vorzeichen besitzen und eine Nullfolge bilden, folgt nicht die
Konvergenz, wie die Reihe

0o k
1 -1
> U et e
P E+1 k41
zeigt. Die Reihenglieder sind alternierend, bilden aber keine betragsméflig
monoton fallende Nullfolge.
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9.2 Potenzreihen

Dieser Abschnitt stellt den Ubergang von den Zahlenreihen zu den Taylor-Reihen dar. Die
Konvergenzkriterien der Zahlenreihen werden iibertragen auf Potenzreihen, um den Defini-

tionsbereich der Potenzreihen zu bestimmen.

Sind die Summanden in einer Reihe selbst Funktionen einer Variablen x, so
stellt der Ausdruck Y 7 a, (z) eine Funktion dar, eine sog. Funktionenrei-
he. Ein wichtiger Spezialfall solcher Funktionenreihen sind die Potenzreihen.

Definition: Eine Funktion der Form
oo
Zanx":a0+a1m+...+an1‘"+...
n=0

heifit Potenzreihe. Der Definitionsbereich einer Potenzreihe besteht aus
allen reellen Zahlen x, fiir die > ", an ™ konvergiert. Man nennt daher
die Menge

K = {x €elR: Z a, x"  konvergent }
n=0

den Konvergenzbereich der Potenzreihe.

Bemerkungen:

(1) Man bezeichnet ag, a1, ag, ..., an,... als die Koeffizienten der Potenzrei-
he.

(2) Fiir jedes feste x ist eine Potenzreihe eine Zahlenreihe.

(3) Eine etwas allgemeinere Darstellung von Potenzreihen erhélt man durch
Ausdriicke der Form

o0

Za” (x—x0)" =ao+a1 (x—x0) + ... +ay (x—x0)" + ...

n=0

Man bezeichnet dann die Stelle x( als den Entwicklungspunkt der Reihe.

Beispiel 9.16. > >° jna" =1z +2z? +32°+ ...+ na" +.... o

Beispiel 9.17. Y > Lan =14z + 2>+ F2°+...+La"+.... O

n=0 n!

9.2
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Beispiel 9.18. f sei im Punkte xg € ID beliebig oft differenzierbar. Dann ist

3 25 (o) (o= 20"
n=0

eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zoy und den Koeffizienten

1 n
Eine solche Reihe bezeichnet man als Taylor-Reihe der Funktion f am Ent-

wicklungspunkt o (— §9.3). O

Beispiel 9.19 (Geometrische Potenzreihe): Nach Beispiel 9.4 ist die Po-
tenzreihe

Zx”:1+x+x2+...+x”+...:
n=0

fiir |x| < 1 konvergent und fiir |z| > 1 divergent. Der Konvergenzbereich
ist daher K = (-1, 1).

Beispiel 9.20. Wir berechnen den Konvergenzbereich der Potenzreihe

> 1o

n=1

=x+%x2—|—%x3+...—|—lx”+... .

n

3\'—‘

Dazu Wenden wir fiir ein beliebiges aber festes x € IR das Quotientenkriterium

mit b, = = 33 an:
bur | |20 2t |y,
= —_— = —_— = —_—
bn, n+1" n n—+1zm n+1

Damit konvergiert die Reihe fiir |z] < 1 und divergiert fiir || > 1. Fiir |z| =1
miissen getrennte Untersuchungen durchgefithrt werden, indem die jeweiligen
Werte in die Reihe eingesetzt werden:

Fir x =1 ist
oo

Sie-firE

die harmonische Reihe, also nach Beispiel 9.8 divergent.
Fir x = —1 ist

Y=t

n=1 n n=1
Die alternierende harmonische Reihe ist nach Beispiel 9.14 konvergent. Damit
ist der Konvergenzbereich K = [—1, 1). O

3
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(® Konvergenzverhalten von Potenzreihen
Man kann fiir beliebige Potenzreihen ZZOZO an ™ das Konvergenzverhalten
charakterisieren. Grundlage hierfiir ist der folgende Satz.

Begriindung: Zur Bestimmung von p wenden wir das Quotientenkriterium
auf die Reihe > ° b, mit b, = a, 2™ an:

b1 A1 " Gnt1 n—oo 1. |Gn+1
uas nt L ™ iy W i T
by, ap " an n—oo | an
Nach der Limesform des Quotientenkriteriums konvergiert die Reihe fiir
. Qn41 1 . a
lim ||z <1 —  |z] < ———— = lim -
n—oo hm An+1 n—oo an—i—l
n—oo n
und sie divergiert fiir
1 . a
|z| > ——— = lim i
hm An+41 n—0o0 |Up +1
n—oo n
Setzen wir p := lim a—“i—l , so sind die Aussagen des Satzes nachgepriift und
n— 00 n

wir haben den Konvergenzradius berechnet. O
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Bemerkungen:

(1)

Der Sonderfall p = oo ist moglich, denn dann ist || < p immer erfiillt und
der Konvergenzbereich ist K = IR.

Es gibt Potenzreihen mit p = 0. Diese Reihen konvergieren fiir kein x € IR.

Fiir |z| = p, d.h. z = £ p, kann keine allgemeingiiltige Aussage getroffen
werden. An diesen Randstellen miissen getrennte Untersuchungen durch-
gefithrt werden.

a

= | picht existiert.
An41

Es ist keine Aussage moglich, falls lim ‘

an

erhé,

N\ Achtung: Beim Quotientenkriterium wird das Verhé&ltnis L‘WL ge-
tnis

bildet, wihrend fiir die Berechnung des Konvergenzradius das

An
An+1

‘ bestimmt wird!

Eine Potenzreihe ) a, 2™ konvergiert stets innerhalb des zum Null-
punkt symmetrischen Intervalls |z| < p und divergiert auflerhalb. Abb. 9.2
zeigt die graphische Darstellung des Konvergenzbereichs.

Divergenz Konvergenz Divergenz
-« - - - - - IT j- ————————— »
< : > » R
-p 0 p

Abb. 9.2. Konvergenzbereich einer Potenzreihe

Beispiel 9.21. Die Reihe

- 1 n 1 2 1 n

E —a"=14+rc+—-2"+...+—2" +...
n! 2! n!

n=0

konvergiert fiir alle z € IR. Denn der Konvergenzradius ist

1
= !
p = lim = lim nl_| = lim M:hm (n+1)=o00. O
n—00 | Gp41 n—oo (”Tl)' n—oo n! n—oo
Beispiel 9.22. Die Reihe
- (D" 2n41 _ Los, 1 s 1 o
Z(2n+1)!x —x—am —&—ix—ﬁm ...

n=0

(-1"

konvergiert fiir alle z € IR. Denn mit a,, = eTEsy folgt

an (=" (@n+3)l] _ (2n+3)!
— = = (2 2) (2 3
= p=lim =00 = K =1R. m|
n—oo an+1
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Beispiel 9.23. Wir untersuchen die Potenzreihe

©  q\n+l
S E ey

auf ihre Konvergenzeigenschaften. Dazu Wendg? wir das Quotientenkriterium
auf die Reihe mit den Summanden b,, = % (x —1)" an:

bn+1 (_1)n+2 n+1 n 1 n
N
— lim by — lim —2 e — 1] =]z —1].

n—00 " n—oo N+ 1

Somit konvergiert die Reihe fiir [z — 1| < 1 und divergiert fir |z — 1| > 1.
Fiir den Fall |x — 1] = 1 werden getrennte Untersuchungen durchgefiihrt. Aus
|z —1] =1 folgt entweder z —1 =1z =2o0derz —1= -1z =0.

Fir x = 2 ist

i (_17)ln+1 21 i (_17)Ln+1

die alternierende harmonische Reihe und damit konvergent.
Fiir z = 0 ist

00 n+1 00 n+1 n 00
(=1) n_N~ DT DT 1
I R e e
n=1 n=1 n=1
die harmonische Reihe und damit divergent. = K = (0, 2]. ]

Der Konvergenzradius wird in MAPLE mit der Prozedur konv_radi-

us bestimmt. Der Konvergenzbereich einer Potenzreihe kann aber
auch graphisch visualisiert werden, indem man die Potenzreihe mit wachsender
Ordnung in Form einer Animation darstellt.
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Beispiele 9.24 (Mit MapLE-Worksheet):

@ Der Konvergenzradius der Potenzreihe > o, L’ ist p = 4. Der Konver-
genzbereich ist das offene Intervall (—4,4).

@ Von der Potenzreihe Y ;2 (—1)*%(z — 1)" ist der Konvergenzradius p = 1.
Der Konvergenzbereich ist das halb offene Intervall (0, 2].
Dargestellt wird in der MAPLE-Animation jeweils nur die Partialsumme bis

n = 25 bzw. n = 26.

101 10
8- 8
61 6
4 4
2 2-\

% 2 x 4 6 A 0 [ 3
—24 —24
Partialsumme Y7 L' Partialsumme Zfil(—l)’%(a: —1)°

é‘ Man erkennt in der Animation, dass sich im Innern des Konvergenzbe-

reichs die Reihen stabilisieren, auflerhalb gehen sie gegen Unendlich.
Bei der ersten Reihe entnimmt man den Konvergenzbereich zwischen —4 und
4, wahrend er bei der zweiten Reihe von 0 bis 2 geht. O

Zum Abschluss dieses Abschnitts fassen wir noch einige wichtige Eigenschaften
von Potenzreihen zusammen.
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9.3 Taylor-Reihen

Wir kommen nun zum zentralen Thema dieses Kapitels: die Taylor-Reihen. Die
Aussage des Taylorschen Satzes ist, dass sich fast jede elementare Funktion in
der Umgebung eines Punktes zy durch Polynome beliebig genau annéhern
lasst. Es zeigt sich sogar, dass diese Funktionen sich durch eine Potenzreihe
der Form

o0
Z an (x —x0)"
n=0

darstellen lassen. Neben der Bestimmung der Koeffizienten a,, werden wir In-
formation dariiber gewinnen, welcher Fehler maximal auftritt, wenn diese Rei-
he nach endlich vielen Summationsgliedern abgebrochen wird. Damit erhalten
wir zum einen eine Methode, die elementaren Funktionen

e sinz, vz, Inxz usw.

mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen, zum anderen Niaherungsformeln fiir
diese Funktionen.

Beispiel 9.25 (Einfithrung): Nach Beispiel 9.19 gilt fiir die geometrische
Potenzreihe

oo
1
1 Pttt = "=
+rtadt. Dot =
n=0
fiir |z| < 1. D.h. die Potenzreihe > ° 2™ stimmt mit der Funktion - fiir
alle z € (—1, 1) iiberein. Auflerhalb dieses offenen Intervalls ist zwar ﬁ noch

definiert (z # 1), aber nicht mehr die Potenzreihe. Wir leiten eine Formel
heuristisch her, die es uns erlaubt, fiir elementare Funktionen die zugehotrige
Potenzreihe aufzustellen. O

Herleitung der Taylor-Polynome. Gegeben sei eine Funktion f(z), siehe
Abb. 9.3. Gesucht ist eine Ndherung der Funktion in der Umgebung des Punk-
tes zg € ID. Die Funktion f sei in dieser Umgebung mehrmals differenzierbar.

Abb. 9.3. Funktion f und N&herungen in der Umgebung von zg

9.3
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(0.) Die "nullte” Nidherung py an die Funktion erhélt man, wenn die konstante
Funktion

po (z) = f (o)

gewihlt wird. Die Funktion pg hat mit f nur den Funktionswert an der
Stelle z( gemeinsam.

(1.) Die lineare Niherung p; an die Funktion erhélt man, wenn man die Tan-
gente in xy wahlt:

p1 (@) = f(x0) + f' (o) (& — o).

Die Tangente hat mit der Funktion sowohl den Funktionswert, als auch
die Ableitung an der Stelle zy gemeinsam.

(2.) Gesucht ist eine quadratische Funktion ps, die im Punkte z¢ zusétzlich
die gleiche Kriimmung wie f aufweist:

Ansatz:  py () = f(z0) + f' (w0) (z — 20) + ¢ (z — 20)°.
Bedingung: p (o) = " (xo).
Wegen pi () =1-2-¢, folgt p§ (zg) =1-2-c= f" (zg)

= c= %f” (7o)

f// (mo)

o (r — m0)?.

= | p2(x) = f(w0) + f' (o) (¥ — w0) +

(3.) Gesucht ist die kubische Funktion ps, die im Punkte z¢ zusétzlich die 3.
Ableitung mit f gemeinsam hat:

Ansatz: ps (v) = f (z0)+f (z0) (& — z0)+ 31" (z0) (x — m0) +d (z — 20)°".
Bedingung: p4’ (o) < " (x0) .

Wegen  pff (zg) =1-2-3-d = f" (x0)

1
= d: gfl//(xo)

ps (x) = f (o) + f' (x0) (x — o) + 3 f” (w0) (& — w0)*
+31 /" (x0) (x — wo)” .
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(n.) Eine bessere Approximation an die Funktion f in einer Umgebung des
Punktes zp gewinnt man, indem jeweils Terme der Form

% £ (o) (x — a0)"

hinzugenommen werden, so dass das n-te Niherungspolynom (das Taylor-
Polynom vom Grade n) gegeben ist durch

ﬁ‘ Visualisierung mit MAPLE. Zur Veranschaulichung der Konvergenz
der Taylor-Polynome p,, an die Funktion f wihlen wir eine Animation

mit MAPLE fiir die Funktion f (z) = 1/6 — (¢ — 2.5)* am Entwicklungspunkt

o = 1. Dazu bestimmen wir die ersten 10 Taylor-Polynome.

3 3

2 2

y y

1 1
x 1.5

(AJO

N3
T x 1.6
N=10

o

1 x 1.5

Durch die Animation erkennt man deutlich, dass mit wachsendem Grad des
Taylor-Polynoms der Bereich sich vergréfiert, in dem Funktion und Taylor-
Polynom graphisch {ibereinstimmen. Fiir N = 10 lésst sich im Bereich 0.5 <
x < 1.7 graphisch kein Unterschied zwischen der Funktion f und dem Nahe-
rungspolynom pig feststellen. Es stellt sich somit die Frage, wie grof3 die Ab-
weichung der Niherungsfunktion p,, (z) zur Funktion f in der Umgebung von
xo ist. Aufschluss dariiber gibt der folgende Satz.
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Der Satz von Taylor (1685 - 1731) spezifiziert die Zwischenstelle £ zwischen z

und xg nicht nidher. Daher kann man nicht exakt die Abweichung der Néhe-

rungsfunktion p,, (x) zur Funktion f angeben. Fiir die konkreten Anwendungen

wird diese Tatsache aber keine Rolle spielen, da wir fiir das Restglied R, (z)
m—00

eine Obergrenze angeben. Wenn das Restglied R, (z) —" 0 erfiillt, so erhélt
man

Bemerkungen:

(1) Der Konvergenzradius der Taylor-Reihe ist nicht notwendigerweise > 0.

(2) Falls die Taylor-Reihe von f konvergiert, muss sie nicht notwendigerweise
gegen f(z) konvergieren.

(3) Die Taylor-Reihe konvergiert genau dann gegen f(z), wenn das Restglied
R, (x) fiir m — oo gegen Null geht. In diesem Fall stimmen die Funktion
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und die Taylor-Reihe fiir alle x aus dem Konvergenzbereich der Potenzreihe
iiberein.

(4) Ist der Entwicklungspunkt o = 0, so nennt man die Taylor-Reihe oftmals
auch MacLaurinsche Reihe.

(5) Ist f eine gerade Funktion, dann treten in der Taylor-Reihe nur Terme mit
geraden Potenzen auf. Ist f eine ungerade Funktion, dann nur Terme mit
ungeraden Potenzen.

Im Folgenden berechnen wir die Taylor-Reihen von wichtigen Funktionen; u.a.
der Exponential- und Logarithmusfunktion bzw. den trigonometrischen Funk-
tionen.

Beispiel 9.26 (Exponentialfunktion): Die Taylor-Reihe von e* mit dem
Entwicklungspunkt zy = 0:

Wegen f(x)=¢€" folgt f(0)=1
frz)=e" f0)=1
[ (@) =e” f10)=1
fl/l (:L,) — 6(12 f/// (0) — 1
J (@) = e 7o) (0) = 1
Damit ist die Taylor-Reihe von e*:
1+a+ 5 x? + § ad +. + Z; ke

Da der Konvergenzradius dieser Potenzreihe p = oo (— Beispiel 9.21), ist
K =1R. Fiir das Restglied gilt

1 xm-{-l
_ (m+1) oyl £ g _
B (7) = ot ) G — o)™ = S i gl
|af|m+1 3 o

Also stimmt die Taylor-Reihe mit der Funktion iiberein und fiir alle z € IR
gilt
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Beispiel 9.27 (Sinusfunktion): Die Taylor-Reihe von f(z) = sinz mit
dem Entwicklungspunkt xzg = 0:

Wegen f(x) =sinx folgt f(0)=0
f'(z) =cosx f0)=1
f"(x) = —sinz f7(0)=0
f" (z) = —cosx f7(0)=-1
@) (z) =sinz @ (0)=0
®) (2) = cosx ®)(0) =1
f© (z) = —sinz f©0)=0

Es ist also f™ (0) = 0 und f@7+1(0) = (—1)", so dass nur die ungera-
den Exponenten in der Taylor-Reihe auftreten und zwar mit alternierendem
Vorzeichen:

1 3 1 5 1 7 _ NS (_l)n 2n+1

Nach Beispiel 9.23 ist der Konvergenzradius p = oo und analog zum Beispiel
9.26 gilt R, (x) — 0 fir m — oco. Damit stimmt die Taylor-Reihe fiir alle
z € IR mit sinx iiberein:

3 - -n" 2n+1
s1n(x):;ﬁx R O

Beispiel 9.28 (Kosinusfunktion): Die Taylor-Reihe von f(x) = cosz mit
dem Entwicklungspunkt zy = 0 ergibt sich sofort aus obigem Beispiel: Da die
Potenzreihe gliedweise innerhalb des Konvergenzbereichs differenziert werden
darf, ist fiir alle z € IR

cos (x) = sin’(x) :Z ((_)' (2n +1) 2"
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Beispiel 9.29 (Logarithmusfunktion): Die Taylor-Reihe von Inz, 2 > 0,
mit dem Entwicklungspunkt xy = 1:

f(z) =Inz f)=0

fll@) =271 fr1)=1

f (@) =(-1) 27 ") =(-1)

f (@) = (-1) (=2) 27° (1) =(=1) (=2)

fO(2) = (1) (=2) (=3)2~* FP1) = (=1) (-2) (-3)

f(2) = (-1) (=2)(=3)(=4) a7 1) = (=1) (=2)(=3)(-4)
FO@) = (1) (=2)(=3)(=4) (=5)2~®  fO(1) = (=1) (=2)(-3)(-4) (-5)

n—1)!

70 () = (-1t L F0) (1) = (-1 (= 1)

Damit ergeben sich die Taylor-Koeffizienten fiir n > 1 zu

R G VN (O O N G D e

xn

n! n! n

Da das Restglied R, () — 0 fiir m — oo geht, ist die Taylor-Reihe fiir Inz
am Punkte xo = 1 gegeben durch

Ing=(z-1)-1 (x—1)2+%(x—1)3i...iﬂ (x—1)"+£...
= lnx:i$ (z—1)" fir z € (0, 2].
n=1

Nach Beispiel 9.23 ist der Konvergenzbereich K = (0, 2]. Speziell fiir 2 = 2
gilt

oo (71)77,—‘1-1

In2 :Z —

n=1

Die Summe der alternierenden harmonischen Reihe hat den Wert In2. O

Beispiel 9.30 (Binomische Reihe): Die Taylor-Reihe der Binomischen
Reihe (1 + z)® am Entwicklungspunkt ¢ = 0 lautet fiir beliebiges o € IR:

(1+2)" :i (Z) " fir =€ (-1,1),

k=0

wenn wir die verallgemeinerten Binomialkoeffizienten definieren

<a> 1w <a) _al-D(@=2-..-(a=k+1)

0 k k!
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Denn aus
fla)=1+2)° f(0)=1
f@)=a(l+z)" f1(0) =«
f@)=a(@=1) (1+a)*? f"0) = a(a-1)
f(@)=a(@=1)(a=2) (1+2)*" f"@) =a(a=1)(a=2)
f(”)(x):a(a—1)~... .f(")(()):a(a—l)m..
coo(a=n+1) 1 +2)*" (a—n+1)

folgt fiir die Taylor-Koeffizienten
f®(zg) a(a—1)(a—2)-...-(a—k+1) <a>

k! k!
und fiir die Taylor-Reihe
e =3 (1) ",
k=0
Der Konvergenzbereich ergibt sich mit dem Quotientenkriterium zu K =
(-1, 1).
Spezialfille:
® o = —1 (geometrische Reihe):

1
14+

:1—1:+Jc2—x3:|:...:2(—1)k i
k=0

@ o = —2 (Ableitung der geometrischen Reihe):

1 > k
———=1-22+37+...=> (-1 (k+1)a*.
2
(1+2) k=0
1
® a=—:
4T3
1-3 1-3.5
Al g — 42 3_ 4
trE T T e 6 T2 168"
1
@ a=—-:
2
1 1 1.3 1-3-5 1-3.5.7
—q_ =z 19 2 3 4
T2 sty T Ty et Ta g8 T -

Héufig wird die Berechnung der Taylor-Reihe einer Funktion durch Differen-
ziation bzw. Integration auf bekannte Potenzreihen zuriickgefiihrt, wie die fol-
genden beiden Beispiele zeigen.
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Beispiel 9.31 (Arkustangensfunktion): Die Taylor-Reihe von f (z) =
arctan () am Entwicklungspunkt ¢ = 0:
Aus f (z) = arctan (x)

> fl@)=—

Nach Beispiel 9.19 ist fiir |z| < 1

1

1+ 22

1422

1 = 2\ n _2n
:1_(_x2):§(—x) :Z(—l) ",

Da Potenzreihen gliedweise integriert werden diirfen, folgt

— Z (_1)n p2ntl
2n+1

n=0

wctan(a) = SO+ [ @ d=0e 3 (-1 [ s
n=0

Nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert die Potenzreihe auch fiir x = £1, so

dass insgesamt:

_ - (_1)” 2n-+1
arctan (z) —Z 3

fir z € [-1,1]. m]

Beispiel 9.32 (Area-Funktionen): Berechnung der Taylor-Reihen der

Area-Funktionen am Entwicklungspunkt o = 0 durch Zuriickspielen auf

die Binomische Reihe: Aus

Damit ist

f (z) = artanh (z) folgt

oo

f' (z) = artanh’ (z) = 1%332 _ me.

1

n=0

J@) =10+ gt

n=0

Da f(0) = artanh (0) = 0 ist

— 1
ar tanh (z) :Z el g2l

n=0

fir |z < 1.

Auf analoge Weise werden die Taylor-Reihen von arsinh(z), arcosh(z) und

ar coth(z) berechnet, da arsinh’(z) =

1
Vax2z—1

1

1—x?

V1+z2
fiir || > 1 und ar coth’(z) = =~ fiir || > 1. |

fir # € IR, arcosh’ (z) =
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Tabelle 9.1: Taylor-Reihen:

K _
Funktion | Potenzreihenentwicklung beOI;Y:EgenZ
rei
o0
1+2)% |2 <a>xk |z <1
=0 \ K
1 ,
(I1+x)2 ltio—sha? 21308 - L35 a0t | [z <1
_1
(I£2)72 | 1Fda+ 18225 138,8 4 D30T 040 | 2 < 1
(1) |1Fz+22FP+24F. .. lz| <1
(1+z)° |1F204+322F423+5a*F... lz] <1
. : 5 9
sin —é—?—l—%!—%—l—%——i—... |z| < oo
cos T 1—%—1—%—%?—1—%?——&—... |z| < o0
tan x vt iad+ 2ab+ 2T+ 2 g% || < &
@ 14z a2 a® ot
e tontw ettt ] < o0
Inz (z-1)—3(@-1)2+%(@-1)°—+ 0<z<2
. . . Konvergenz-
Funktion | Potenzreihenentwicklung bereich
arcsin x T4 5500 + g0 + =T+ lz] <1
arccos & I+ + S’ + 535 a7+ lz| <1
arctan x v—tt+iab—L1a"4+ 320+ lz] <1
sinh x :r—i—,x—i—,x—f—,x—i— |z| < oo
coshz 1+ g 22+ a4+ 52+ |z] < oo
tanh z v—tad 4 2ab— Al 02 g% — 4 x| < 5

Visualisierung der Konvergenz Mit der Prozedur taylor_poly

erhilt man eine Animation, bei der das Taylor-Polynom mit steigen-

dem n zusammen mit der Funktion f(z) zu sehen ist. Man erkennt, dass mit
wachsender Ordnung der Polynome eine gleichméflige Anpassung an die Funk-

tion erfolgt.
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9.4 Anwendungen 9.4

(® Néaherungspolynome einer Funktion
In vielen Anwendungen werden komplizierte Funktionen durch Taylor-Polynome
pn () angenidhert. Zum einen, damit man die Funktionen auf einfache Weise
mit vorgegebener Genauigkeit auswerten kann, zum anderen, damit man z.B.
bei linearer Ndherung einen einfacheren physikalischen Zusammenhang erhilt.

Der Fehler zwischen der Funktion f(z) und dem Taylor-Polynom p, (z) ist
nach dem Satz von Taylor gegeben durch das Lagrange Restglied

- 1
(1)

Ry, (z) FD (€) (@ — mo)™ T,

wenn zo der Entwicklungspunkt und £ ein nicht ndher bekannter Zwischenwert
zwischen x und zg. Fiir die meisten in der Praxis auftretenden Funktionen geht
der Fehler gegen Null fiir n — oo. Bei hinreichend groflem n wird also eine
beliebig hohe Genauigkeit erzielt. In technischen Anwendungen werden Funk-
tionen nahe ihrem Entwicklungspunkt oftmals nur durch das Taylor-Polynom
p1 (z) bzw. po (z) ersetzt!

Beispiel 9.33 (Berechnung der Zahl e): Die Zahl e soll bis auf 6 Dezimal-
stellen genau berechnet werden. Dazu gehen wir von der Taylor-Entwicklung
der Exponentialfunktion bei x¢g = 0 aus

e —z;)ax —1—&-90—1—53: —|—...+Ex +...

und berechnen e! durch das Taylor-Polynom der Ordnung n

1 1
1 o _ — 12 ~qn
elrpn(1)=1+1+ 51+ 4+ 1"
Der Fehler nach dem Lagrangen Restglied ist
1 1 3
5 < 1 <
D) ) S )

Ry (1) =

(da e < e! < 3). Damit der Fehler kleiner als 6 Dezimalstellen wird, muss

! 3
<09-10%= (n+1)! > —— ~3333333.

n (1
B (1) < 0.9-10-6

(n+1)!
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Dies ist fiir n > 9 erfiillt, denn (9 + 1)! = 3628800. Fiir n = 9 ist ¢! bis auf 6
Dezimalstellen genau berechnet:

9
1
1o _
e~ g -] = 2.7182815.

n=0

Vergleicht man diese Methode zur Berechnung der Zahl e mit der Folge (1 + %)"
aus Beispiel 6.3, so ist die Reihendarstellung sehr schnell konvergent. Es wer-
den fiir eine Genauigkeit von 6 Dezimalstellen nur 9 Summenglieder benétigt
im Vergleich zu n > 10° bei der Folgendarstellung. O

Anwendungsbeispiel 9.34 (Relativistische Teilchen).

Nach A. Einstein betrigt die Gesamtenergie eines Teilchens

E=mcdc.
Dabei ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit und m die von der Geschwindigkeit des
Teilchens v abhéngige Masse:

mo
m=————,

1— (v/c)’®

myo ist dabei die Ruhemasse des Teilchens. Bezeichnet Ey = mg ¢? die Ruhe-
energie, so ist die kinetische Energie

Ekm:E—Eoch2—m002:m002(\/ﬁ_1),

Fiir ein nicht-relativistisches Teilchen ist v << ¢, d.h. 0 &= 2 << 1. 7 ist also
nahe dem Entwicklungspunkt o = 0 der Funktion \/1177 . Wir ersetzen daher
nach Tabelle 9.1

1 1 1 1 2
VR T I
1—=x 1_(/0/0)2

Fiir die kinetische Energie gilt damit

1 rv\2 1
Bun = o (rmbs =1 =t (15 (7)) = oot

Der Term % mg v? reprisentiert die kinetische Energie eines Teilchens im Grenz-

fall v << ¢ (= klassischer Grenzfall). |
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Anwendungsbeispiel 9.35 (Scheinwerferregelung, mit MAPLE-
Worksheet).

Kommen wir auf das Einfithrungsbeispiel der Scheinwerferregelung zuriick. Um

vom Quotienten der Distanzwerte d; und dy auf den aktuellen Neigungswinkel

[ zu schlieflen, miissen wir diesen Quotienten nach 8 auflésen. Dazu definieren

wir die Funktion ¢(f), die wir im Folgenden in eine Taylor-Reihe entwickeln.
_ d1 SiH(OéQ + ﬂ)

q(B) = d: = m (*)

Gehen von den Parameterwerten (3, = 0.0099996, oy = 0.20337 und as =
0.097913 aus, ist der Quotienten qq fiir den Winkel 3,5 zwischen der Horizon-
talen und der Hell-Dunkel-Grenze beim ruhenden Fahrzeug

g0 = q(Bap) = 0.5086238522.

Um den Quotienten nach § von (*) aufzulésen, entwickeln wir nun die rechte
Seite in eine Taylor-Reihe bis zur Ordnung 2.

g2(B) := 0.4851497843 + 2.347500693 3 — 10.83456844 (5 — 0.0099996)2
und losen die Gleichung (*) fiir eine beliebige linke Seite g—; mit der Ndherung

fiir die rechte Seite % ~ ¢2(8) nach § auf

d
B2 = 0.11833343 + 0.36918867 \/0.43052561 —0.67716052 d—l
2

Von den beiden gefundenen Losungen kommt nur diejenige in Frage, welche
fiir die Grofle gg = g—; den richtigen Ablenkwinkel 3, liefert. Dies ist die zweite
Losung 5.

Wir zeichnen die Naherungsfunktion gestrichelt und die urspriingliche, implizit
gegebene Funktion durchgezogen.

Aus der Grafik entnimmt man, dass die Ndherungsformel fiir q zwischen 0.4
und 0.58 gut mit der impliziten Funktion {ibereinstimmt. Dies liefert einen
Winkelbereich von -0.03 (-1.71°) bis 0.05 (2.864°), in dem die Néherung ver-
wendet werden kann.

Um eine Ndherungsformel zu erhalten, die auf die Berechnung von Wurzeln
ganz verzichtet, entwickeln wir 3, ebenfalls in eine Taylor-Reihe mit dem Ent-
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A

Abb. 9.4. Funktion und N&dherung

wicklungspunkt ¢ = qg

By = —2.373259209 + 23.42846966 ¢ — 96.31243152 ¢* +
200.8851230 ¢® — 210.4285911 ¢* + 89.10928185 ¢°

und zeichnen diese weitere Niherung in den obigen Graphen mit ein.

A

»

4675 05 055 06 065

Abb. 9.5. Vergleich der Ndherungen

Diese Funktion stellt im Winkelbereich zwischen -1° und 2° ebenfalls eine ak-
zeptable Losung dar. Der Vorteil dieser Ndherungsformel besteht eben darin,
dass auf die Berechnung von Wurzeln ganz verzichtet werden kann! Zur effizi-
enten Berechnung stellen wir die Ndherungsformel durch das Horner-Schema
dar:

By = —2.373259209 + (23.42846966 + (—96.31243152 + (200.8851230 +
(—210.4285910 + 89.10928185 ¢) ¢) q) q) q. o
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® Integration durch Potenzreihenentwicklung
Potenzreihen und damit Taylor-Reihen diirfen in ihrem Konvergenzradius glied-
weise differenziert bzw. integriert werden. Fiir

flx) = an (v —a0)"

gilt :
f(x) = 4 ian (x —x0)" = ian A (x —x0)" = inan (x—z0)" " .
dz n=0 n=0 dz n=1

Man beachte, dass die Differenziation des konstanten Summanden ag Null
ergibt und damit die abgeleitete Taylor-Reihe bei n = 1 beginnt.

oo

/f(x) dx:/rianﬂf"dl‘:gan /wndac:;najlx"’ﬂ—l—a

Man beachte, dass beim bestimmten Integral die Integrationsgrenzen inner-
halb des Konvergenzbereichs der Potenzreihe gelegen sein miissen.

x

Beispiel 9.36. Gesucht ist die Integralfunktion F(z) = [ e~ dt, die nicht
durch eine elementare Funktion darstellbar ist.

Mit dem Potenzreihenansatz

folgt

n=0 n=0
= F( )—/w _tzdt—f:l ( 1)”/Lt2"dt
xTr) = o e = : ol o
n=0
:ii(_n” S o
nzon! 2n+1

(® Lésen von Differenzialgleichungen durch Potenzreihen
Eine in der Physik oftmals benutzte Methode zum Losen von Differenzialglei-
chungen ist, die gesuchte Funktion in eine Potenzreihe zu entwickeln. Diese
Potenzreihe enthilt als unbekannte Grofien die Koeffizienten a,,. Durch Ein-
setzen der Potenzreihe in die Differenzialgleichung werden iiber einen Koeffi-
zientenvergleich die a,, bestimmt.
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9.5 Komplexwertige Funktionen

Im Kapitel {iber komplexe Zahlen 5.1 benutzten wir die Eulersche Formel

als Abkiirzung. Wir zeigen in diesem Kapitel, dass diese Formel die Gleichheit der Funktion
€® und der Funktion cos (z) + ¢ sin (z) fiir beliebige komplexe Zahlen z € C bedeutet.

Zunichst erklaren wir e®, cosz und sin z fiir z € C als komplexe Funktionen
f:C — € mit z — f(z). Die Definition der Funktion muss dabei derart
erfolgen, dass fiir z € IR die herkémmlichen reellen Funktionen als Spezialfall
enthalten sind.

Im Komplexen stehen uns die Grundrechenoperationen +, —, *, / zur Verfii-
gung. Wir definieren daher komplexe Funktionen {iber diese Grundoperatio-
nen. Gerade aber die Exponential-, Sinus- und Kosinusfunktionen sind Stan-
dardbeispiele fiir die Darstellung einer Funktion durch ihre Taylor-Reihen. Da
man bei der Auswertung einer Funktion iiber die Taylor-Reihe nur die oben
genannten Grundoperationen bendétigt, erkldren wir die komplexen Funktio-
nen e*, sin(z) und cos(z) iiber ihre Taylor-Reihe. Zuvor geben wir jedoch die
wichtigsten Ergebnisse fiir komplexe Potenzreihen an:

9.5.1 Komplexe Potenzreihen

Es tibertragen sich alle Eigenschaften der reellen Potenzreihen sinngeméfl auf
den komplexen Fall. Beziiglich der Konvergenz einer komplexen Potenzreihe
gilt:
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Begriindung: Im Komplexen gelten die Rechenregeln |z1 + 25| < |z1]| + |22
und |a z| = |a| |z|. Daher gilt die Abschéitzung

N N N
S an (= 20)"| <3 Jan (5= 20)"1 = 3 lanl |2 = 20|
n=0 n=0 n=0

Somit ist D07 lan| |z — 20" eine Majorante von Y7 jan, (z — 20)". Die
komplexe Potenzreihe besitzt damit den gleichen Konvergenzradius wie die

reelle Majorante, ndmlich p = lim lanl O
n—oo l@n+1l

Interpretation: Erst im Komplexen erhélt der {imz
Begriff Konvergenzradius seine volle Bedeutung,
denn die Menge K = {2 €C: |z — 2| < p} ent-
spricht einem Kreis um zy mit Radius p. Innerhalb
des Kreises konvergiert die Potenzreihe, aulerhalb
divergiert sie.

Beispiele 9.37. Aufgrund der Darstellung der Exponentialfunktion bzw. der
trigonometrischen Funktionen {iber die Taylor-Reihe erhélt man direkt die
Definition der zugehorigen komplexwertigen Funktionen:

@® Komplexe Exponentialfunktion

=1 1 1 1
zZ . - on o t -2 - .3 -
e.—zn!z —1+1!z +2!z +3!z +... fir z € C.
n=0
Wegen
N N [e%s}
1 n 1 n 1 n |z|
DS g TS =
n= n=0 n=0

ist el?l eine konvergente Majorante und e* konvergiert fiir alle z € C.

@ Komplexe Sinusfunktion

, = (D" 1 1 1 .
sin(z) ::ZWZQ +1:Z*§ZS+aZS*ﬁZ7:|:... fir z € C.
n=0

® Komplexe Kosinusfunktion

cos(z)':i(_1)nz2":1—l22+lz4—lzﬁi fir zeC
- = (2n)! 2! 4! 6! '

Die absolute Konvergenz der Potenzreihen @ und @ ist nach dem Majoran-
tenkriterium fiir alle z € C gesichert, denn die Majoranten sind die reellen

Potenzreihen > m 2P wnd ﬁ Bl o
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9.5.2 Die Eulersche Formel
Nach diesen Vorbemerkungen sind e?, cos(z), sin(z) fiir jedes z € C als un-
abhéngige Funktionen definiert. Es gilt der Zusammenhang:

Begriindung: Wir stellen cos(z) und ¢ sin(z) durch ihre Taylor-Reihen dar.
Anschlieffend addieren wir die beiden Reihen und identifizieren die Summe als
e  Miti®=1,i'=4¢,2=-1,#3=—i,i*=1und® =14, =—-1,i =

—i,i® =1, usw. gilt:

cos(z) =1 —% , ;1—?4 —;—TG:I: .
-1 +—i + +
1 + @ Z|) + (142!) + ('LGZ') +
isin(z) =  i% —iz +iZ -
iz 323 i 2P
= v +3 +5 +
(117) + ('L;) + ('L;') +

o

cos(z) +isin(z) =1 +42 +£i—2zﬁ TGS L G S (L G L

6l
Folglich ist

cos(z) +isin(z) = io: L (i2)" =e? i

Mit dieser sehr einfachen Begriindung ist die Eulersche Formel fiir alle z € C
bewiesen. Speziell fiir z = ¢ € IR gilt dann

p € IR.

Wenn wir den Winkel ¢ durch ¢ = wt ersetzen, so gilt die folgende Identitét
von Funktionen

tcIR.

Diese Gleichheit von Funktionen werden wir im folgenden Abschnitt ausnut-
zen, um e** zu differenzieren und zu integrieren.
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© 9.5.3 Eigenschaften der komplexen Exponentialfunktion

El

E2

E3

E4

- Zl’ . : C'
Wie im Reellen hat auch im Komplexen das Additionstheorem fiir die
Exponentialfunktion seine Giiltigkeit. Der Beweis dieser zentralen Formel
wiirde den Rahmen dieser Darstellung iiberschreiten. Festzuhalten ist die
folgende Folgerung:
- z 6 C.
Denn setzt man in (E1) zo = 274, so folgt die Formel, da e*2 = 2™ = 1.
Die komplexe Exponentialfunktion ist damit periodisch mit der komplexen
Periode 27 1. O
Wie im Reellen ist der Sinus eine ungerade Funktion, denn in der Defini-
tionsgleichung fiir den Sinus treten nur ungerade Potenzen auf
[ee] n o0 n
. o (_1) 2n+1 (_1) 2n+1 __ :
sm(—z) = Z m (—Z) = — Z m z = —Ssin (Z) .
n=0 n=0
Da per Definition cos(z) nur gerade Potenzen 22" besitzt, ist cos(z) eine
gerade Funktion. O
zeC
zeC

Anwendungen dieser beiden Identitéiten werden wir im Kapitel iiber Diffe-
renzialgleichungen noch kennen lernen. Sie besagen, dass man die trigono-
metrischen Funktionen aus der komplexen Exponentialfunktion gewinnen
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kann. Beide Identitdten sind Folgerungen aus der Eulerschen Formel, denn

et = cos(z) +i sin(z) (1)
e t* = cos(—z) +i sin(—z)
= cos(z) — i sin(z) (2)

Addiert man Gleichung (1) und (2), ist e?* +e~%% = 2 cos(z2).
Subtrahiert man Gleichung (2) von (1), ist e* —e™%* = 2i sin(2).

Durch Division der Faktoren, erhélt man jeweils die Behauptung. O

E5 cos? (2) +sin? (2) = 1 zeC.

Man erhélt (E5) aus (E4), indem man beide Gleichungen quadriert und
dann addiert:

cos? (z) +sin? (2) L (i —&—e‘”)z — 1 (efm e—iz)2
1 [(e”)2 +2eiZeTi% 4 (e‘iz)2
- (e”)2 + 267 e% — (e‘iz)2]
— eize—iz:ei(z—z) — 0 = 1. 0

Anwendung: Additionstheoreme fiir Sinus und Kosinus

Fir a, 8 €C (bzw. a, 8 € IR) gelten die Additionstheoreme

cos(a+ ) = cosacosf—sinasing (A1)

sin (a + )

sina cos 3 + cosa sin 3 (A2)

Begriindung:
(A1): Aufgrund der Darstellung der Kosinus- und Sinusfunktion durch die
komplexe Exponentialfunktion (E4) und dem Additionstheorem (E1) rechnet
man:
cosa cosff—sina sinff = % (ei"‘ + e_m) % (ew —|—e‘i5) —
1 i —ia) 1 % —1
2 (€0 —eT) 5 (77 —e7P)
— i ei(atB) 4 g—iatif 4 gia—if _i_efi(oHrﬁ)) 4
+i (ei (a+B) _ g—iatif _ gia—if 4 efi(oz+5))

=1 (et tB) 4 =i (0th)) = cos (a + f) .
(A2): Analog zu (A1). .
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Folgerung: Verwandlung eines Produktes in eine Summe bzw. Differenz

Fiir a, 8 € C (bzw. a, § € IR) gelten die Formeln:
(1) 2 sina sin 8 = cos (a — B) — cos (a + )
(2) 2 cosa cos B = cos (a — B) + cos (a + )
(3) 2 sina cosf = sin (a — 3) + sin (o + )

Begriindung: Ubungsaufgabe. Man verwende die bereits bewiesenen Additi-
onstheoreme (A1) und (A2).

© 9.5.4 Komplexe Hyperbelfunktionen

Definition: Fiir z € C heiflen die komplexen Funktionen
cosh(z) := 3 (e* + €77) Kosinus-Hyperbolikus

sinh (z) := 5 (e —e™?) Sinus-Hyperbolikus

N|—=

Aufgrund der Definition der Hyperbelfunktionen und Eigenschaft (F4) gelten
die folgenden Beziehungen
H1: cos(iz) =1 (e 4 e71(02)) =

1 (e7* +e*) =cosh(z),

H2: sin (i2) = 2 (e!(®) —e71(02)) = L (7% —¢?) = i sinh(z).
Dies ist der Zusammenhang zwischen den Hyperbolikus-Funktionen und den
trigonometrischen: cosh(z) und sinh(z) sind im Komplexen nichts anderes als
die Kosinus- und Sinusfunktion mit dem Argument i z. Daher gelten auch die
bis auf das Vorzeichen dhnlichen Formeln fiir beide Funktionstypen.

H3: cosh? (z) — sinh? (2) = 1 zeC.

Gleichung (H3) erhélt man durch Quadrieren von (H1) und (H2) und an-
schlieBender Addition, wenn Gleichung (E5) berticksichtigt wird. |



382 9. Funktionenreihen

9.5.5 Differenziation und Integration
Bei der Herleitung der komplexen Widerstdnden zur Berechnung von Wech-
selstromkreisen in Kap. 5.3.3 wurde die Funktion ¢** mit der Formel

(emt)’ — jweiwt

nach ¢ differenziert. Die imaginére Einheit ¢ wird als konstanter Faktor angese-
hen und die Funktion e** mit der Kettenregel nach ¢ differenziert. dass diese
Methode auch allgemein gilt, zeigt der folgende Satz.

Dieser Satz besagt, dass eine komplexwertige Funktion nach seiner reellen Va-
riablen z differenziert wird, indem man die gewohnliche Ableitung von Realteil
und Imaginérteil bildet. Beim Differenzieren komplexwertiger Funktio-
nen diirfen alle Differenziationsregeln wie bei reellwertigen Funk-
tionen benutzt werden. Die Formel fiir die Ableitung folgt sofort aus der
Definition der Ableitung, denn

P = k(G h) - f @)

lim 5 (u(z+h) +iv(z+h) = (u(@)+iv())

= }ILIL% [+ (w(z+h)—u(@)+it (v(z+h)—v(2))]

= Jim g (u(@+h) —u(z)+i lim 5 (v(z+h) —v(2))

= u(x)+iv (z). ]

Beispiele 9.38.
® Gesucht ist die Ableitung der Funktion f(t) = e!. Wegen

e = cos (wt) + i sin (wt)
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folgt

cos (wt) + i sin (wt)’
—w sin (wt) + iw cos (wt) = iw (cos (wt) + i sin (wt))
iwt

(o)

we

Die komplexwertige Funktion e¢™* darf wie die reellwertige Exponential-

funktion differenziert werden, wenn 4 als konstanter Faktor angesehen wird.

@ Gesucht wird die Ableitung der Funktion f(z) = ze'®. Mit der Pro-
duktregel folgt

ffx)=e"+ize'™=(1+iz)e'™. |

Es gilt fiir die Integration einer komplexwertigen Funktion f(x) = u(x) +
iv(x), dass der Realteil und Imaginérteil integriert werden und anschlieBend
das Integral von f sich aus beiden Teilen zusammensetzt. Beim Integrie-
ren komplexwertiger Funktionen diirfen alle Integrationsregeln wie
bei reellwertigen Funktionen verwendet werden. Die Formel ergibt sich
analog zur Differenziationsformel.

Beispiele 9.39.

® Gesucht ist eine Stammfunktion von f (z) = e'*.

[f(x)dz = [(cosz+ising)dr= [coszdr+i [sinzdr
= sinz+i(—cosz)+C = —i(cosx +isinz)+C
= %e”‘—i—C.

@ Gesucht ist das unbestimmte Integral [z e'® da.
Mit partieller Integration (u =z, v’ = e!* —u/ =1, v = —ie'®) folgt

JzeTdr = —ize®+i [e'Tda
= —jzeT4et? 4.

Auch bei der Integration wird ¢ wie eine Konstante behandelt. O
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Anwendungsbeispiel 9.40 (RC-Wechselstrom-Kreis).

It R Gegeben ist ein RC-Wechselstromkreis. Der Spannungs-
— abfall am Kondensator ist
1
-~ c=x| ue) Ut)=5Q().
Dal(t) = %t(t) ist Q(t) = [ I(t) dt. Der Spannungs-
Abb. 9.6. RL-Kreis abfall bei C' lautet

1
Ult)=— [ I(t) dt.
0=z [10
Fiir einen komplexen Wechselstrom der Form
I(t) = Ie™t
folgt fiir U(0) = 0

N 1 . 1 1 .
U(t) = /IO e“"t dt = 5.[0 Ee“"t

c
1 . 1 -
=—Te'=—1(t).
iwC° € iwC ®)
Dies ist das komplexe Ohmsche Gesetz fiir den Kondensator, wenn als Wider-
stand
. Ut 1
fo= U ®) _
I(t) wC
gesetzt wird (vgl. Kap. 5.3.3). O

— MarLe-Worksheets zu Kapitel 9

Zahlenreihen mit MAPLE

Die harmonische Reihe mit MAPLE
Quotientenkriterium mit MAPLE

Potenzreihen mit MAPLE

Visualisierung der Konvergenz der Taylor-Reihen
MAPLE-Prozedur zur Berechnung der Taylor-Polynome
Scheinwerferregelung mit MAPLE

Visualisierung der Eulerschen Formel
Zusammenstellung der MAPLE-Befehle
MAPLE-Losungen zu den Aufgaben
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9.6 Aufgaben zu Funktionenreihen

9.1 Man untersuche die folgenden Zahlenreihen auf Konvergenz

a)zin b)) me™ C)ZSI;H 2 Tt
n=1 n=1 n=1 =
[e'e] 2n oS} 1 n—1 [ o] 32n oo 1n+1
e) Zl = f) Zln (5) g) Zl oo W Zl ( 52),L,1 B

9.2 Untersuchen Sie die Konvergenz der folgenden Reihen und berechnen Sie -falls
moglich- mit MAPLE ihren Wert.

=2k 43 =1 >
a) ) 4k b)_ﬁ Z;L

k=0 k=0

9.3 Man zeige die Divergenz der Reihe E oo_l w (—1)" und die Kon-
. %) 6n n=
vergenz der Reihe E et |

3n+1 ,217.«#1) (3n—2m)

9.4 Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Reihen

n+1 In b) Z ln(n) "

HM

c) Z 1+ %)"2:5" d) Z E;n)) vt

=1

3
Il
—_
3

9.5 Berechnen Sie den Konvergenzradius von

o no" oo 2" oo . [oe] . )
) G Pl a9 ne UDDIC
n=1 n=1 n=1 n=1

6)212:7 f)z;lnil

und diskutieren Sie den Konvergenzbereich K.

g)zn-f—ln Z

n=1

9.6 Bestimmen Sie den Konvergenzbereich der Potenzreihen

n 1'3 [3
Zne”wf 4) b) 51 (@—1)

oo

c) Z ((211))7 " d) Z n% (z-2)"

n=0 n=1

9.6
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9.7

9.8

9.9

9.10

9.12

9.13

9.14

9.15

9.16

9.17

9.18

9. Funktionenreihen

Zeigen Sie, dass die Taylor-Reihen von Sinus und Kosinus am Entwicklungs-
punkt zo = 0 gegeben sind durch

R N O O L T e (D" 5,
Slnl‘—;mm , COS(L'—nz::O .CL‘ .

Man bestimme den Konvergenzbereich der Potenzreihen.

Entwickeln Sie die Funktion

flx) =

am Entwicklungspunkt zo = 1 in eine Taylor-Reihe. Geben Sie den zugehorigen

1 2

= -= ,z>0,
T T

Konvergenzbereich an.

1
Man berechne die Taylor-Reihe der Funktion f (z) = an der Stelle
vi+z

2o = 0 und bestimme den Konvergenzbereich.

Berechnen Sie die Taylor-Reihen der Arkusfunktionen arcsin, arccos, arccot
und bestimmen Sie den Konvergenzbereich.

Man berechne die Taylor-Reihe der Areafunktionen arsinh, ar cosh, ar coth
und bestimme den Konvergenzbereich.

Entwickeln Sie f (z) = cosz an der Stelle o = % in eine Taylor-Reihe und

bestimmen Sie den Konvergenzbereich.

a) Erstellen Sie mit MAPLE eine Prozedur zur graphischen Darstellung der
Taylor-Polynome einer Funktion, indem Sie den taylor-Befehl verwenden.

b) Bestimmen Sie damit die Taylor-Reihe von y = |z| an der Stelle 2o = 0 bis
zur Ordnung 10.

c¢) Bestimmen Sie die Taylor-Reihe von y = sin x+% sin 4z an der Stelle o = 0.
Wie grofl muss die Ordnung gewéhlt werden, damit graphisch kein Unterschied
zwischen Funktion und Taylor-Reihe im Bereich [—7, 7] erkennbar ist?

Die Funktion f (z) = ze™* soll in der Umgebung des Nullpunktes durch ein
Polynom dritten Grades angenéhert werden. Man bestimme mit der Taylor-
schen Reihenentwicklung diese Funktion.

Man berechne den Funktionswert von f(z) = /1 —a an der Stelle x =
0.05 auf sechs Dezimalstellen genau, wenn als Auswertepolynom ein Taylor-
Reihenansatz mit Entwicklungspunkt xg = 0 gew#hlt wird.

Wie grof} ist der maximale Fehler im Intervall [0, %], wenn man die Funktion

sinx

fx) =

um den Punkt g = 2 bis zur Ordnung 2 entwickelt?

T

161

Berechnen Sie / dx bis auf 3 Stellen genau.

0o T
v

Lésen Sie das unbestimmte Integral F (z) = / T e dt, indem der Inte-

grand zunéchst in eine Taylor-Reihe am Entwickolungspunkt o = 0 entwickelt

und anschliefend gliedweise integriert wird.
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Differenzialrechnung bei Funktionen mit
mehreren Variablen
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10 Differenzialrechnung bei Funktionen
mit mehreren Variablen

Das Kapitel iiber die Funktionen von mehreren Variablen besteht aus vier Abschnit-
ten. In 10.1 werden die Funktionen mit mehreren Variablen eingefiihrt und die gra-
phische Darstellung von Funktionen mit zwei Variablen angegeben. Der Begriff der
Stetigkeit wird in 10.2 verallgemeinert. Der mathematisch wichtigste Abschnitt ist
10.3, der die Differenzialrechnung zur Charakterisierung und Beschreibung dieser
Funktionen behandelt. Die Konstruktion der Ableitung wird verallgemeinert und
neue Begriffe wie die partielle Ableitung, die totale Differenzierbarkeit, der Gradient
und die Richtungsableitung eingefithrt. Der Taylorsche Satz liefert den Ubergang zu
den Anwendungen in 10.4, bei denen die Diskussion der Fehlerrechnung, lokale Ex-
tremwertbestimmungen und die Ausgleichsrechnung im Vordergrund stehen.

Hinweis: Auf der CD-Rom befinden sich ein zusitzliche Abschnitte iiber Kettenre-

geln und Koordinatentransformationen.

10.1 Funktionen mit mehreren Variablen

In diesem Abschnitt werden Funktionen mit mehreren Variablen anhand physikalischer Pro-
blemstellungen eingefiihrt. Zentral dabei sind die unterschiedlichen Darstellungen von Funk-
tionen mit zwei Variablen.

Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich viele M APLE-Worksheets, die Funktionen mit zwei

Variablen dreidimensional visualisieren.

10.1.1 Einfiihrung und Beispiele
Eine Funktion f einer reellen Variablen = besteht aus dem Definitions- und
Zielbereich sowie der eindeutigen Funktionszuordnung:

f:D—=1R mit z—y=f[f(z).

Die Zuordnung erfolgt iiblicherweise mit Hilfe einer Vorschrift y = f (x); die
Funktionen konnen dann in der Regel als Schaubild (= Graph der Funktion)
dargestellt werden.

Beispiele 10.1 (Funktionen einer Variablen):

@ f:IR - IR mit f(z) =ax+b (Geradengleichung).
@ f:Rso — R mit f(z) =Inaz - cos (22 — 1).

® Potenzial in einem ebenen Plattenkondensator

$:[0,d —IR mit @(x):A‘I)g,

wenn d der Plattenabstand und A® = &, — ®&; die Potenzialdifferenz ist.o

10.1



390 10. Differenzialrechnung bei Funktionen mit mehreren Variablen

Viele in den Naturwissenschaften auftretenden Zusammenhénge sind aber kom-
plizierter und lassen sich nicht durch eine Funktion mit einer Variablen be-
schreiben. Die meisten physikalischen Gesetze stellen Beziehungen zwischen
mehreren unabhingigen Grofien dar.

Beispiele 10.2 (Funktionen mit zwei Variablen):

@ Fiir ein ideales Gas gilt die Zustandsgleichung

T
=R = .
p v

Der Druck p hdngt sowohl von der Temperatur 7" als auch von dem Gasvolumen
V ab. R ist die universelle Gaskonstante. Jedem Wertepaar (7', V') wird durch

diese Formel ein Druckwert p (T, V') zugeordnet:
T

Neben der Angabe der Zuordnungsvorschrift gehort noch die des Definitions-
bereichs. Physikalisch sinnvoll ist 7" > 0, V' > 0.

@ Die Wurfweite W beim schiefen Wurf
\%_\ bestimmt sich iiber die Beziehung

02
W =-"Lsin(20a) ,
)

Abb. 10.1. Wurfweite W

wenn v die Anfangsgeschwindigkeit, o der Wurfwinkel und ¢ die konstante
Erdbeschleunigung ist. Die Wurfweite hidngt also von vy und « ab; jedem
Zahlenpaar (vg, o) wird eindeutig eine Weite W (vg, a) zugeordnet:

1
(vo, @) — W (vg, @) = = v3 sin (2 )
g
mit v >0 und 0 < o < 90°.
@ Der Abstand d eines Punktes P (x, y)

vom Ursprung betrdgt in der Ebene nach
dem Satz von Pythagoras

. d=+z2+y%.

Abb. 10.2. Abstand d Jedem Punkt (x, y) wird genau ein Funk-
tionswert (der Abstand) d (x, y) zugeordnet

(@, y) = d(z, y) = Va? +y? . o
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Beispiele 10.3 (Funktionen mit mehr als zwei Variablen):
® Der Abstand d zweier Punkte Py (z1, y1, 21) und Ps (22, Y2, 22) betrigt
im dreidimensionalen Raum

—_
d= ‘P1 P2‘ = \/(331 —22)” + (11 — 12)° + (21 — 20)°

Der Abstand d ist eine Funktion der 6 Variablen = 22, y1, Y2, 21, 22:

(xla T2, Y1, Y2, 21, Z2) = d(xh' C) 22) = \/(:El - (L'Q)2 + ...+ (Zl - Z2)2'

® Fiir eine Reihenschaltung von n Ohmschen Widerstdnden Ry,..., R,
berechnet sich der Gesamtwiderstand iiber

R=Ri+Ro+...+ R, .

Der Gesamtwiderstand ist eine Funktion der n Einzelwiderstinde

(Rl,RQ,...,RH)HR(Rl,...,Rn):R1+R2+...+Rn. O
Definition: FEine reelle Funktion f von n reellen Variablen x1,..., x,
ist eine Abbildung, die jedem (x1,..., x,) € ID genau einen Wert in IR
zuordnet:

f:ID—>IR mit (x1,...,2,) = y=f(T1,..., Tpn) .

Der Definitionsbereich ID  ist dabei eine Menge von n -Tupeln
(z1,..., n) € IR™ reeller Zahlen, die in den Funktionsausdruck einge-
setzt werden.

Die ausfiihrliche Bezeichnung sowie die Angabe des Definitionsbereichs ist in
der Praxis recht schwerfillig, so dass man in den Anwendungen stattdessen
etwas nachléssig einfach von der Funktion f (z1,..., @) spricht.

Wir werden in diesem Abschnitt hauptsichlich Funktionen mit zwei Variablen
behandeln. Viele Eigenschaften von Funktionen mehrerer Variablen kénnen
hier bereits verdeutlicht werden. Funktionen von zwei Variablen haben den
Vorteil, dass sie sich graphisch darstellen lassen; Funktionen mit mehr als zwei
Variablen nicht mehr! Im Folgenden sei daher

z:f(x,y), (x,y)ElD

eine reellwertige Funktion der zwei Variablen x und y, die auf einem Gebiet
ID C IR? definiert ist.
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Beispiel 10.4. In Abb. 10.3 sind einige Beispiele fiir zweidimensionale Gebiete

angegeben.
y yA
@ al
c4
M ' > x

>
T el

®) X @ TX

Abb. 10.3. Beispiele fiir zweidimensionale Gebiete

\J

Fall (1) (nicht zusammenhéngendes Gebiet) ist fiir die Anwendungen weniger
wichtig; Fall (3) heiit zusammenhéngend; Félle (2) und (4) heiflen einfach
zusammenhédngend. O

© 10.1.2 Darstellung von Funktionen mit zwei Variablen
Zur Veranschaulichung von Funktionen mit zwei Variablen haben sich im We-
sentlichen drei Darstellungsarten bewéhrt:

(1) Der Graph. Unter dem Graphen von f versteht man die Menge der
Punkte (z, y, f (z, y)) fiir die (z, y) aus dem Definitionsbereich von f sind. In
der Regel ist ein Graph eine gekriimmte Flidche im dreidimensionalen Raum

Ip:={(z,y,2)€eR’: z=f(z,y) und (z,y) €D} .

z=f(x,y)

;

Definitionsbereich
X

Abb. 10.4. Der Graph einer zweidimensionalen Funktion
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Beispiel 10.5 (Mexikanischer Hut, mit MapPLE-Worksheet). Gegeben
ist die Funktion
sin ()

fr)=

r

Ersetzt man r = /22 + y2, erhiilt man eine Funktion von zwei Variablen z
und y:

sin (\/xz —|—y2>

Die Darstellung der Funktion in Form eines dreidimensionalen Graphen erhilt
man mit MAPLE zu

f(z,y) =

10710

Abb. 10.5. Mexikanischer Hut

(2) Hohenlinien. Eine Funktion f kann auch durch ihre Hohenlinien (Ni-
veaulinien) graphisch dargestellt werden. Die Héhenlinie von f zur Hohe c ist
die Menge der Punkte (z, y) € ID, welche die implizite Gleichung

fla,y)=c
erfiillen. Hohenlinien sind Schnitte des Graphen (z, y, f (z, y)) mit Ebenen

parallel zur (z, y)-Ebene mit Achsenabschnitt c.

Beispiel 10.6 (Mit MaprLE-Worksheet). Gegeben ist die Funktion
o, y) =2+

In Abb. 10.6 (links) ist der Graph der Funktion in Form einer dreidimensio-
nalen Darstellung gezeigt. Die Hohenlinien werden als Schnitte des Graphen
mit Ebenen parallel zur (z,y)-Ebene eingezeichnet. In Abb. 10.6 (rechts) sind
die Hohenlinien in die (z,y)-Ebene projiziert.
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_

y
| fix,y) = x*+y?
X
Ho6henlinien = Schnitte des Graphen Hohenlinien projiziert
mit Ebenen parallel zur (z,y)-Ebene in die (z,y)-Ebene

Abb. 10.6. Graph einer Funktion f(z,y) und H6henlinien

Zur graphischen Charakterisierung der Funktion wahlt man also mehrere Hohen
und zeichnet die markierten Niveaulinien in der (z, y)-Ebene. Anwendungs-
beispiele sind Kurven gleichen Luftdrucks auf der Wetterkarte (Isobare), die
Hohenlinien auf der Landkarte oder die Linien gleichen Potenzials (Aquipo—
tenziallinien) bei der Beschreibung elektrostatischer Felder. O

Anwendungsbeispiel 10.7 (Elektrostatisches Potenzial, mit MAPLE-
Worksheet).

Das elektrostatische Potenzial einer im Ursprung befindlichen elektrischen
Ladung ¢ ist im Abstand r bestimmt durch

®(r) = 47r150 % (%)

mit der Dielektrizitdtskonstante ¢g = 8.8 - 10712 %

y o) (1) Gesucht ist eine dreidimensionale Dar-
stellung des Potenzialverlaufs in der (z, y)-

Ebene sowie 20 Aquipotenziallinien fiir ei-

y ne Punktladung ¢ = e = 1.6 - 10719 C.
Um eine dreidimensionale Darstellung zu

» erhalten, setzt man r = \/z2 + 32 in die

A\ = . .
q X X' Potenzialformel (x) ein:
Abb. 10.7. Ladung im Ursprung 1 q

O (z,y) =

dmeo /22 + 2
Dann ist ® (z, y) eine Funktion der zwei Variablen z und y. Fiir (z, y) — (0, 0)

wichst das Potenzial iiber alle Grenzen hinweg; es wird singulédr. Damit der
funktionale Verlauf aus dem Graphen erkenntlich wird, schrankt man den dar-
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zustellenden Wertebereich ein.

el. Monopol

0.00170.001

Abb. 10.8. Elektrischer Monopol

Fiigt man zusétzlich Linien gleichen Potenzials in den Graphen ein, erhélt man
die folgende graphische Darstellung:

el. Monopol

0.00170.001

Abb. 10.9. Elektrischer Monopol mit Aquipotenziallinien

(2) Gesucht ist der Potenzialverlauf sowie die Hohen- y
liniendarstellung eines elektrischen Quadrupols, wenn ) ®

die Ladungen in den Ecken eines Quadrats mit Kan- >
tenldnge L angeordnet sind. ® ‘ o

Eine Ladung ¢, die bei ?0: (zo, yo) lokalisiert ist, in-  Abb. 10.10.
duziert am Ort 7= (z, y) ein Potenzial gemis Quadrupol
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Fiir das Potenzial mehrerer Punktladungen g1, ..., ¢, gilt das Superpositions-
prinzip

D(z,y) =P (x,y)+...+ Py (z,9) .

Folglich ist das Potenzial des elektrischen Quadrupols am Ort (z, y), wenn die
Ladungen sich bei (%, £), (4, —£), (=£, L), (—%, —£) befinden
1 _
®(z,y) = ! + 1

4r eg \/(x_%)er (- L) \/(x_%)2+ (y+%)°

+ +

Vet 2+ -5 Je+L) +y+L)

Die graphische Darstellung des Quadrupols erfolgt entweder in Form einer
dreidimensionalen Darstellung in Abb. 10.11

Abb. 10.11. Potenzialverlauf beim elektrischen Quadrupol

oder in Form von Aquipotenziallinien in Abb. 10.12.

q

Abb. 10.12. Aquipotenziallinien beim elektrischen Quadrupol
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(3) Schnittkurvendiagramme. Hoéhenlinien sind die Schnitte des Graphen
von z = f (z, y) mit Ebenen parallel zur (z, y)-Ebene. Wihlt man stattdessen
eine Ebene parallel zur (z, z)- oder (y, z)-Ebene, kommt man zu den sog.
Schnittkurvendiagrammen

z=f(x=c¢ y) Schnittebene parallel zu (y, z),
z = f(z, y=c) Schnittebene parallel zu (x, z).

Anwendung findet diese Darstellung in den Kennlinienbildern, wie das folgen-
de Beispiel verdeutlichen soll.

Anwendungsbeispiel 10.8 (Zustandsgleichung idealer Gase).

Gegeben ist die Zustandsgleichung fiir ideale Gase
T
=R —.
P="y

Hierbei ist p der Druck, T die Temperatur, V' das Volumen und R die universel-
le Gaskonstante. Indem man fiir die Temperatur T konstante Werte einsetzt,
Ty < Ty < T3 < Ty < T, erhilt man den Druck als Funktion des Gasvolumens
V. Man bezeichnet die Kurven gleicher Temperatur auch als Isotherme.

AP

Ao

Ny

1o
>

\%
Abb. 10.13. Darstellung des Drucks iiber Isotherme

p’ ) Auf der CD-Rom befindet sich die Prozedur Funktion2d. Diese Proze-

- dur stellt eine Funktion von zwei Variablen graphisch als Animation
unter unterschiedlichen Blickwinkeln dar. Zunéchst erfolgt die Darstellung als
dreidimensionales, farbiges Schaubild, anschliefend werden die Hohenlinien
eingeblendet und nur noch Grauschattierungen der Funktion dargestellt.
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10.2 Stetigkeit

Die Stetigkeit einer Funktion f (x) bedeutet unprézise gesprochen, dass der Graph von
f keine Spriinge aufweist. In diesem Sinne bezeichnet man auch eine Funktion mit zwei

Variablen als stetig.

Die Prézisierung des Stetigkeitsbegriffs im Punkte xzq ist, dass der linksseitige
und rechtsseitige Funktionsgrenzwert mit dem Funktionswert f (zq) iiberein-
stimmt. D.h. unabhéngig ob man sich von links oder von rechts an xy niahert, es
kommt immer der selbe Funktionswert f (z) heraus: Fiir jede Folge z,, —
konvergiert f (x,) — f (xo). Ubertragen auf Funktionen mit zwei Variablen
liefert dies die folgende Definition.

Definition: (Stetigkeit). Die Funktion f heifit im Punkte (z¢, yo) € ID
stetig, wenn fiir jede Folge von Punkten (z,, y,) € ID mit x, — xg und

Yn — Yo gilt
f (xnv yn) nlo)o f(xoa 3/0) .

C o f(xoYo)

Definitionsbereich

Abb. 10.14. Zur Stetigkeit einer Funktion

Bemerkungen:

(1) Statt f(zn, yn) —> f(x0, yo) schreibt man auch lim f(z,, yn) =
f (o, vo)-

(2) Im Folgenden schreiben wir fiir z,, — x und y,, — y kurz (x,,, y.) — (z, y).

(3) I\ Achtung: Fiir die Stetigkeit der Funktion f im Punkte (xg, yo) € ID
geniigt es nicht, dass fiir eine spezielle Folge von Punkten (z,, y,) —
(z0, yo) die Funktionsfolge f (z,, yn) konvergiert, sondern die Betonung
liegt auf jede Folge.

(4) Ist f stetig fiir alle Punkte des Definitionsbereichs, so heifit f stetig in ID.
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(5) Geometrische Interpretation: f ist im Punkte (zq, yo) stetig, wenn
fiir jede Folge aus dem Definitionsbereich, die gegen (zq, yo) konvergiert,
die Funktionsfolgen immer gegen den Wert f (zg, yo) streben (siehe Abb.
10.14).

Beispiele 10.9:
@ Stetig sind z.B. alle Polynome in mehreren Variablen
flz,y) = 2-azy+3a2y+527 —a?y’

9(9573/,2) = $3—6$Z—3y2+4x2y3z4-

® Folgende Funktionen sind fiir alle (z, y) € IR? stetig
23y - n (1+ zt 4 22 y2) , sin (xz + y4) , Va2 4y

® Auch rationale Funktionen, die als Quotient von Polynomen definiert sind,
stellen stetige Funktionen in allen Punkten dar, in denen das Nennerpolynom
nicht verschwindet:

3 —2 y3 +zy
22 )

Die Funktion F ist fiir alle Punkte aus IR? stetig, die nicht auf der Geraden
y = x oder y = —x liegen. G ist fiir alle (z, y, 2) € IR® mit Ausnahme des
Nullpunktes stetig.

C 2zyt 44yt

F(z,y) = G(T/,%Z)*m

T

® A\ Achtung: Die Funktion

2zy

f(z, y):m;

(z, y) # (0, 0)

ist auflerhalb (0, 0) stetig. f ist aber nicht in (0, 0) stetig fortsetzbar, denn
wihlen wir als Folge im Definitionsbereich (z,,, y,,) = (£, £) — (0, 0) gilt fiir

die Funktionsfolge

291la 2a
f(xnayn>: #122 = 1+a2 "

n?2

Der Funktionsgrenzwert im Punkte (0, 0) ist abhiingig von der gewihlten
Folge (zn, yn) — (0, 0). Somit ist f dort nicht stetig fortsetzbar. O

Bemerkung: Die Stetigkeit einer Funktion f von zwei Variablen in einem
festen Punkt (zg, yo) bedeutet anschaulich gesprochen, dass der Funktionswert
f (z, y) beliebig nahe beim Funktionswert f (zg, yo) liegt, wenn nur der Punkt
(z, y) geniigend nahe beim Punkt (z, yo) liegt. Diese anschauliche Vorstellung
ldsst sich durch die folgende Definition prézisieren:
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d-e-Stetigkeit einer Funktion: Die Funktion f ist im Punkte (zg, yo) € ID
stetig, wenn es zu jeder (beliebig kleinen) Zahl € > 0 eine Zahl § > 0 gibt mit

der Eigenschaft:| |f (z, y) — f (20, yo)| < &

|z — xo| < 6 und [y — yo| < 0.

10.3 Differenzialrechnung

fiir alle Punkte (z, y) € ID fiir die

Der wichtigste Begriff bei der Differenzialrechnung von Funktionen in mehreren Variablen
ist die partielle Ableitung. Rechentechnisch bendtigt man die partielle Ableitung bei allen

weiteren Begriffsbildungen wie z.B. der totalen Differenzierbarkeit, beim Gradient und der

Richtungsableitung oder dem Taylorschen Satz.

Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich ein zusitzlicher Abschnitt iiber Kettenregeln beim

Differenzieren von Funktionen mit mehreren Variablen. Viele M APLE-Prozeduren verdeut-

lichen die Begriffsbildungen in diesem Abschnitt.

10.3.1 Partielle Ableitung

Bei Funktionen einer Variablen spielt der Ableitungsbegriff eine zentrale Rolle:
Die Ableitung der Funktion f im Punkte z( ist definiert als der Grenzwert

f/ (.Io) = lim

[ (w0 + Az) — f (z0) .

Axz—0

Ax

Aus geometrischer Sicht ist die Ableitung der Funktion f in x( gleich der

Steigung der Kurventangente.

A
y=f(x) f

Tangente
in X,

X

Abb. 10.15. Ableitung = Steigung der Tangente in zg

Dieser Ableitungsbegriff wird auf Funktionen von zwei Variablen f (x, y) er-

weitert. Wenn wir eine Variable festhalten (z.B. y = yo), dann ist
z=f(z,y=1o)

eine Funktion in der Variablen z. Ist diese Funktion im Punkte zq differen-

zierbar, so nennen wir ihre Ableitung die partielle Ableitung nach x. Analog

wird die partielle Ableitung von f nach y definiert.
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Definition: (Partielle Ableitung). Eine Funktion f heifit im Punkt
(0, yo) € ID partiell nach z differenzierbar, wenn der Grenzwert
of . f(mo+ Az, yo) — f (zo; Yo)

3 (T0 %0) = lim Ax

existiert. Man bezeichnet ihn als die partielle Ableitung von f nach
x im Punkte (xo, yo)-

Entsprechend heifit

of . f(=o, yo + Ay) — f (20, yo)
a_y (1’0, yO) _AI;/IEO Ay

die partielle Ableitung von f nach y im Punkte (xo, yo), wenn dieser
Grenzwert existiert.

Etwas lax formuliert ldsst sich die Definition so zusammenfassen: Die par-
tiellen Ableitungen sind nichts anderes als die gew6hnlichen Ablei-
tungen, bei denen alle Variablen bis auf eine festgehalten werden.
Die wichtige Konsequenz hiervon ist, dass sich alle Differenziationsregeln von
Funktionen einer Variablen auf die partielle Differenziation iibertragen.

Bemerkungen:

(1) Man beachte, dass die partiellen Ableitungen im Gegensatz zu den gewohn-
lichen Ableitungen nicht durch Striche (oder Punkte im Falle der zeitlichen
Ableitung) gekennzeichnet werden, sondern durch Indizierung mit der Dif-
ferenziationsvariablen. Allgemein iibliche Bezeichnungen sind

fey), W, e, 0.0 @),

bzw. kurz

of
oz’
Um anzudeuten, dass keine gewthnlichen Ableitungen vorliegen, wird also
auch % durch % ersetzt. Analoge Bezeichnungen gelten fiir die partiellen
Ableitungen nach y.

0
fm7 %f7 awf

(2) In Anlehnung an die gewthnliche Ableitung f” bezeichnet man f, und f,
als partielle Ableitungen 1. Ordnung.

(3) Alternative Schreibweisen fiir die partiellen Differenzialquotienten sind

? (zo, 10) lim I (2, yo) — f (20, yo)

xr T—xg r — X

_ f (xo +h, yo) — f (w0, yo)
1m
h—0 h
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und 9 _
875 (.130, y()) _ yll)nz}o f (3"07 y; — 50('1:07 yo)
— fm f (o, yo +h) — f (20, yo)
h—0 h ’

Im Folgenden geben wir einfache Beispiele zur Berechnung der partiellen Ab-
leitung an. Man beachte, dass hierbei insbesondere die Kettenregel zur An-
wendung kommt.

Beispiele 10.10 (Partielle Ableitung):
© flz,y) =2y’ +a+y*

af of

et — YN 7 — 22.3,2 )
5 (& Y¥) =22y + 1 ay(ﬂc,y) z*-3y° +2y
@ f(x,y):sin(xz—y):
of — cos(a? . 9f — cos(2? — ) (—
D (z, y) =cos(z* —y) - 2x; By (z, y) = cos(z* —y) (-1) .
® f(x,y)zln(2x+4i):
of 1 of 1 5
el - - 9. et - - . 1
oz (& Y) 24l gy &Y 2ot 4l =Dy
@ U=R-I:
oUu ou
721' —_— .
OR ' oI R
® W= év% sin (2a):
ow . _ ow |
3700_52005m(2a)7 B =9 cos (2a) - 2 .
T
ow_ T o R ]
ov vz’ or v’

Bemerkung: Beispiel 10.10 ® zeigt die physikalisch-chemische Bedeutung
der partiellen Ableitung: Der Druck p eines idealen Gases ist proportional
zum Quotienten % Somit ist p eine Funktion der beiden Variablen 7" und
V. g—"; bedeutet dann die Anderung des Druckes als Funktion des Volumens,
wenn die Temperatur konstant gehalten wird. In der Chemie wird dies oftmals

durch ( g—"}) symbolisiert. % bedeutet entsprechend die Anderung des

T=const
Druckes bei Anderung der Temperatur aber konstantem Volumen. O
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Geometrische Interpretation: Die anschauliche Bedeutung der partiellen
Ableitungen erldutern wir mit Hilfe von Abb. 10.16 und Abb. 10.17.

Z

Tangente parallel zur
x-Achse mit Steigung
Of/ X (Xg,Yo)

Steigung 3f/ 3X (X,,Y,)

™ /

(Xo:Yo)

A /

Abb. 10.16. Partielle Ableitung in z-Richtung

Die partielle Ableitung % f (zo, yo) von f nach x im Punkte (xg, yo) gibt die
Steigung der Tangente im Punkte (zg, yo) parallel zur z-Achse an. Entspre-
chend gibt partielle Ableitung a% f (zo, yo) von f nach y im Punkte (zq, yo)
die Steigung der Tangente im Punkte (z¢, yo) parallel zur y-Achse an.

z
\Z

Steigung 3f/dy (X,,Y,)

/
y

l
|
| y 7 g
|

7 Tangente parallel zur
,/ (%0,Yo) y-Achse mit Steigung
of/ 3y (Xo,Yo)

Abb. 10.17. Partielle Ableitung in y-Richtung

(® Partielles Differenzieren von Funktionen mit mehreren Variablen

Ist f eine Funktion der Variablen (x1,..., x,), so ist die partielle Ableitung
von f nach der Variablen z; in einem Punkt (x?, ce x?l) definiert als der
Grenzwert
af (mo a:o) —lim f(x?,..., x?-l—h,..., x%) —f(x(f,..., x?,..., x%)
8£Ui ber sn h—0 h ’
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falls dieser existiert. Man nennt ihn die partielle Ableitung von f nach x;

im Punkte (gc(f, ce x%) und bezeichnet ihn mit
of 0
> Oz f -
or, ' om0 Im o f

Beispiel 10.11 (Mit MarLE-Worksheet). Gesucht sind alle partiellen Ab-
leitungen 1. Ordnung der Funktion

Fla oy 2)=2-e" T +/1+a2 424,

Mit der Kettenregel berechnet man

T

V1422424

folz,y, 2) = 9z ze® +Y’ +

fy(z,y, 2) = 2y2612+y2

3

o x2+y2 2z

(T, y,z)=c¢ + .

fo (@, y, 2) Tt

Wir bestimmen noch die partiellen Ableitungen an der Stelle (xq, yo, 20) =
(1, 2, 0) durch Einsetzen des Punktes in die obigen Formeln

Fo(1,2,0)=2v2 £,(1,2,0)=0; f.(1,2,0)=¢". o

(® Ableitungen héherer Ordnung
Sind die partiellen Ableitungen f, (z, y) und f, (z, y) ihrerseits wieder parti-

ell differenzierbar, so bezeichnet man ihre partiellen Ableitungen % fo (2, 9),
8% fo (z, y) und 8@ fy (2, y), 8% fy (z, y) als partielle Ableitungen zweiter Ord-

xr
nung von f. Die Schreibweise fiir die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung

lauten
2
foz == 275 = % (gi) zweite partielle Ableitung nach x.
2
fyy == % = aﬁ (gf) zweite partielle Ableitung nach y.
Y Y Y
2
fay (‘38 (’j = (‘32 (gf> zweite partielle Ableitung nach x und y.
yor Y €z

> zweite partielle Ableitung nach y und z.
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Deren Ableitungen wiederum, sofern sie existieren, sind die dritten partiellen
Ableitungen von f:

frzza fzmya fatymv fyzma fmyya fyzy’ fyyma fyyy .

Bemerkungen:

(1)

Die Reihenfolge, in der die Differenziation durchgefiihrt werden muss, ist
von innen nach auBen (von links nach rechts): Die Ableitung f,, wird ge-
bildet, indem von der Funktion (f,) die partielle Ableitung nach y gebildet
wird:

Man bezeichnet eine Ableitung als gemischte Ableitung, wenn nicht nur
nach einer Variablen differenziert wird.

Die Ordnung der partiellen Ableitung entspricht der Gesamtzahl der zu
bildenden Ableitungen, d.h. der Gesamtzahl der Indizes:

faeyze  ist z.B. eine Ableitung 4. Ordnung.

Beispiel 10.12. Fiir die Funktion

[l y)=2"y+y

sind die partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 3 gegeben durch

fx = 3552% fy = £U3+1;
facz = 6xy, fxy = 322 = fyxa fyy = 0
fzza: = 611/7 f:nzy = 6x:fmym:fyxa:1

Joyy = 0= fyay = fyya, foyy = 0. O

In diesem Beispiel kommt es nicht auf die Reihenfolge der Ableitungen an,
foy = fyz > fray = foye = fyzz usw. Diese Eigenschaft bestétigt sich fiir prak-
tisch alle in den Anwendungen vorkommenden Funktionen. Es gilt die folgende
wichtige Aussage
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Verallgemeinerung: Sind fiir eine Funktion f alle partiellen Ableitungen bis
zur Ordnung k (> 2) stetig, dann kommt es bei allen partiellen Ableitungen
bis zur Ordnung £ nicht auf die Reihenfolge der zu bildenden Ableitungen an.
Analog zu den hoheren partiellen Ableitungen fiir Funktionen von zwei Varia-
blen bildet man sie fiir Funktionen mit mehr als zwei Variablen. Auch hier ist
der Satz von Schwarz giiltig.

Beispiel 10.13. Von der Funktion
[z, y, 2) =Y cos(52)

sind alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2 gesucht:

Ableitungen erster Ordnung:
fo=¢""Y cos(5z)
fy=—e""Ycos(5z2)
fr=—be""Ysin(5z).
Ableitungen zweiter Ordnung (beziiglich einer Variablen):
foe =€"7Y cos (52)
fyy = €°7Y cos (52)
foz = —25€"7Y cos (52);
Ableitungen zweiter Ordnung (gemischt):
foy = —€"7Y cos(52) = fya
foz=—5e""Ysin(52) = f.u

fy> =57V sin(52) = f.y. ]



10.3 Differenzialrechnung 407

Beispiele 10.14:

D ¢ (z,y) = Va> +y*
99 _ T . Op _ Yy .
or /x2+y27 Oy /x2+y27
24 2 _ @

82 o B veety—x x2+y2_x2+y2—m2_ Y2
ox2 2 + 92 N ($2+y2)% N (x2+y2)%7
0% ¢ B x?

= —.
0y? (22 + 12)*

Fiir die Summe der zweiten Ableitungen ¢z, + ¢y, gilt weiterhin:
2, .2
e +y 1 1
Prx T Pyy = 3 = T = .
(22 +92)2 (22 + y2)2 o(z,y)

@ 7r(z,y,2) = Vo2 +y?+ 2%

or x T or y or  z

or a2y y2t2 1 oy ' oz r
821“_7"*17%_7“2—:32' 82r_r2—y2' 827"_7“2—22
ox2 r2 37 oy2 3 922 3

Fiir die Summe der zweiten Ableitungen 7, 4 ryy, + 7. gilt weiterhin:

3r° — (2 +y* +2°) 277 2

Tzz + Tyy + 1. =

r3 73 r
11
@f(x7y72)_7‘ \/m
ai . T T %_;y. 87f__z
or (:z:2+y2+z2)%_7"3’ dy 3 9z
0% f B 7”3—.%‘%2{177 r? — 322
or2 70 ro
@f _ o3 A R Ex
oy: 75 7 922 e

Fiir die Summe der zweiten Ableitungen fy; + fyy + f.- gilt weiterhin:

3r2 =3 (22 +y* + 2?)
5

fxa:+fyy+fzz:_ =0. O
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10.3.2 Totale Differenzierbarkeit

Waéhrend differenzierbare Funktionen einer Variablen immer stetige Funktio-
nen sind, kann man dies i.A. von partiell differenzierbaren Funktionen nicht
behaupten.

Beispiel 10.15. Fiir die Funktion

2xy
f(xv y):mv ((E, y)#(ov 0)
berechnen sich die partiellen Ableitungen mit der Quotientenregel
2y (y? — 22 2z (22 — 92
fo (2, y) = % und  fy (2, y) = %
(2 +9?) (% +y?)

Im Punkte (x, y) = (0, 0) existiert sowohl die partielle Ableitung von f nach
x, als auch nach y: f5 (0, 0) = f, (0, 0) = 0, obwohl die Funktion nach Beispiel
10.9 @ dort nicht stetig ist! O

Daher fithrt man den Begriff der totalen Differenzierbarkeit ein, der vom Be-
griff der partiellen Differenzierbarkeit zu unterscheiden ist. Man nennt eine
Funktion f von zwei Variablen im Punkte (xq, yo) total differenzierbar, wenn
sie nahe dieses Punktes durch eine Ebene angenéhert werden kann:

Definition: (Totale Differenzierbarkeit). Die Funktion f heifit im
Punkte (z9, yo) € ID total differenzierbar, wenn es Zahlen A, B € IR
und Funktionen &1 (z, y), €2 (z, y) gibt, so dass fiir alle (z, y) nahe bei
(0, Yo) gilt

fxoy) = f(zo, %)+ A-(z— 20)+B- (y—1yo)
(*)
+e1 (2, y) (xr —x0) + 2 (2, y) (¥ — Yo)s

wenn die Funktionen €1 und 5 gegen Null gehen fiir (x, y) — (xo, Yo):

€1 (.’E, y) — 0 fiir (x, y) i (IE(), yO)
€2 (.’ﬂ, y) — 0 fiir (.’ﬂ, y) i (180, yO)

Gleichung (x) besagt, dass in der Ndhe des Punktes (z, yo) die Funktionswerte
f (x, y) ndherungsweise durch die lineare Funktion

z (2, y) = f (w0, yo) + A (x — x0) + B (y — %)

beschrieben werden. Der Graph von z stellt eine Ebene im IR? dar, die durch
den Punkt (zo, yo, f (%o, yo)) geht. Sie heifit die Tangentialebene von f in
(0, Yo), da sie sich in der Umgebung dieses Punktes an den Graphen der
Funktion f anschmiegt.
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(o)

X

Abb. 10.18. Funktion und Tangentialebene

Aus der totalen Differenzierbarkeit folgt sowohl die partielle Differenzierbar-
keit als auch die Stetigkeit von f:

Die Definition fiir die totale Differenzierbarkeit ist anschaulich zwar einpréagsam,
aber im konkreten Fall schwierig nachzupriifen. Man kann aber anhand der
partiellen Ableitungen entscheiden, ob eine Funktion f total differenzierbar
ist:
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Beispiel 10.16 (Tangentialebene, mit MAPLE-Worksheet). Gesucht ist
die Tangentialebene der Funktion

flz,y) = e~ (=) im Punkte (o0, Yo) = (0.15, 0.15) .
Die partiellen Ableitungen der Funktion

fo (o) = —2ae-(007)
Jy (z,y) = —2y67(752+y2)

sind stetig. Daher ist die Funktion total differenzierbar und die Tangentialebe-
ne ist gegeben durch

z = f(x0, Yo) + fz (0, Y0) (x — z0) + fy (zo, yo) (¥ — Yo)
= e a0 — e 00 (2 — 0.15) — Se 200 (y — 0.15) .

Wir stellen in Abb. 10.19 sowohl die Funktion als auch die Tangentialebene
graphisch dar:

2,2
Abb. 10.19. Funktion f (z, y) = e (@7+9%) mit Tangentialebene

Man erkennt, dass die Tangentialebene im Entwicklungspunkt (z¢, yo) den
Graphen der Funktion f beriihrt. O

10.3.3 Gradient und Richtungsableitung
In diesem Abschnitt gehen wir von einer Funktion f (x, y) mit zwei Variablen
z und y aus, die stetig partiell differenzierbar nach = als auch nach y ist.

Der Gradient

Bei Funktionen einer Variablen gibt die Ableitung der Funktion im Punkte
xo die Steigung (= Steilheit) der Funktion an. An Stellen grofier Ableitung
dndert sich die Funktion stark, an Stellen geringer Ableitung &ndert sie sich
schwach. Bei Funktionen zweier Variablen berticksichtigt man als Maf sowohl
die partielle Ableitung in z-Richtung als auch in y-Richtung. Um eine Funk-
tion f beziiglich ihrer Steigung in einem Punkt (zo, yo) zu charakterisieren,
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of
o (z0, o)
fithrt man den Vektor grad f(xo, yo) := ein, dessen Kom-
of
ou (20, o)
ponenten aus der partiellen Ableitung nach z und y bestehen. Er beschreibt

die Neigung der Tangentialebene im Punkte (zo, yo)! Da dieser Vektor den
Grad der Steigung der Funktion angibt, nennt man ihn den Gradienten.

Definition: (Gradient)

Der Vektor of

91 (%0, yo)
grad f (2o, yo) :=
Y (0, 10)
By Zo, Yo

heift der Gradient von f an der Stelle (zo, yo)-

Fiir den Gradienten wird oft der sog. Nabla-Operator V verwendet:

V= ((%) = grad szfz(?fjj) )
Y

Beispiele 10.17 (Mit MapLE-Worksheet):
(1) Gesucht ist der Gradient der Funktion

af z

oz z?+y?+1
f=vVar2+y2+1: grad f = =

of Yy

dy 22 442 + 1

Stellt man dieses Ergebnis in Form einer Vektorgraphik dar, erhélt man die
zweidimensionale Darstellung:

NANKNKNANAA 21 VAV AV e
NN e el
NNN Ve alal
NN Palad
T~ e
-~ Y —
- —v
\ rt 7
2 SR /] RN 2
VNS EURN
- A S
— ~~
‘;.‘;/ \:;‘ Abb. 10.20. Zweidimensionale Darstel-
-;-;55? Ve, 5l NEN t: ::Et:: lung des Gradienten einer Funktion

f(z,y)
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(2) Gesucht ist der Gradient der Funktion

of r

% /$2+y2+z2+1

af Y
_ 2 2 2 . _ | 9| _
f=vVz2+y?+22+1: grad f 3y /—x2+y2+22+1

of z
0z Vo2t yr 422 +1
Stellt man dieses Ergebnis in Form einer Vektorgraphik dar, erhélt man die
dreidimensionale Darstellung:

/e
/o
Vpp ez

Y AP IR D>

\

Abb. 10.21. Dreidimensionale Dar-
stellung des Gradienten einer Funk-
tion f($, Y, Z)

Anwendungsbeispiel 10.18 (Elektrisches Feld einer Punktladung).

Gegeben ist eine Punktladung ¢ an der Stelle ¥y = (g, Yo, 20). Gesucht ist
das Potenzial ®(7) und das elektrische Feld E (7) in einem beliebigen Punkt
des Raumes 7 = (z, y, ). Das durch die Punktladung induzierte Potenzial ist

1 q 1 q
q>(f§z47r6 |F—F|:47r5 2 2 2
0 I7=To 0 (@ —20)® + (y = y0)* + (= — =)

und das zugehorige elektrische Feld ist definiert durch

E(F) = —grad @ (7) = — | 9, ®(x.y, )
az (P(:r’ y? Z)

Um Missverstdndnisse mit den partiellen Ableitungen von E auszuschlieflen,
wird im Folgenden die x-Komponente des elektrischen Feldes statt E, mit Fq,
die y-Komponente statt F, mit F, und die z-Komponente statt E, mit Es3
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bezeichnet:

El (Iv Y, Z) = 78£q)(1'7 Y, Z)

SIS

= O (=)’ + (- w)* + (c—20)°)
1 q
= (z — x0)
47‘(’50 3
V@ =207+ (= 90)” + (2~ 20)°
1 q
= —— (z—=x
A e |77—7:'0|3 ( 0)
Analog berechnen sich
By (a9, 2) = 0, ® (2,9, 2) = — ——=— (y—w)
z, Y, =)= — z, Y, =)= W -3 W=y
2 v dmeg |7l 0
By(w,y,2) = 0.9 (0,,2) = o s (2 20)
T z) = — T z) = ——= (2 — %
3 » Ys z » Ys 47750 |’F—770‘3 0
r — X
= 1 q 1 q -
= E(F)=47T€ o -3 1Y~ Y% :Rﬁ(r_ro)-
0 |F— 7ol 2= 2 0 |7 — 7ol
Man nennt E (7) auch ein Vektorfeld. |

(® Die Richtungsableitung
In Abb. 10.22 sind fiir das Zwei-Elektroden-System eines elektrolytischen Trogs
Aquipotenziallinien schematisch gezeichnet.

|

|

T

|
NMANAANNNN

$=10V $=0 V

Abb. 10.22. Qualitativer Verlauf der Potenziallinien im elektrolytischen Trog

Der Gradient von ® steht senkrecht zu den Aquipotenziallinien; der
Betrag ist ein Maf fiir die Dichte der Potenziallinien: An Stellen mit hoher
Dichte (nahe der Kante) stellt sich ein hohes elektrisches Feld ein, an Stellen
mit geringer Dichte (rechte Elektrode) ein kleines Feld. Wird das elektrische
Feld z.B. auf der Elektrodenoberfliiche gesucht, so ist nicht die Ableitung von
® in Richtung x oder y gesucht, sondern die Ableitung von & in eine vorgege-
bene Richtung 7. Dies fiihrt auf den Begriff der Richtungsableitung:
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Gegeben ist eine Funktion f, gesucht ist die Anderung der Funktion in Rich-
tung 77, wenn 7 der Richtungs-Einheitsvektor ist. Zur Bestimmung der Rich-
tungsableitung projiziert man den Gradienten in Richtung des Vektors 7.

Nach Kapitel 2.2.2 gilt fiir die Projektion eines Vek-

| oL, 2

grad f | tors b in Richtung @ die Formel

| -

| —

- a-b

I _ —
> - bo = 54,
n |dl

wenn @ - b das Skalarprodukt und |@| der Betrag des
Vektors @ ist. Fiir den Fall, dass @ ein Einheitsvektor ist (d.h. |@| = 1), gilt fiir
den Betrag von b,

byl =b, =a-b.

Ubertragen auf unser Problem der Ableitung in Richtung 7 bedeutet dies:

Definition: (Richtungsableitung). Die Ableitung einer Funktion
f(z,y) mit zwei Variablen in Richtung des Einheitsvektors i =

(nl ) ist gegeben durch
N2

6f = _ ny 8Z f(xvy)
o~ ERd /= (m) (ayf(x,y)
=n1 0y f(xay) + ng 8y f(xay)
Sie heift Richtungsableitung von f und wird auch mit
0
677 f7 ? fv D5 f
n

bezeichnet.

Abb. 10.23. Richtungsableitung
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YA Achtung: Im Gegensatz zum Gradienten stellt die Richtungsableitung kei-
nen Vektor, sondern eine skalare Gréfle dar. Die partiellen Ableitungen nach
x und y sind Spezialfille der Richtungsableitung.

Spezialfille:
Fir 1 = ((1)) ist Oz f = % die partielle Ableitung nach x.
Fir n = ((1)) ist Oz f = g—i die partielle Ableitung nach y.

Die Richtungsableitung von f in Richtung 7 ist also die Projektion
des Gradienten grad f auf die Gerade mit Richtung 7. Folglich gilt:

Beispiele 10.19 (Richtungsableitung, mit MapPLE-Worksheet):

@ Gegeben ist die Funktion f (z, y) = v/ + y2. Gesucht ist die Ableitung
1

L)

Die partiellen Ableitungen von f nach z und y sind

- T - Y
P Tere e

Damit bestimmt sich die Richtungsableitung in Richtung 7 zu

. . - L
von f in Richtung 77 = 7

O _ i grad f= L <1) _t <x> _ 1 _z4y
on V2 \1) 22+ 42 \y V2 22
@ f(z,y) =x-y. Gesucht ist die Ableitung von f in Richtung @ = <;>
Die partiellen Ableitungen sind

fe=1y, fy:x-
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Der zum Vektor @ = (;) gehorende Normalenvektor ist
R 1 ( 1 )
a=— .

lal V5 \2

%350

Bemerkung: Die Richtungsableitung von f in Richtung des Einheitsvektors

|~

ﬁ:

S

2z+y) . mi

SERS

Sl

= (nl ) im Punkte (zg, yo) wird oftmals auch in der &dquivalenten Darstel-
n2

lung

of _y f(xo+hny, yo+ hng) — f(zo, yo)
—5 —1lm
on h—0 h

definiert. Dieser Grenzwert spiegelt die Ableitung entlang der Geraden

$0+hn1> <CCO> (m)
= +h
<y0+hn2 Yo na

wider. Diese Gerade ist in der Punkt-Richtungs-Darstellung durch den Punkt

<xo) und die Richtung 77 = <n1 ) festgelegt.
Yo n2

© 10.3.4 Der Taylorsche Satz
Eine wesentliche Eigenschaft von differenzierbaren Funktionen einer Variablen
besteht darin, dass sie in der Umgebung eines Punktes ndherungsweise durch
Polynome ersetzt werden konnen. Dies ist auch im mehrdimensionalen Fall
moglich. Wir werden den Taylorschen Satz nicht beweisen, stattdessen geben
wir eine Plausibilitéitsiiberlegung fiir die Taylorsche Formel fiir Funktionen mit
zwei Variablen an:

Fiir eine (m + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion f (z) gilt nach der Tay-
lorschen Formel aus Kapitel 9.3 am Entwicklungspunkt xy € ID

f(@) = f(x0) + (& —x0) f'(20) + 3 (& —x0)® ' (w0) + ...+

o (= a0)™ fO (20) + Ry ()

m!

wenn die Differenz zwischen dem Polynom und der Funktion durch das Rest-
glied

Ry (1) = kg £ (€) (2 — o)™
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mit einem nicht ndher bekannten Wert £, der zwischen x und zq liegt, bestimmt
ist. In modifizierter Schreibweise lautet die Entwicklung

1@ = St oot b (&) ] e
+ 5 (@ —x0)" (%)m sz+Rm(x)
= ;%[(x—xo) %]nfxo—i-Rm(x). ()

In dieser Formel ersetzen wir [(z — ) %]n durch die entsprechenden parti-

ellen Ableitungen geméf3

Nach der Binomischen Formel (Kapitel 1.2.5) ist

(a+b)" =Zn: (Z) a ko

k=0

so dass mit den Binomialkoeffizienten (:) = % folgt

(1) et (&) ot ()
() g () (5)

Polynom vom Grad n»

M=

[(m ~ %) %r R

=~
Il
<

|
M=

el
Il

partielle Ableitung
der Ordnung n

In die Taylorsche Formel (x) eingesetzt, folgt
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Bemerkungen:

(1) Wenn (z, y) hinreichend nahe bei (zg, yo) liegt, dann ist i.A. die Verbin-
dungsgerade zwischen diesen Punkten ebenfalls in ID enthalten.

(2) Die Formel

(=) gt =) 5| f

(zo0,Y0)

ist folgendermaflen zu interpretieren: Man multipliziere entsprechend der
Potenz n die Summe aus, wende alle Ableitungen auf f an, werte diese
Ableitungen an der Stelle (xg, yp) aus und multipliziere mit dem Poly-
nom (x — z0)" (y — yo)j , wenn ¢ die Ordnung der Ableitung a% und j die
Ordnung der Ableitung a% reprisentiert (i +j = n).

(3) Satz von Taylor fiir Funktionen mit k& Variablen: Analog zu der
Herleitung der Taylorschen Formel fiir eine Funktion mit zwei Variablen
erhélt man fiir eine Funktion f mit k& Variablen (x4, ..., ) die Formel

flz1, .y xp) :i % [(-’131 _xg(J)) aixl N (xk —x£0)> %]n

f|(m<0> z<o>>+Rm($1,---,$k)
1Ty
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mit dem Entwicklungspunkt (x:(LO), .. ,xl(co)) und dem Restglied R,,, das sich

analog zum Restglied einer Funktion mit zwei Variablen berechnet.

Zur Verdeutlichung der Taylorschen Formel fiir eine Funktion f(z,y) betrach-
ten wir die Spezialfille n =0, 1, 2:

® n = 0: Mittelwertsatz

1 ) o1"
Few = X4 g 5] s

= f(z0, yo) + Ro (z, v).

Dies ist der sog. Mittelwertsatz fiir Funktionen mehrerer Variablen.

® n = 1: Linearisierung

1 n
g”:cx get-w ol 5 4R

(z0,Y0)

f(x,y) = f (z0, vo) + (z — 20) fu (o, Y0) + (¥ — Yo) fy (%0, Yo) + 1 (7, y)

Diese Formel wird zur Linearisierung von Funktionen verwendet, indem
f (z, y) durch das Polynom auf der rechten Seite ersetzt wird.

(® n = 2: Quadratische Naherung

> 1 o 91"
nz%n,[x—l‘o %-l-(y—yo) ay} f(zo’y0)+R2(33,y)
= f(xo, Yo) + (& — x0) fz (zo, yo) + (¥ — vo) fy (z0, yo) +

1 0?2 g 0
51 [(x—xo) 82‘*‘2(%—150)@—3/0)%87/

+ R2 (.’IJ, y)

(z0,90)

2
+(y—yo)2 ;@/2} f

f(z,y) = f (20, yo) + (v — w0) fu (%0, Yo) + (¥ — ¥o) fy (zo, Yo)
3 (= 20)? fre (70, 90) +2 (2 = 20) (9= 90) Foy (20, 90)

+ (=0 fuy (0, 1)) + Rz (2, 9)
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r — X

Bemerkung: Fithren wir den Richtungsvektor 77 = <
Y—%

> ein und defi-

nieren die Hessesche Matrix

H:— <f:m ($0a Yo) fa:y (zo, y0)>
' fay (20, Yo) Ty (w0, o)

kann man die Formel fiir die quadratische N&herung schreiben in der Form

1 -t =
+=-n Hn+Ry(z,y) .

fx,y) = f(z0, y0) = n - grad f
(%,yo) 2

Beispiel 10.20 (Taylor-Polynom): Man berechne fiir die Funktion

f(z, y) =sin (2* 4+ 2y)
an der Stelle (xq, yo) = (07 %) das Taylor-Polynom bis zur Ordnung 2.

(1) Die partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2 lauten

f(z,y) =sin (2 + 2y) 0,7 =1
folz,y) = 2 cos (22 + 2y) f2(0,5) =0
fy (2, y) =2 cos (a2 + 2y) £y (0, ) =0

fow (x,y) = —42? sin (22 + 2y) + 2 cos (22 +2y)  fua (0, F) =0
Fyy (2, y) = —4 sin (a® + 2) Ty (0, 5) = —4
foy (z,y) = —4x sin (22 + 2y) fay (0, F) =0.

In die Formel fiir das Taylor-Polynom bis zur Ordnung 2 eingesetzt folgt

Fleg) =145 (7= 90) - (~4) + Rala,)

=1-2 (y—%)Q—&—Rg(x,y).

(2) Berechnung des Restgliedes Ry (z, y): Das Restglied lautet mit einem nicht
niher bekannten Punkt (€, n) auf der Verbindungsgeraden von (z, y) und

0, F)
Ry (JJ, y) = % {faca:m (ga 77) (.’L‘ - 130)3 + 3f:E€D1/ (fa 77) (J} - xO)Q (y - yO)

+3 fayy (6, 1) (@ —20) (¥ —y0)° + Fyyy (€, 1) (¥ —0)°

Zur Abschétzung von Ry (z, y) bestimmen wir die partiellen Ableitungen
3. Ordnung

Jaza (T, y) = =122 sin (x2 + 2y) — 823 cos (352 + 2y)

fowy (z, y) = —82% cos (2° +2y) — 4 sin (z° + 2y)
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Jayy (z, y) = =8 cos (xQ +2y)
fyyy (., y) = —8 cos (CL’2 + 2y) .

Sei ¢ € [0, 2] und € [%, y] beliebig. Wenn man von > 0 und y > %

49
ausgeht, dann gelten die Abschétzungen
|fozx (&, m)] < 126+48& < 12z+823
|foay (& )] < 882+4 < 8a?+4
| foyy (& m) < 8§ < 8
[fuw (&M < 8.

Daher erhalten wir eine obere Schranke fir Ry (z, y):

=Ry (z,y) < 4 {Ifm : )|x3+3|fmy(£, ml=*(y - §) .

{4a* (227 +3)+122% (y— F) (2 % +1)
+242 (y—5)"+8 (y— %)’}

(3) Zahlenbeispiel: (z, y) = (0.05, T + 0.05)

IN

f(0.05, § +0.05) 0.99475  (Exakter Wert)
fr(0.05, Z+0.05) = 0.995 (Taylor-Polynom)
Ry (0.05, £ +0.05) < 0.000455 (Abgeschitzter Fehler)o

£ ’ Auf der CD-Rom befindet sich die Prozedur taylor_ani. Diese Pro-
- zedur stellt eine Funktion von zwei Variablen zusammen mit ihrer
Taylor-Entwicklung mit wachsender Ordnung graphisch in einer dreidimensio-
nalen Animation dar.

Anwendung: Der Entwicklungspunkt (xg, yo) wird festgehalten und (z, y)
ist ein beliebiger Punkt in der Nihe von (xg, yo). Aus den Spezialfillen fiir
n =1 und n = 2 ergeben sich wichtige Ndherungsausdriicke.

(1) Linearisierung:

I (@, y) = f(xo0, yo) + (x — 20) fz (%0, Yo) + (¥ — yo) fy (o, vo)-

Die rechte Seite ist eine lineare Funktion in den Variablen z und y. Das
Schaubild dieser linearen Funktion stellt eine Ebene im dreidimensiona-
len Raum dar, die mit f den gemeinsamen Punkt (zq, yo, f (%0, yo)) hat
und den Graphen von f dort berithrt. Man nennt diese Ebene die sog.
Tangentialebene an den Graphen von f im Punkte (zg, yo) (— totale Dif-
ferenzierbarkeit 10.3.2).
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(2) Quadratische Niherung:

[z, y) = f (0, yo) + (. — 20) fu(xo, Yo) + (¥ — vo) fy (zo, Yo)

+3 (& — 20)° fuw (0, Y0) + (x — 20) (¥ — Y0) fay (0, Y0)

+3 (y— Y0)” Jyy (%0, Yo) -
Die rechte Seite ist eine quadratische Funktion in den Variablen x und y.
Im Allgemeinen ist die quadratische Ndherung fiir Funktionen besser als
die lineare Néherung: Der Graph von f wird nicht durch eine Ebene, son-

dern durch eine gekriimmte Fliche angendhert, die zusétzlich die gleiche
"Kriimmung” wie die Funktion im Punkte (xg, yo) besitzt.

Beispiel 10.21. Fiir die Funktion
fla,y)=wzcos(@+y)+@y—1°" e
lautet die lineare Néherung am Entwicklungspunkt (zo, yo) = (0, 0)
flr,y)=1+x—2y
und die quadratische

flz, y)~14+z—2y—x>+y>. O

Anwendungsbeispiel 10.22. Die Schwingungsdauer eines Pendels der Lénge
[ betragt
l
T=2m4|—
g
(9 = 9.81 %5). Gesucht ist ein linearer Ausdruck in g und I, der eine gute
Niherung fiir 7' darstellt, wenn [ nur wenig von 1 und ¢ nur wenig von 9.81
abweicht:

oT ™ oT l

T e

oT oT

T =~ T(lo, 9) + a (lo, go) - (I =1lo) + e (los 90) - (9 — 90)
~ 2006 + 10030 (I—1)  — 0.1022(g—981). o

Auf der CD-Rom sind mehrere MAPLE-Prozeduren enthalten, um die

Tangentialebene einer Funktion von zwei Variablen zu berechnen, die
Taylor-Reihe einer Funktion zusammen mit der Funktion dreidimensional dar-
zustellen, den Gradienten und die Richtungsableitung zu bestimmen zu visua-
lisieren.
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10.4 Anwendungen der Differenzialrechnung

Wir werden in diesem Abschnitt einige wichtige Anwendungen der Taylorschen Formel
behandeln: Das totale Differenzial als lineare Ndherung, die Fehlerrechnung, die Theorie
der Maxima und Minima bei Funktionen von zwei Variablen sowie die Bestimmung von
Ausgleichungsfunktionen insbesondere der Regressionsgeraden.

Hinweis: Alle Themen werden durch MAPLE-Prozeduren ergénzt, die sich zusatzlich auf
der CD-Rom befinden.

10.4.1 Das Differenzial als lineare Naherung

Wir untersuchen das Verhalten der Funktion z = f(z, y) in unmittelbarer
Umgebung des Punktes (g, yo), indem wir den Zuwachs der Tangentialebene
dz mit dem Zuwachs der Funktion Az vergleichen.

z
A

Funktion z=f(x,y)

" Az=Zuwachs
in der Funktion

>y

I dz=Zuwachs in der
Tangentialebene

Tangentialebene im
Punkt P(X,,Y0,Z,)

Abb. 10.24. Zum Begriff des vollstdndigen Differenzials

Die Tangentialebene der Funktion z = f (z, y) ist im Punkte (xg, yo) nach
Abschnitt 10.3.2 bestimmt durch

zt (2, y) = [ (z0, Yo) + (z — 20) fau (T, Yo) + (¥ — vo) fy (2o, vo) -
Im Punkte (xg + dz, yo + dy) hat die Tangentialebene den Wert
2z (o + dz, yo + dy) = f (z0, yo) + dz fz (2o, yo) + dy fy (zo, yo) -
Die Anderung der Tangentialebene dz ist daher
dz =z (xo + dz, yo + dy) — 2 (20, Yo) = dz fu (20, yo) + dy fy (2o, yo) -

Wir bezeichnen

dx, dy: unabhéngiges Differenzial
dz: abhiingiges Differenzial (= Anderung der Tangentialebene)

und definieren

10.4
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Definition: (Totales Differenzial einer Funktion mit zwei Varia-
blen). Das totale Differenzial einer Funktion z = f (x, y) im Punkte
(0, Yo) ist

dz = fm (xo7 y()) dx + fy (3307 yO) dy :

Es beschreibt die Anderung der Tangentialebene im Punkte (zo, Yo), wenn
man vom Punkt (zg, yo) zum Punkt (xo + dz, yo + dy) iibergeht. Statt
dz schreibt man auch df .

Beispiel 10.23. Gesucht ist das totale Differenzial der Funktion

f(z,y) =z In(z+y)

im Punkte (xq, yo) = (%7 %)

of 1
gz~ m@ty)te o df = (1 T Ve L a
G, 1 = (s oy ) e
dy z+y
1 1
= df (zo,y0) = 5dx+ idy. O

Wir vergleichen die Anderung der Tangentialebene dz mit der Anderung
der Funktion Az, indem wir fiir die Funktion z = f (z, y) linearisieren, d.h.
die Taylorsche Formel fiir n = 1 verwenden:

[z, y) = f (20, yo) = (. —20) fu (@0, yo) + (¥ — vo) [y (%o, yo) + Ra (z, y).
Die Anderung der Funktion Az von (g, yo) nach (zo + dz, yo + dy) ist

Nz = f(z,y)— f (20, yo) = [ (xo +dz, yo + dy) — f (z0, yo)
= dx fz (20, yo) +dy fy (o, Yo) + R1 (2o + dx, yo + dy)

= dz+ Ry (20 +dz, yo + dy).
Sie stimmt mit der Anderung der Tangentialebene dz

dz = dx fy (zo, yo) + dy fy (x0, Yo)

bis auf den Term R (zo + dx, yo + dy) iiberein. Fiir (dz, dy) — (0, 0) geht
Ry (zo + dx, yo + dy) — R1 (zo, yo) = 0, so dass fiir kleine dx, dy gilt

dz ~ Az. O
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(® Totales Differenzial von Funktionen mit n Variablen
Der Begriff des totalen Differenzials tibertrigt sich direkt auf Funktionen mit

mehr als zwei Variablen:

Definition: (Totales Differenzial einer Funktion mit n Variablen).
Unter dem totalen Differenzial einer Funktion

y:f(xla"'vxn)

versteht man den Differenzialausdruck

dy = [y dxi+ fz,dee+ ...+ fo, doy
of of of
—d —d oo —dz,.
0x1 o1t 0xo T2 o, *
Bemerkungen:

(1) Statt dy schreibt man auch df.

(2) Das totale Differenzial beschreibt ndherungsweise, wie sich der Funktions-
wert #ndert, wenn sich die Variablen geringfiigig um dz; (i=1,...,n)
andern: Ay ~ dy .

Beispiele 10.24.
@ Gesucht ist das totale Differenzial der Funktion

flz, y, 2) =xevtiz
im Punkte (xo, yo, 20) = (1, 0, 1):

0
OF vtz ygervtizy o (1,0,1) =t

or
g—;:ﬁex““ — f,(1,0,1) =¢*
%:4376323;-{-42 <_>fz(1a 07 1):484‘

Mit der Formel des totalen Differenzials
erhalten wir fiir df

df (z,y,2) = (ezy+4z+myezy+4z) de+ 22 eVt dy + 4z eVt dz

df(1,0,1) = e*dx + e* dy + 4 e dz.
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@ Ein ideales Gas geniigt fiir 1 Mol der Zustandsgleichung

T
V., T)=R- — .
p( ) ) V
Das totale Differenzial dieser Funktion lautet
dp dp T R
dp = —d —dTl' = —-R—d —dT .
P=av VT ar Rymdvty

Es beschreibt niherungsweise die Anderung des Gasdrucks p bei einer ge-
ringfiigigen Anderung des Volumens um dV und gleichzeitig der Tempera-
tur um d7T (vgl. Beispiel 10.10 ®). O

(® Linearisierung von Funktionen mit zwei Variablen
Fiir eine Funktion z = f (z, y) gilt fiir kleine dz und dy niherungsweise

dz ~ Nz,

d.h. fiir kleine dz und dy kann die Anderung der Funktion iiber die Anderung
der Tangentialebene (totales Differenzial) angenihert werden. Man nennt die-
ses Vorgehen die Linearisierung der Funktion z = f (z, y) und setzt

Nz = f(xv y) - f('r07 yO) ~ dz = fac (x07 yO) dx_"fy (3?0, yO) dy .

Uber die Beziehung dz = 2 — xo und dy = y — yo folgt insgesamt

f(x,y) = f(zo, yo) + fe (z0, Y0) (x — 20) + fy (zo, Yo) (¥ — %o)

(Linearisierung der Funktion z = f (z, y).)

Oftmals wird die Linearisierung benutzt, um Differenzen der Form
z (o + A, yo + Ay) — 2 (%o, Yo)

naherungsweise zu bestimmen:

0 0
2 (w0 + Az, yo + Dy) — 2 (T0, Yo) ~ o Ne + & Ay
Or dy
(z0,y0) (z0,y0)
0z 0z
z (2, y) — z (%o, Yo) ~ B (x —x0) + Y (Y —yo)- (2)
T (20, yo) Y l(zo, yo)

Mit einer verallgemeinerten Formel lassen sich Funktionen von n Variablen
linearisieren:
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Beispiele 10.25:
® Gesucht ist die Linearisierung der Funktion
Jla,y)=5xe "V

am Entwicklungspunkt (zo, yo) = (1, %)

Mit den partiellen Ableitungen
folw,y) =5em™4v 4 5per™4v" [ (1, ) =545=10

fy(z, y) = —40zyes—1v" — f, (1, 3)=-20
erhdlt man die lineare Approximation
=z (z,y)=5+10 (z—1)—20 (y—3).

@ Der Gesamtwiderstand R einer Parallelschaltung aus drei Ohmschen Wi-
derstdnden Ry, Ro und Rz wird durch die Formel

— 1 1 1 1

e _ = — _+_

R R Ry R
R,

ok

berechnet. Wir linearisieren die Funktion in einer Umgebung der Werte
Ry = 10092, Ry = 20092, R3 = 500€2. Dazu berechnen wir die partiellen
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Ableitungen von
R1 Ry R

R:
Ry R3+ Ry R34+ R Ry

mit der Quotientenregel

OR R R? OR R? R?

OR1  (RyRs+ RiRs+ RiRy)>" OR2 (R, Rs+ Ry Rs+ Ry Ry)”’

OR R? R?

OR3 (R2 R34+ Ry R3 + Ry R2>2,

und setzen den Entwicklungspunkt (RY, RY, R$) = (100, 200, 500) ein:

OR OR OR
=) =034 =) =o. —) =0.014.
(a&)o 0-3460, (a&)o 0.086, <6R3>0 00

Die Linearisierung lautet damit

OR OR
Ry =R (RY, Ry, RY) + (8&)0 (R — RY) + (a&)o (R> — RY)

OR o
+ <8R3)0 (Rs — RY)

Ry, = 58.8235 + 0.3460 (Ry — 100) + 0.086 (Rs — 200) + 0.014 (R3 — 500).

O

© 10.4.2 Fehlerrechnung
Eine Anwendung des totalen Differenzials tritt bei der Fehlerrechnung auf, die
iiberall dort eine Rolle spielt, wo mit ungenauen Messwerten gearbeitet wird:

Problemstellung: Eine physikalische Grofle y hinge nach einem bekannten
Gesetz von n unabhéngigen Gréflen x4, ..., x, ab:

y:f(xlw"axn) .

Zur Auswertung von y miissen die Werte von z1, ..., z, gemessen werden, was
nur mit begrenzter Genauigkeit moglich ist. Die gemessenen Werte bezeichnen
wir mit 29, ..., 29, die Messfehler (Toleranzen) mit Axy, ..., Az,. Es stellt
sich die Frage: Um wieviel weicht der aus den Messwerten mit Toleranzen er-
rechnete Wert f (29 + Azy,..., 2% + Az, ) maximal vom Wert f (z9,..., 29)
ab? Die Differenz

Af:f(m?—l—Aml,...,x?L—i—Axn)—f(x(l),...,x%)

heifit der absolute Fehler von f. Gesucht ist eine Abschitzung von A f, wenn
man weif3, wie grof3 die Betrige der Messfehler Ax; hochstens sind.
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Fiir kleine dz; = Axz; stimmt das totale Differenzial df in etwa mit der Ande-
rung der Funktion A f iiberein:

ANf ~df = (%) -d:cl—i—...—l—(a—f) ~dxy, .
0 0

1 amn

Diese Formel verwendet man, um den Einfluss kleiner Fehler auf das Resultat
zu berechnen. Da fiir die Messfehler in der Regel eine Toleranz + A x; ange-
geben wird, erhélt man fiir den Fehler in linearer Néherung eine Obergrenze
durch

Man bezeichnet f als absoluten Fehler in linearer Niherung. Dabei sind

die partiellen Ableitungen ( %)0 fiir die Messwerte (x({, ey x?L) auszuwerten

und |Az;| geben die maximalen Fehlerschranken dieser Messwerte an.

Oftmals sind auch die relativen Fehler von Interesse
f Az

fo z!

7

)

die in der Regel auch in Prozenten angegeben werden: 100 ‘—fé‘ - %.
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/N Achtung: Da man statt Af den Fehler in linearer Néherung |df| angibt,
ist diese Vorgehensweise nur fiir kleine Abweichungen Ax; sinnvoll. Fiir grofie
Fehlertoleranzen ist die Anderung der Funktion Af nicht mit der Anderung
der Tangentialebene vergleichbar!

Anwendungsbeispiel 10.26.

Die Spannung U an den Enden eines elektrischen Widerstandes hingt mit der
Stromstérke I eines ihn durchflieBenden Gleichstromes durch das Ohmsche
Gesetz zusammen

R I
—_|—— 31— U
—> R=—.
u 1
Ist U mit dU und I mit dI fehlerhaft gemessen, so hat man als Oberschranke
fiir den Fehler in R IR OR
AR~dR=—— -dU + — -dI
ou " a1
1 U _
<= —— dI| = R.
= |AR|_‘IdU‘+‘ IQdI’ R

Zahlenbeispiel: U = (110 £ 2) V, I = (20 £ 0.5) A ergibt

R=(35-2+15-05) Q=02375Q=R=(55+0.24) Q.

Der relative Fehler betriigt % = % =0.044 = 4.4 %. ]

Anwendungsbeispiel 10.27.

Ein Widerstand der Grofle Ry mit 10 % Toleranz wird mit einem 5 mal grofie-
ren, zweiten Widerstand von 2% Toleranz a) seriell b) parallel geschaltet.

Man bestimme fiir beide Félle den Gesamtwiderstand Rges sowie den relativen
Fehler.

a) R1 Rz Rges = Rl + RQ (: 6R0)
ORges _ | ORges _ |
OR,y ' OR, )
_ (OR, OR
_ es . A ges . A
w (), 1ot (), 1

=10% Ry + 10% Ry = 20 % Ry.

Damit ergibt sich der relative Fehler zu

R 20%R,

= ~33% .
Ryes 6 Ry %
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E— 1 1 1
o s
— Rges Rl RZ
R,
oo R] . R2 5 R(Q) 5
Ryes = = =2 Rp).
> Roes = 3R, C 6R, — 00
ORges R3 ORges R?
ORy (Rl + R2>2 7 ORy (Rl + R2)2
_ R3 R?
R= ———— |AR|[+ ———— |ARy|
(R1+ Ry) (R1+ Ry)
= 0% Ry + = 10%Ro = 20 % Ry = 72% R
36 0 T3 U0 T ge 0T e
. oo R qogp
Der relative Gesamtfehler betréigt hierbei B= ﬁo” = 8.66 %. O
6

Fehlerformel fiir Potenzgesetze
Viele funktionale Zusammenhénge in den Naturwissenschaften haben eine ein-
fache Beschreibung der Form

y = f(z1, 22) = axy’ - 25, (*)

Fiir solche Funktionen ist

U g I
81‘1 6 X9

Damit folgt fiir den maximalen relativen Fehler

011

dy = dre = avep a7t 22 dxy + acg 2t 2527 1d:r2.

Der maximale relative Fehler der Grofle y = a a7 - 25?2 setzt sich additiv aus
den relativen Fehlern der Einzelgrofien x; zusammen. Als Koeffizienten treten
die Betrdge der Exponenten auf.

Folgerung: Beim Rechnen mit Dezimalzahlen bedeutet die Angabe der Zahl
a = 1.23 in der Regel: Der genaue Wert von a weicht um hochstens eine
halbe Einheit der letzten angegebenen Stelle ab; liegt also zwischen 1.225 und
1.235. Man erkennt dabei, dass die Dezimalzahlen 123; 12.3; 1.23; ...; 1.23 -
10*  (k € Z) alle den gleichen relativen Fehler

0.005 - 10*

1 =~ 0.41
00% 1.23 - 10k 041%

besitzen. Der relative Fehler einer Dezimalzahl ist umso kleiner, je grofer die
Anzahl der geltenden Stellen ist. O
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10.4.3 Lokale Extrema bei Funktionen mit mehreren Variablen

Im Folgenden betrachten wir eine Funktion z = f (x, y) von zwei Variablen z
und y, deren partiellen Ableitungen bis zweiter Ordnung stetig sind. Wie bei
Funktionen einer Variablen suchen wir zur Charakterisierung der Funktion
nach solchen Punkten, in denen der Funktionswert von f am grofiten bzw.
kleinsten wird. Bei der Diskussion schrinken wir uns auf die lokalen Maxima
und Minima ein:

Definition: (Lokales Extremum). Eine Funktion z = f (x, y) besitzt
an der Stelle (xq, yo) € ID ein relatives Maximum, wenn in einer Um-
gebung des Punktes (g, yo) fiir alle (z, y) # (xo, yo) stets gilt

[ (w0, yo) > f(z, 9) .

Eine Funktion z = f (z, y) besitzt an der Stelle (zq, yo) € ID ein rela-
tives Minimum, wenn in einer Umgebung des Punktes (xo, yo) fiir alle

(z, y) # (w0, yo) stets gilt

f (w0, yo) < f(z,9) -

Die relativen Maxima und Minima fasst man unter den Begriff "relative Ex-
tremwerte” zusammen. Relative Extremwerte werden manchmal auch als lo-
kale Extremwerte bezeichnet, da die extreme Lage nur in unmittelbarer Um-
gebung von (xg, yo), nicht aber global zutreffen muss.

Beispiele 10.28 (Mit MaprLE-Worksheet).

® Zeichnet man (mit MAPLE) die Funktion
fla,y)=2"+y* +4

erkennt man, dass sie im Punkt (zo, yo) = (0, 0) ein lokales (sogar globales)
Minimum besitzt, siche Abb. 10.25.

4% A ——

e >
\T‘*m\101

y X

Abb. 10.25. Lokales Minimum der Funktion f(z, y) = 22 + 2 4 4 im Punkte (0, 0)

Neben der Funktion f ist die Tangentialebene im Punkte (0, 0) gezeichnet.
Man erkennt, dass sie parallel zur (z,y)-Ebene liegt.
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@ Die Funktion
£z, y) = e~ (@)

besitzt im Punkte (zo, yo) = (0, 0) ein lokales (sogar globales) Maximum,
wie man aus dem Graphen in Abb. 10.26 ablesen kann:

H
0.8
0.6
0.4

0.2

01
-2

y 0

25 1 0x - 2
Abb. 10.26. Lokales Maximum der Funktion f(z, y) = e (2%+v?)

Wieder liegt die Tangentialebene parallel zur (z,y)-Ebene. O

Fiir eine stetig differenzierbare Funktion f einer Variablen x besagt die not-
wendige Bedingung fiir ein lokales Extremum zy € ID, dass die Tangente im
Punkt (zo, f (z0)) parallel zur z-Achse verlduft: f' (xz¢) = 0. Hat eine Funktion
f von zwei Variablen in (zg, yo) ein lokales Extremum, dann ist die Tangen-
tialebene parallel zur (z, y)-Ebene. Die Tangentialebene z; von f lautet nach
Abschnitt 10.3.2

1 0,5) = £ (20, o) + 5 (a0, o) (@ = 20) + 51 (o, o) (0= 1)

Sie liegt parallel zur (z, y)-Ebene, wenn sowohl die partielle Ableitung nach x
als auch nach y im Punkt (zg, yo) verschwindet.
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Ist (20, yo) ein relatives Extremum, dann verschwindet also der Gradient von
fin (zo, yo):

grad f (xo, yo) = 0.

N\ Achtung: Dieser Satz ist nicht umkehrbar, wie das folgende Beispiel zeigt!:

Beispiel 10.29 (Mit MAPLE-Worksheet). Die Funktion

flae,y)=z-y

hat im Punkte (zo, yo) = (0, 0) eine waagrechte Tangentialebene:

of of

O ($,y)=y:>%(0,0):0
5 5 = grad f(0,0)=0.
(e == G (0,0)=0

Aber in einer Umgebung des Punktes (0, 0) existieren positive und negative
Funktionswerte, wie man dem Funktionsgraphen in Abb. 10.27 entnimmt:

— T
2.
O..
21
4%
2\\
x 0 2

2 1 0y -
Abb. 10.27. Funktion mit Sattelpunkt

Folglich hat f bei (0, 0) kein lokales Extremum. Man nennt diesen Punkt
einen Sattelpunkt. O

Definition: (Stationirer Punkt). Der Punkt (xg, yo) heifit stati-
ondrer Punkt von f, wenn

grad f (2o, yo) = 0.
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Relative Extrema sind demnach stationdre Punkte, aber nicht alle stationéren
Punkte sind nach Beispiel 10.29 relative Extrema. Ein stationdrer Punkt P
ist dadurch charakterisiert, dass die Tangentialebene von f in P parallel zur
(x, y)-Ebene verlduft.

Um zu entscheiden, ob in einem stationdren Punkt (xq, yo) ein lokales Extre-
mum vorliegt, entwickeln wir f nach dem Satz von Taylor in der Umgebung
von (zg, yo) bis zur Ordnung 2

f(x,y) = f (2o, Yo) + [z (0, Yo) (x — o) + fy (w0, yo) (¥ — vo)
+37 (fzx (0, Y0) (z — 20)” + 2 fuy (0, Y0) (x — z0) (¥ — Y0)

+Fuu @0, 0) (v = 90)° ) + Rz (2, )

Da f5 (zo, yo) = fy (x0, yo) = 0, entfallen die Ableitungen erster Ordnung; fiir
die Ableitungen zweiter Ordnung schreiben wir

2
£ (@ y) = F (20, 90) + 3 fuu (@0, 30) {(w—wo) n m (y—yo>}

% 1 O) {fx:c (l'Oa yo) fyy («'UO, yo) — fgy (:E07 yO)} (y _ y0)2+R2 (93, y) .

fwz (3707 Y

Aus dieser Darstellung der Funktion kann man ablesen:
1) Ist fww <x07 fl/o) >0 und fmv (J;Oa yO) fUU (1‘07 yO) - fzzy ('/EOa yO) >0
= f(xa y) > f(x()a yO) +R2 (.’E, y) .

D.h. in einer Umgebung von (zg,y¢) sind die Funktionswerte gréfer als
f(zo,yo0). Es liegt also in (x,yo) ein lokales Minimum vor.

11) Ist fmx (1'0, yO) < 0 und fxx (IOa yO) fyy (I07y0) - f;c2y (‘IOa yo) >0
= f(.’I/', y) < f(x07 yo) +R2 (xa y) .

D.h. in einer Umgebung von (zg, y¢) sind die Funktionswerte kleiner als
f(zo,y0). Es liegt also in (zg, yo) ein lokales Maximum vor.

Folglich entscheidet der Ausdruck

fz:ﬂ (-TO) yO) fyy (.'170, yO) - f:%y (.’L’(), yO) > 07

ob in einem stationédren Punkt ein Extremum vorliegt:
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Bemerkungen:

(1) Wie bei Funktionen einer Variablen wird die zweite Ableitung herangezo-
gen, um zu entscheiden, ob ein lokales Extremum vorliegt oder nicht.

(2) Definiert man die sog. Hessesche Matrix

Hess f := (;m ?y) ,
vz Jyy

entscheidet die Determinante der Hesseschen Matrix im Punkte (zq, yo),
ob ein Extremum vorliegt. Es gilt:

det(Hess f) < 0 kein Extremwert, sondern Sattelpunkt.
det(Hess f) =0 keine Entscheidung moglich, ob an

der Stelle (zg, yo) ein Extremum vorliegt.
det(Hess f) > 0 ein lokales Extremum liegt vor.

—~
w
=

Auf der CD-Rom befindet sich ein Abschnitt, in dem die lokalen Extre-
ma von Funktionen mit mehr als zwei Variablen bestimmt werden. Man
bestimmt dann die Extremwerte, indem man den Gradienten gleich Null
setzt und die stationdren Punkte in die entsprechende Hessesche Matrix
einsetzt.

Beispiel 10.30. Die Funktion
fla,y) =2 +y*+c

hat im Punkte (zg, yo) = (0, 0) ein lokales Minimum:
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(i) Aus grad f = 0 folgen die stationdren Punkte:

fi(x,y):2mé0:>x20

| } = (z,y) = (0, 0) ist stationdrer Punkt.
fy(e,9) =2y=0=y=0

(ii) Einsetzen des stationiiren Punktes in die A-Formel:

fyy 07()):2 jA:fxx(OaO)'fyy(an)_ 3y(070):4>0'
070)20

Wegen f, (0, 0) > 0 liegt ein relatives Minimum vor. O

Beispiel 10.31. Gesucht sind die lokalen Extrema der Funktion
2
flay) = (@ +y°)" =2 (a9 .
(i) Aus grad f = 0 folgen die stationéiren Punkte:

folw,y) =4z (2 +9?) —dz L0
fy (2, y) = 4y (22 +97) +4y = 0.

Dies ist ein gekoppeltes System nichtlinearer Gleichungen fiir die Unbe-
kannten x und y. Durch Ausklammern folgt

dz (2®+y*—1) =0 (1)
4y (2 +y*+1) =0. (2)

Aus Gleichung (1) folgt z = 0 oder 2 + y* — 1 = 0.
Setzen wir x = 0 in Gleichung (2) ein, gilt:  4y(y?+1) = 0 bzw. y = 0.
= (z,y) = (0,0) ist stationdrer Punkt.

Fiir 22 +y2 — 1 = 0 folgt 2% + 3? = 1. In Gleichung (2) eingesetzt, gilt:
4y -2 = 0 bzw. y = 0. Eingesetzt wiederum in 22 + y? — 1 = 0 folgt
dann 22 — 1 =0 bzw. 2 = +1.

= (z,y) = (1,0) und (z,y) = (—1,0) sind ebenfalls stationére Punkte.

Damit besitzt die Funktion drei stationére Punkte: (0, 0); (1, 0) und (-1, 0).
Hochstens an diesen Stellen kann f ein Extremum annehmen.

(ii) Einsetzen der stationdren Punkte in die A-Formel: Dazu berechnen wir
die zweiten partiellen Ableitungen

f’I"E (l’, y) = 12‘T2+4y2 —4
Jyy (x, ) = 12y +42% +4
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Jay (z,y) = 82y

und setzen die stationdren Punkte ein:

A (0, 0) = fuz (0,0) - fuy (0,0) = f2(0,0) = —4-4—0=—12 < 0.

zy
= In (0, 0) liegt kein Extremum, sondern ein Sattelpunkt vor.
A(1,0) = foa (1,0) - fyy (1,0) — f2,(1,0) =8-8 -0 =64 > 0.
= In (1, 0) liegt ein lokales Minimum vor, da f,, (1,0) =8 >0 .

Wegen der Symmetrie f (—z, y) = f (x,y) liegt auch im Punkt (-1, 0) ein
lokales Minimum vor. m|

Beispiel 10.32. Die Funktion

fla,y)=c+a®—y?

hat in (0, 0) einen Sattelpunkt:

Aus f, (z,y) =2z =0 und fy(z,y) =2y 20= (z, y) = (0, 0) ist einziger
stationérer Punkt.

Da

fiir

fouo (@, y) fyy (2, 9) = f2y (2, y) = =4 <0

alle (z, y) ist (0, 0) kein lokales Extremum, sondern ein Sattelpunkt. O

X X
Funktion f(z,9) = ¢+ 2% + 2 Funktion f(z,9) = ¢+ 2% — y?
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© 10.4.4 Ausgleichen von Messfehlern; Regressionsgerade
Eine wichtige Anwendung der Theorie der Extremwerte ist das Ausgleichen
von Messfehlern: Durch Messungen, welche die Abhéngigkeit einer Grofle y
von einer anderen Grofle x ermittelt, seien n Wertepaare (21, ¥1) .-, (Zn, Yn)
erfasst worden. Die Aufgabe der Ausgleichsrechnung besteht darin, eine Funk-
tion f zu finden, die sich einerseits den vorliegenden Messpunkten moglichst
gut anschmiegt und die andererseits einen moglichst glatten Verlauf besitzt.

Problemstellung: Gemessen wird die Temperaturabhingigkeit eines Ohm-
schen Widerstandes. Gesucht ist eine Gerade, welche die Messpunkte ”geeig-
net” représentiert.

Abb. 10.28. Temperaturabhéngigkeit eines Ohmschen Widerstandes

(® Prinzip der kleinsten Quadrate
Die gesuchte Funktion f soll die Eigenschaft besitzen, dass die Abstandsqua-
drate der Messpunkte zur Ausgleichsfunktion minimal werden:

A

(X21y2)_ g
t y t >
X1 XZ X3

Abb. 10.29. Abstéinde d; zur Ausgleichsfunktion

Der Abstand des Messpunkts y; zur Ausgleichsfunktion f im Punkte x; ist

di =yi — f () .

Die Summe iiber alle Abstandsquadrate ist daher

n

DA = (- f ()
=1

=1



440 10. Differenzialrechnung bei Funktionen mit mehreren Variablen

Je nach vermutetem funktionalen Zusammenhang wéhlt man sich einen Funk-
tionsansatz.

Tabelle 10.1: Ausgleichsfunktionen

Ausgleichsfunktion Parameter
lineare Funktion f(x)=ax+b a, b
quadratische Funktion | f (z) = a2? +bx +c a, b, c
Polynomfunktion f@)y=apz™+...+a1x+ a0 | apn, Gp-1,..., ag
Potenzfunktion f(x)=axb a, b
Exponentialfunktion f(z)=aeb® a, b

In jeder Ansatzfunktion f (z) sind Parameter enthalten, die so bestimmt wer-
den miissen, dass die Summe der Abstandsquadrate minimal wird (Prinzip der
kleinsten Quadrate):

n
F(a, b, c...) ::Z (yi — f (z;))> — minimal.
i=1
Diese Summe F' ist wiederum eine Funktion der Parameter a, b, ¢, . ... Gesucht
ist ein Minimum dieser Funktion. Aus der Theorie der Extrema in 10.4.3 ken-
nen wir eine notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum: Alle partiellen
Ableitungen miissen im stationdren Punkt verschwinden

OF OF OF
SN el W
Oa

Dies liefert genau so viele (nichtlineare) Gleichungen wie Parameter im Ansatz
enthalten sind.
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(® Regressionsgerade
Wir werden nur den fiir die Anwendungen wichtigsten Spezialfall der Regres-
sionsgeraden diskutieren. Wir nehmen an, dass zu n verschiedenen z-Werten
x1i,..., Ty die zugehorigen y-Werte y1, . . ., y, vorliegen, so dass n Messpunkte

(931, yl)a (x27 y?)a ceey (xnv yn)
gegeben sind. Gesucht sind die Parameter a und b in der Regressionsgeraden
fe)=ax+b,

so dass die Summe der Abstandsquadrate minimal wird. Der Abstand d; der
Messpunkten zur Ausgleichsgeraden lautet

di:yi—axi—b.

Die Summe der Abstandsquadrate

n

F (a, b) :Z dfzz (y; —ax; —b)?

i=1
ist daher eine Funktion der beiden Parameter a und b. Von dieser Funktion

F (a, b) suchen wir das Minimum. Um die stationiren Punkte zu bestimmen,
setzen wir die partiellen Ableitungen von F' nach a und b gleich Null:

OF -
0 2 ; (yi —axi—b) (—z;)

1=1 =1 i=1
OF -
5 =2 ;(yi_axi_b) (-1)

— 9 iyﬁza ixiw ibéo.
=1 =1 =1

Diese notwendigen Bedingungen bilden ein lineares Gleichungssystem fiir a, b:

(i xf) a -+ (i .Ti) b = i TiYi
=1 =1 =1

(ixz> a + n b = zn:yz
i=1 i

Da fiir die Koeffizientenmatrix gilt

ZCL’ZQ ZZL} n n 2 1 )
D= :n2x3—<2x2> :§ZZ(xi—xj) >0,
S on p . /4
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erhalten wir z.B. mit der Cramerschen Regel die eindeutige Losung des linearen
Gleichungssystems

5 ((57) () (52) (S)

Um zu iiberpriifen, dass F im Punkte (a, I;) ein lokales Minimum annimmt,
berechnen wir die zweiten partiellen Ableitungen

b

Faa=2) 2%y  Fp=2n Fa=2)

2
n n
A=Fu Fp—Fo=4n Y a7 -4 <Zx> =4D > 0.
i=1 i=1

Da A > 0 und F,, > 0 ist dies ein lokales Minimum.
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Beispiel 10.33 (Mit MaPLE-Worksheet). Gesucht ist eine Ausgleichsgera-
de zu den folgenden Messwerten:

z[0 1 2 3 4 5
y|[3 5 7 8 10 10

Dann ist
D=6-(1+22+32+42+5%) —(1+2+3+4+5)° =105
d:% 6-(1-5+2-7T+3-84+4-10+5-10)—
(142434445) B+5+7+8+10410) = >
Analog berechnet sich b = %. Die Regressionsgerade hat somit die Form
51 4
Y %I‘Fﬁ

In Abb. 10.30 ist die Ausgleichsgerade zusammen mit den Messwerten gra-
phisch dargestellt:

B O o N ®

»

0 7 7 x 3 7 5>

Abb. 10.30. Messwerte mit Regressionsgerade

Fiir eine groflere Anzahl von Messpunkten muss die Bestimmung der Regres-
sionsgeraden auf einem Rechner durchgefiihrt werden. O

Wir haben den Fall der Ausgleichsgeraden ausfiihrlich behandelt, da er durch
Modifikation der Messwerte auch die logarithmische, die exponentielle sowie
die Potenzanpassung beinhaltet:

Bemerkungen:

(1) Ist eine logarithmische Anpassung

f(@)=alnz+b

an die Messwerte gesucht, fiilhrt man die Hilfsvariable z = In x ein. Aus den
z-Werten der Messung wird der Logarithmus gebildet und von den Mess-
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werten (x;, y;), ¢ = 1,..., n zu den Wertepaaren (In (z;), y;), i =1,..., n
iibergegangen. Mit diesen Daten bestimmt man die Ausgleichsgerade.

Ist eine exponentielle Anpassung

f(z) =ae®

an die Messwerte gesucht, bildet man von der Gleichung
y=ae

den Logarithmus

Iny=Inha+b-x=Az+B.

Aus den (z;, y;)-Messwerten geht man zu den Wertepaaren (x;, In (y;))
itber und bestimmt die Parameter A und B der Ausgleichsgeraden. Dann
istb=A und a=el.

Ist eine Potenzanpassung

f(z)=ax®

an die Messwerte gesucht, bildet man von der Gleichung

y=ax’

den Logarithmus
Iny=Ina+bInzx .

Aus den (z;, y;)-Messwerten geht man zu den Wertepaaren (In (x;) , In (y;))
iiber und bestimmt die Ausgleichsgerade

y=Ax+ B .

Dannist b= A und a = 5.

Die logarithmische und exponentielle Anpassung bzw. die Potenzanpas-
sung entsprechen der Darstellung der Messwerte in einer logarithmischen
bzw. doppel-logarithmischen Auftragung (siehe Abschnitt 4.1.1).

In Verallgemeinerung der Vorgehensweise bei der Berechnung der Parame-
ter der Ausgleichsgeraden bestimmt die MAPLE-Prozedur ausgleich die
freien Parameter einer vorgegebenen Polynomfunktion nach der Methode
der kleinsten Quadrate.
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Beispiel 10.34 (Mit MapLE-Worksheet). Zu den Messwerten aus Beispiel
10.33 ([0,3], [1,5], [2,7], [3,8], [4,10], [5,10]) soll eine Ausgleichsparabel bestimmt
werden. Mit der MAPLE-Prozedur ausgleich erhilt man

. . . 5 o 47 41
Die Ausgleichsfunktion lautet, - %x + %x + T2
Das Abstandsquadrat ist, .4857142857

mit der graphischen Darstellung der Werte zusammen mit der Parabel. O

A

10 ° °
of

8 °

7

6

5

4

3 »
0 7 7 x 3 7 5

Abb. 10.31. Messwerte mit Ausgleichsparabel

gery  Auf der CD-Rom sind mehrere MAPLE-Prozeduren zu diesem Kapitel
enthalten: differenzial bestimmt das totale Differenzial einer Funk-
tion, fehler berechnet den absoluten maximalen Fehler in linearer Ndherung
mit der Gauflschen Fehlerfortpflanzung, stationaer bestimmt die stationéren
Punkte einer Funktion in n Variablen. extremum 2d und extremum_ nd
berechnen die Extremwerte von Funktionen mit zwei bzw. n Variablen. Die
Prozedur Regressionsgerade bestimmt die Ausgleichsgerade und stellt diese
zusammen mit den Messwerten graphisch dar, wihrend ausgleich das Aus-
gleichspolynom n-ter Ordnung angibt.

MaprLe-Worksheets zu Kapitel 10

Die folgenden elektronischen Arbeitsbldtter stehen fiir Kapitel 10 mit
MAPLE zur Verfiigung.

Darstellung von Funktionen mit zwei Variablen mit MAPLE
Partielle Ableitung mit MAPLE

Totale Differenzierbarkeit, Tangentialebene mit MAPLE
Gradient und Richtungsableitung mit MAPLE

Taylorsche Formel mit MAPLE

Totales Differenzial mit MAPLE

Fehlerrechnung mit MAPLE

Bestimmung der Extrema mit MAPLE

Ausgleichsrechnung mit MAPLE
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10.5

10.1

10.2

10.3

10.4

10.5

10.6

10.7

10.8

10.9

10.10

10.11

10.12
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10.5 Aufgaben zur Differenzialrechnung

Stellen Sie mit dem plot3d-Befehl die folgenden Funktionen in MAPLE gra-

phisch dar
a)z=z-y b)z=xz+4y c) z=a%—y?
d) z=2"+9° e) z=(z—y)° f) z = e (=*40%)

Fiigen Sie durch die Option style = contour 20 Hohenlinien in die Schau-
bilder ein und variieren Sie interaktiv den Blickwinkel.

Berechnen Sie fiir die folgenden Funktionen alle partiellen Ableitungen 1.

Ordnung

a) flz,y)=2+z -y —y 2 b)f(a,t):3-a~x+y-ln(t2)

c) f(u,v) = 1::5 d) f (z, y, z) = arcsinh (_xf + 2%)

e) f(xz1, z2, x3) = 22 f) f(a, b) = (az+ba®) +y-e*’
Man berechne die partiellen Ableitungen 1. und 2. Ordnung der folgenden
Funktionen

a) f(z,y) =32 +4zy -2y’ b) f(z,y) =2 cos (3zy)

2 .2

c) f(z,y) =Bz -5y’ d) f(z, y) = L7

e) f(z,y)=3z-e"¥ f) f(z,y) =22 —2zy

Gegeben ist die Funktion f (2, y) = sin (z* + 2y).
Man bestétige den Satz von Schwarz, dass  fuy = fya-

Berechnen Sie die partiellen Ableitungen 2. Ordnung fiir die Funktion

f(z1, 2, x3) = x1 - 1n (m% +x§) .

Gesucht sind alle partiellen Ableitungen zweiter Ordnung der Funktion

a) f(z,y) =Bz —5y)" b) f(z, y, 2) = """ - cos (52)
Zeigen Sie, dass die Funktion
a
[z, y, 2)=

/ZE2 + y2 + 22
Losung der Laplace-Gleichung  foo + fyy + f22 =0 ist.

Zeigen Sie durch Einsetzen, dass z =z -e¥/®

der partiellen Differenzialgleichung = % +y g—; =z geniigt.

Zeigen Sie, dass die Funktion
1
[z, y) = 5 ~ln(m2+y2)
die partielle Differenzialgleichung  fyz + fyy = 0 erfiillt.

Bestimmen Sie im Punkte P (1, 0) die Gleichung der Tangentialebene an die
Fliche z= 3z +z-y)°.

Berechnen Sie an der Stelle P (1, 2, 0) das totale Differenzial von

[z, y, @ZMCOS(ZH@-
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Berechnen Sie den Gradienten und die Richtungsableitung in Richtung @ =
fiir die Funktion

fla,y)=Br+az-y)?*.

Berechnen Sie Gradient und die Richtungsableitung in Richtung @ = | —1

fiir die Funktion In (1 i xg)

f(z,y, 2) :y'COS(Z)vL#
Man bestimme mit MAPLE das totale Differenzial der Funktionen
a) z(z,y) =42y —3x-e¥

l‘2+ 2
b)z(%y):xi_y

c) f(z,y,2)=In \y/a:2 + y? + 22.

Betrachten Sie die differenzierbaren Funktionen fi, fo : IR — IR und
g :IR? - IR und bilden die Verkettung h(z1, 22) = g (f1 (1), f2 (z2)).
Berechnen Sie h und die ersten partiellen Ableitungen von h in folgenden
Fallen

a) fi(x1) =ao+aiz1; fa(x2) =bo+bixa; ¢ (u1, u2) = co+eciur+caus.
b) f1 (z1) =sinz1; fo(x2) = coswa; g (u1, u2) = ui + u1 us.

Man berechne die Taylor-Reihe der Funktion f an der Stelle (zo, yo) bis zur
Ordnung 2 fur

_(z-y) _
a) f(il', y) - (a:—l—y)’ (3:07 yO) - (17 1)

b) f (2, y)=e" ", (z0, 30) = (1, 0)

Man berechne das totale Differenzial von
a) f(x, y) = sin (2% + 2y) b) f(z,y) =32 +4xy—2y°
¢) f (@, y) =y -cos (z — 2y) Q) f (2, 2) =a?z— y2* + 2t

Fiir den Durchmesser eines geraden Kreiszylinders hat man (6.0 & 0.003) m
gemessen, fiir die Hohe (4.0 £ 0.02) m. Wie grof} ist der groéfite, absolute und
relative Fehler des Zylindervolumens?

Zur Berechnung eines elektrischen Widerstandes R = % werden die
Stromstérke I = (15+0.3) A und die Spannung U = (110 £2) V gemes-
sen. Gesucht ist der relative Maximalfehler von R.

Der Elastizitdtsmodul eines zylindrischen Drahtes (r: Radius des Drahtquer-
schnitts, I: Lange des Drahtes) wird bestimmt, indem die Léngenzunahme z

des Drahtes unter dem Einfluss der Kraft k gemessen wird. Es gilt

E=—tF  (EModu).

Tr .z
Wie grof und mit welcher Genauigkeit ist £/ bestimmt, wenn die Messwerte
I = (2000 £ 3) mm, r = (0.2+£0.002) mm, k = (200£0.05) N und z =
(15 £ 0.1) mm betragen?
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Zu bestimmen ist die Dichte p eines Messingstiicks nach der Auftriebsme-

thode: Sei m das Gewicht in Luft, m das Gewicht in Wasser, dann gilt
m _ Gewicht in Luft

m—m Volumen

p=

Wie grof3 ist der relative Fehler von p, wenn m = (100:|:5- 1073) g und
m=(88+£8-107%) g?

Linearisieren Sie die Funktion

In (1 + z2

[z, y, 2) =y~cos(z)+¥

an der Stelle (zo, Yo, z0) = (1, 2, 0).

Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen zunéchst die kritischen Stellen
und entscheiden Sie, ob (und wenn ja um welche) es sich um lokale Extrem-
stellen handelt

a) f(z, y) = 2* + cos (y)

b) f(z,y) =3y + 32y — 18y

o) f(z,y)=(z-y)°+12zy
Welcher Punkt der Fliche z = y/1+ (z—2y)? hat den kleinsten Ab-
stand vom Punkt (1, —2, 0)?
Zeigen Sie, dass die Funktion

fla, y)=c—a =y

im Punkte (0, 0) ein lokales Maximum besitzt.

Bestimmen Sie die relativen Extrema der Funktion

f(z, y)=a>+y> — 32— 12y +20.

Bestimmen Sie mit MAPLE die relativen Extrema der Funktionen

a) f(z,y) =3zy—a°—y° b) fz,y)=a’+y°+z—y
O f(@y)=1-zt+y—2zy+a®—y* d) f(r,y)=e" T —22" — 2y

Bestimmen Sie alle stationidren Punkte der Funktion

f(ﬁ?, Y, Z) = e*(12+y2+z2) . ($2 o 22)

mit der Prozedur stationaer und iiberpriifen Sie mit extremum_nd, ob
lokale Extrema vorliegen.

Bestimmen Sie mit MAPLE zu den folgenden Messreihen jeweils die Aus-
gleichsgerade

a) T 0 1 2 3 4 5 6
yi |21 081 —-05 -21 -34 —-43 -—538

b) z; | 1.5 1.8 24 3.0 35 40 45 6.0
vy | 1.9 21 28 34 40 41 51 6.1

Tragen Sie die Punkte zusammen mit der Ausgleichsgeraden in ein Schaubild
ein!
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11 Integralrechnung bei Funktionen
mit mehreren Variablen

In diesem Kapitel wird der Begriff des bestimmten Integrals auf Doppel-, Dreifach-
und Kurvenintegrale sowie auf Oberflichenintegrale erweitert. Bei jedem dieser Be-
griffe wird die Berechnung des Integralwertes auf die eines bestimmten Integrals
zuriick gespielt. Zunéchst fithren wir in 11.1 Doppelintegrale z.B. zur Beschrei-
bung von Volumina, Schwerpunkten von ebenen Flachen und Flachenmomenten ein.
Anschlieflend iibertragen wir in 11.2 die Vorgehensweise auf Dreifachintegrale, um
Schwerpunkte und Massentrégheitsmomente von Kérpern zu berechnen.

Hinweis: Eine weitere Notwendigkeit, den Integralbegriff auf Funktionen mit meh-
reren Variablen zu erweitern, besteht in der Integration entlang einer Linie. Dies
fithrt auf den Begriff der Linienintegrale in 11.4, die in der Elektrodynamik und
Thermodynamik zur Berechnung der Energie herangezogen werden. In 11.5 werden
Oberflachenintegrale diskutiert. Substitutionsregeln und Koordinatentransformatio-
nen werden in 11.3 behandelt. Diese beiden Abschnitte befinden sich zusétzlich auf
der CD-Rom.

11.1 Doppelintegrale (Gebietsintegrale)

Wir beschiftigen uns in diesem Abschnitt mit zweidimensionalen Integralen. Die Uber-
tragung vom eindimensionalen auf den mehrdimensionalen Fall bereitet im Prinzip keine
Schwierigkeiten, wird von seiner Konstruktion her aber aufwindiger, da nicht ein Intervall
sondern nun ein zweidimensionales Gebiet aufgeteilt werden muss.

Hinweis: Die Anwendungsbeispiele werden durch MAPLE-Prozeduren erganzt, die sich
zusatzlich auf der CD-Rom befinden.

11.1.1 Definition

Das bestimmte Integral einer positiven Funktion f ()
im Intervall [a, b] représentiert die Fliche, welche die o
Kurve f(x) mit der z-Achse im Bereich [a, b] ein-

schliefit. Definiert wird das bestimmte Integral

/abf(x)da: e .

Abb.11.1.

als Grenzwert iiber die Summe aller Rechteckflichen (z — zx—1) f (&), wenn
die Intervallbreite Az, = (2 — xx—1) der Unterteilung des Intervalls

a=20<21<...<Tp_1<Tp,=2>

fiir n — oo gegen Null strebt (siehe Abb. 11.2).

11.1
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y=f(x) |

1

! 1

! 1

! 1

T /: 1 |

| 1 . ! 1

| 1 0 ! 1

1 ! | ! 1

! ! ! 1
Ta g & = Ent &b
X, X, X Kyt X Xn-2 Xoa Xq

Abb. 11.2. Summe der Rechteckflichen

Um diesen Integralbegriff auf zweidimensionale Gebiete zu iibertragen, reicht
es fiir unsere Zwecke vollkommen aus, nur einen beschrankten, einfach zusam-
menhingenden Bereich G C IR? in der (x, y)-Ebene zu betrachten, der einen
"glatten” Rand besitzt. Diesen Bereich nennen wir im Folgenden ein Gebiet.
Es sei z = f (x, y) eine auf dem Gebiet G stetige, positive Funktion. Gesucht
ist das Volumen zwischen dem Funktionsgraphen und G:

z z=f(x,y)

| -Volumen V

X

Abb. 11.3. Funktion f(z,y) iiber einem zweidimensionalen Gebiet G

Zur Bestimmung des Volumens V zerlegen wir das Gebiet GG in Rechteckflichen
der Lénge Axz; und Breite Ay;. Die Anzahl der Unterteilungen in z-Richtung
sei n, die Anzahl der Unterteilungen in y-Richtung m. D.h. ¢ variiert zwi-
schen 1 und n, j variiert zwischen 1 und m. Fiir jedes Rechteck mit Index
(¢, j) wéhlen wir einen beliebigen Punkt P (&;, n;) und bestimmen den zu-
gehorigen Funktionswert f (&;, ;). Das Zylindervolumen iiber dem Rechteck
betrigt Grundfliche mal Hohe:

Vij = [ (&, nj) Az Ay

Anschlieflend bildet man die Summe aller Zylindervolumen iiber dem Gebiet
G. (Fiir Rechtecke aulerhalb von G setze man das Volumen auf Null.) Die
Zwischensumme aller Zylindervolumen bildet eine Naherung fiir das zu be-
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z=f(x,y)

/
/ >

Ay, Ty
X T LB T T T

Abb. 11.4. Zur Konstruktion des Doppelintegrals

X

rechnende Volumen

1

n

j=11

Je feiner die Unterteilung des Gebietes G ausfillt, umso genauer ist diese Néhe-
rung. Wir lassen daher die Anzahl der Unterteilungen in z- und y-Richtung
anwachsen. Strebt beim Grenziibergang n — oo, m — oo die Zwischensumme
gegen einen Grenzwert, so bezeichnet man ihn als Doppelintegral bzw. als Ge-
bietsintegral.

Definition: (Doppelintegral, Gebietsintegral). Der Grenzwert

j=li=1

J[ @) d6 = tim_tim Y3 £, my) Aai Ay,
(G)

wird (falls er existiert) als Doppelintegral bzw. Gebietsintegral von f iiber
G bezeichnet. Man nennt dann f iiber G integrierbar.

Bemerkungen:

(1) Oftmals wird die symbolische Schreibweise / f(z, y) dG nur mit einem

Integralzeichen benutzt. @
(2) Man nennt
(z, y) die Integrationsvariablen
f(z,y) den Integrand
dG das Flichenelement
(@) den Integrationsbereich.

(3) Fiir stetige Funktionen ist das Doppelintegral immer definiert.
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(4) Existiert der Grenzwert, dann ist er unabhingig von der speziellen Ge-
bietszerlegung.

(5) Fiir die algebraische Definition des Doppelintegrals ist f (x, y) > 0 nicht
erforderlich, sondern nur fiir die geometrische Interpretation als Volumen
zwischen dem Graphen von f und G.

11.1.2 Berechnung von Doppelintegralen

Um Doppelintegrale zu berechnen, zerlegen wir [[ f(z, y) dG in zwei nach-
(G)
einander auszufithrende einfache Integrale. Dazu iiberdecken wir das Gebiet

G mit einem achsenparallelen Rechteckgitter mit Maschenweiten Az und Ay
und bilden die Summe iiber alle Zylinder, deren Grundflache in G liegt:

Ve | D f ) Ay | A
i=1

j=1

a) b)
y
A yﬂ
[ f.(x)
//
L
/ - Ay
L1 [~
= I~ f,0)
AX
a, x=const. a, X a, x=const. a,

Abb. 11.5. Berechnung eines Doppelintegrals iiber eine Zerlegung der Grundflache

Stellen wir den unteren und oberen Rand durch Funktionen f; (z) und fs (z)
dar, dann konvergiert die innere Summe fiir Ay — 0 (m — oo) fiir festes
& € [wi—1, 2] gegen das Integral

f2(&)
I, (&) =/ f (&, y) dy .
f1(&)

Dies ist ein gewohnliches Integral mit der Integrationsvariablen y. Fiir festes
&; wird entlang der y-Achse von f; (§;) bis fo (§;) integriert.

=V =~ lim Z f &, n) Ay | Az
mUeiE U=
= Y I,(&) Az

=1
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Lassen wir nun auch noch Az — oo gehen (n — oo), dann konvergiert die
verbleibende Summe gegen das Integral

I S re) ae= [T

i=1 a1

Dieses Ergebnis ist der doppelte Grenzwert n — 0o, m — 0o, also genau das
Doppelintegral von f iiber dem Gebiet G.

Bemerkungen:

(1) Die Integrationsformel (D1) entspricht der Zerlegung des Gebietes in Strei-
fen parallel zur y-Achse und anschlieBender Aufsummierung aller Streifen
in z-Richtung (siehe Abb. 11.5 b). Die einzelnen, zur y-Achse parallelen
Streifen besitzen Anfangs- und Endwerte, y; und ys, die wiederum von
der Lage des Streifens, d.h. von der z-Koordinate abhingen: y; = fi(z)
und yo = fo(z). Das Aufsummieren erfolgt iiber alle Streifen zwischen
Tmin = @1 UNd Tmax = as.

(2) Es wird bei dieser Darstellung davon ausgegangen, dass der Rand sich
durch zwei Funktionen f; (z) und f5 (z) beschreiben lisst. Fiir komplizier-
te Gebiete muss G in entsprechende Teilbereiche unterteilt werden (siche
Abb. 11.6, links).
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9:(Y)

Abb. 11.6. Zerlegung in Teilgebiete

(3) Vertauscht man die Rolle von  und y und stellt den linken Rand durch
die Funktion g; (y) und den rechten Rand durch g (y) dar, erhéilt man fiir
das Doppelintegral

J[ 1@ v ac- /b:b ]) f@yd| dy | D2
(&) b \emaw)

~
y=const, integriert wird iiber x

Das innere Integral wird fiir festes y von g; (y) bis g2 (y) nach z integriert.
Das Ergebnis enthélt nur noch die Variable y. Das duflere Integral wird
durch Integration iiber y bestimmt (sieche Abb. 11.6, rechts).

(4) Graphisch entspricht die Integrationsformel (D2) einer Zerlegung des Ge-
bietes in Streifen parallel zur z-Achse und anschlieBender Aufsummierung
aller Streifen in y-Richtung. Anfangs- und Endpunkte der Streifen hingen
hier von y ab: g;(y) und g(y). Durch Aufsummieren werden alle Streifen
vOon Ymin = b1 biS Ymax = be beriicksichtigt.

(5) Die Reihenfolge der Integration ist durch die Reihenfolge der Differenziale
dz und dy von Innen nach Auflen festgelegt.

(6) Das eigentliche Problem bei der Berechnung von Doppelintegralen besteht
im Auffinden der Funktionen f; (z) und f2 (z) bzw. g1 (y) und g2 (y). Sind
diese, den Rand beschreibenden Funktionen gefunden, reduziert sich die
Berechnung auf die Bestimmung gewchnlicher Integrale.

Beispiele 11.1 (Die Integrationsgrenzen sind vorgegeben):

@® Die Bestimmung des Doppelintegrals

1 Y
I= / / zy dr dy
y=0 =—2
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erfolgt, indem zunéchst das innere Integral (y fest, x variiert von x = —2
bis y)

Y y 221Y y? 1
a?ydm:y/ xdm:y-[] :y[_z}:yiﬂ_gy
/:C=—2 r=—2 2 _9 2 2

nach der Variablen z integriert wird. Anschlieflend wird die d&ufere Integra-
tion iiber y durchgefiihrt

1 1
1 1 7
I:/ <y3—2y>dy—{y4—y2} =—=.
o \2 8 . 8

@ Zur Bestimmung des Doppelintegrals

3 ™
I= / / 22 sin (y) dy dx
=0 Jy=0

berechnen wir zunéichst das innere Integral (x fest, y variiert von 0 bis )
s s
/ z? sin (y) dy = 2* / sin (y) dy = 2* [—cos (y)] = 22% ,
y=0 y=0

dann das duflere
3

= 18. O
0

3 2 .
I:/ 222 dr = =22
=0 3

© 11.1.3 Reduktion von Doppelintegralen auf einfache Integrationen

Beispiel 11.2 (Mit Gebietszerlegung).
Gegeben ist eine Funktion z = f(x, y), die auf dem Gebiet G (sieche Abb.
11.7) definiert ist. Gesucht ist [[ f (z, y) dG.

(©)]
Um das Doppelintegral auf zwei einfache Integra- y
tionen zu reduzieren, zerlegen wir das Gebiet G in .
Streifen parallel zur z-Achse. Die Streifen beginnen ]‘ ST T i' :
bei x = y und enden bei z = y + 4. AnschlieBend 1 G / o
miissen alle Streifen von y = —1 bis y = 1 bertick-
sichtigt werden. Dies bedeutet, dass wir Integralfor- Abb.11.7. Gebiet G
mel (D2) wihlen und als innere Integrationsvariable x setzen. D.h. wir halten
y = const, dann variiert x zwischen den Werten ¢; (y) =y und go (y) =y + 4
(siehe gestrichelte Linie). Anschlieflend variiert im duBleren Integral y von —1

bis 1.
ﬁ//f(x,y)dG/?Jl_l(/wijlf(x,y)dx) dy . O
(@) -

y=const
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Beispiel 11.3 (Mit Gebietszerlegung).
Gesucht ist das Doppelintegral [[ f (z, y) dG, wenn das Gebiet G einen Kreis
(&)
in der (x, y)-Ebene mit Radius R darstellt.
(i) Zerlegung des Gebietes in Streifen parallel zur z-Achse: Fithren wir die In-
tegration mit Formel (D2) aus, erfolgt die innere Integration fiir konstantes
y tiber die Variable .

y

y =const
; LR y = const = x variiert zwischen

Ry =/ —R?—y? und /R?—y2.

Fiir festes y variieren also die zugehorigen z-Werte zwischen g; (y) =

—v/R2—y? und g2 (y) = /R? —y?. Zur Bestimmung des &ufleren In-

tegrals muss y dann zwischen by = —R und by, = R variieren.
R VREZ—y2
= [[1@wac=[ (] fla,y) do) dy.
(G) y=—R mzf\/w

(ii) Zerlegung des Gebietes in Streifen parallel zur y-Achse: Fiithren wir die
Integration geméf Formel (D1) aus, erfolgt die innere Integration fiir kon-
stantes x iiber die Variable y.

y

R

X = const

r = const =y variiert zwischen

—VR? — 2?2 und VR?— 22

Fiir festes  variieren nun die y-Werte zwischen f; (z) = —vR2 — 22 und
f2 (x) = VR? — 22. Zur Bestimmung des dufleren Integrals muss anschlie-
Bend x zwischen —R und R variieren

= f(z,y) dG = ’ e fz,y) dy | dz . O
// /msz y=—vR>—z?

(@)
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© 11.1.4 Anwendungen
Doppelintegrale kommen h#ufig bei der Berechnung von ebenen Flichen, bei
der Schwerpunktsberechnung ebener Flichen, bei der Bestimmung von Fléchen-
momenten und Volumenberechnungen vor. Auf jede dieser Problemstellungen
werden wir im Folgenden eingehen.

® Flachenberechnungen

Setzt man die Funktion z = f (z, y) = 1, entspricht das Doppelintegral iiber
G dem Volumen des Korpers mit der Grundfliche G und der konstanten Héhe
1. Dies ist zahlenmifig gerade der Flicheninhalt von G:

Beispiel 11.4. Gesucht ist die Fldche, die durch die Gerade fi (z) = = + 2
und die Parabel f, (z) = 4 — 22 begrenzt wird.

Abb. 11.8. Flidche zwischen zwei Funktionen

Zur Berechnung des Doppelintegrals zerlegen wir das Gebiet in Streifen parallel
zur y-Achse; wir wihlen also Formel (D1): Fiir festes « variiert y von f; () =
x+2 bis fo (r) = 4—22; das verbleibende #ufiere Integral iiber dz wird gebildet

mit den Grenzen a; = —2 und as = +1:
1
// dG = / </ dy) dm:/ [y]gcJr2
=—2 =z+2 r=—2
x fest

1 1 1 1
:/ (—xQ—x+2)dx:[——x3——x2+2x] =4.5. ]
z 3 2 9

=—2
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Beispiel 11.5. Gesucht ist der Flidcheninhalt des Gebietes GG, welches in Abb.
11.9 definiert ist.

Ly (i) Zerlegung des Gebietes in Streifen parallel zur y-
" " Achse: Fiir = const variiert y von —/z bis y/z. Mit

/ Formel (D1) gilt damit

G ) e

a4 [fae- | (/ dy)dx
=0 \Jy=—v=

y=const (G)
M \ X r=const
x=const 1 1 ) 4 \ L 4
Abb. 11.9. =/ 2\/§dx:/ 2x2 dng [xa] .
0 0 o 3

(ii) Zerlegung des Gebietes in Streifen parallel zur z-Achse: Mit Formel (D2)
folgt ebenfalls (y = const = x variiert von y® bis 1)
1

A:(/G/)dG:/yl:_IMdy

! T |
= 1—y? dy:[y——y?’] = O
| o= v =3

(® Schwerpunktsberechnung ebener Flichen

In §8.6.6 sind Formeln die Schwerpunktskoordinaten einer Flache unter einem
Graphen f und der x-Achse hergeleitet. Fiir ebene Gebiete gilt allgemein:
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Beispiel 11.6. Gesucht ist der Schwerpunkt fiir die Flidche aus Beispiel 11.5:
Fiir die z-Koordinate von S gilt

1 1 /! ve
mszz//xdG:Z/ / zdy | dz
=0 =—\/x
&) y=—+

—_——
r=const
Das innere Integral iiber dy ist fiir festes x Ly
11 x
VT VT L 5
/ xdy:x/ dy=2xx2 =2x2 .
y=—vz y=—v7

1 X
und das dufere Integral \\|
L 4 5" 4 1 =
5

3 5 4 3 1 X
2z2dr = 2= o NNTs = o= x=cons
/z:() x2 dx x 75 x i ¢
Aufgrund der Symmetrie ist y; = 0. = S = (%, O). O
Beispiel 11.7 (Mit MapLE-Worksheet). Gesucht AY

sind die Schwerpunktskoordinaten fiir das Gebiet aus
Beispiel 11.4: Mit Beispiel 11.4 gilt fiir die z-Koordi-
nate des Schwerpunktes

X |
T A // IR
(@) " 1 \
X . o Abb. 11.10.
- xdy | dx
4.5 L:_Q </y_m+2 )

2 [ 2 [
bzw.xszf/ x(4—x2—x—2)d:c:f/ (—2® — 2® + 22) dz
9 r=—2 9 r=—2
1
21, 1, 1
=9 [ 495 333 +42_ 5"
Entsprechend gilt fiir die y-Komponente y; = 2.4. O

Beispiel 11.8 (Mit MaprLeE-Worksheet). Gesucht Ly
sind die Schwerpunktskoordinaten des Viertelkreises.

y=const

| D

Wir wahlen zur Berechnung des Doppelintegrals For- :

mel (D2): Dabei erfolgt die innere Integration bei kon- Z‘I' - >
stantem y {iber die Variable z von ¢; (y) = 0 bis R

92 (y) = v/ R% — y2. Zur Bestimmung des dufleren In- Abb. 11.11.
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tegrals {iber y variiert dann die Variable y von 0 <y < R:

1 W
iES:Z//de:Z/yzo /x:O rdr dy,

(@)
1 1 (R VEE-y?
) y=0 =0

Mit MAPLE folgt fiir die Koordinaten mit A = nR,

1
x—éﬁund —il
T3y MYsT g

A=

® Flichenmomente

In der Festigkeitslehre benotigt man zur Beschreibung von Biegungen Flachen-
momente von Querschnittsflichen. Sie sind jeweils bezogen auf bestimmte
Achsen. Es wird unterschieden zwischen sog. axialen Momenten, bei denen die
Bezugsachse in der Flichenebene liegt und polaren Momenten, bei denen die
Achse senkrecht zur Flidchenebene orientiert ist. Es gelten die Formeln

y Beispiel 11.9. Gesucht sind die axialen Flichenmomente

T == ~ des Gebietes G aus Beispiel 11.5. Gemé8 der Zerlegung aus
o Beispiel 11.5 berechnen wir

1 X 1 ﬁ
Im://y2dG:/ (/ y2dy) dx
1t X 0 Ve

(@)

1 N3 1
Abb. 11.12. 1 3 2/ 3 22 { g]l 4
= — d = — d = — — = —.
A hyl_ SN A N N A PR T
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(® Volumenberechnung
Aufgrund seiner Definition dient das Doppelintegral zur Berechnung von Volu-

meninhalten, die ein Funktionsgraph einer positiven Funktion z = f (z, y) > 0
mit der (z, y)-Ebene iiber einem Gebiet G einschlieft

V://f(x,y)dG.

(@)

Beispiel 11.10 (Mit MaprLE-Worksheet). Gesucht
ist das Volumen V', das durch den Graphen von

z=f(z,y)=1—a2—y

und der (z, y)-Ebene eingeschlossen wird. Das zu-
gehorige Gebiet G soll der Einheitskreis in der (z, y)-
Ebene darstellen. Abb. 11.13.

Fiir konstantes x wird y begrenzt durch f; (z) = —v1 — 22 y
und f3 (x) = V1 — 22 mit a; = —1 und ay = 1. Nach
der Integrationsformel (D1) fiir Doppelintegrale ist

V://f(a:,y)dG w x
(@)

x = const

1 V1-z? Abb.11.14.
:/ / (1—1‘2—y2) dy | dz
r=—1 y=—+1—x2
1 1—x2 1
1 4
:/ {(1—m2)y—y3} da::/ 7(1—x2)3/2 dx
e=—1 37 |ye =2z =1 3
1
1 : 1 1 1
= [3 (1- x2)3/2 + 3 (1- 332)1/2 + 3 arcsin(m)} . =5 a
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11.2 Dreifachintegrale

Der Begriff des Dreifachintegrals fiir Funktionen f (z, y, z) liber einem dreidimensionalen
Gebiet G C IR?® wird auf dhnliche Weise eingefiihrt und berechnet wie das Doppelintegral.
Da sich eine Funktion von drei Variablen nicht mehr graphisch darstellen l3sst, besitzt das
Dreifachintegral iiber eine Funktion f (z, y, z) zunichst keine geometrische Bedeutung.
Nur fiir den Fall f (z, y, z) = 1 entspricht das Dreifachintegral dem Volumen des Gebietes
G. Auch Dreifachintegrale reduziert man auf jetzt 3 aufeinander folgende, gewohnliche

Integrationen, wobei nun 3! = 6 verschiedene Integrationsreihenfolgen méglich sind!

© 11.2.1 Definition und Berechnung von Dreifachintegralen

z
A

Y

Abb. 11.15. Zur Definition von Dreifachintegralen

Zur Definition des Dreifachintegrals zerlegen wir den Korper in kleine Teilvolu-
men dV; (i = 1,..., n) und wéhlen in jedem Volumen einen Punkt P (z;, y;, 2;)
aus, auf dem wir die Funktion f auswerten. Schliellich bilden wir das Produkt
von Funktionswert und Volumenelement

f(xi7 Yis Z’i) d‘/z

und summieren iiber alle Volumina auf
Zn = Z I (i, yiy 2:) dV . (Zwischensumme)
i=1

Wir lassen nun die Anzahl der Teilvolumina anwachsen (dies bedeutet gleich-
zeitig, dass dV; — 0 geht). Strebt die Zwischensumme Z,, fiir n — oo gegen
einen Grenzwert, dann bezeichnen wir diesen als Dreifachintegral oder als drei-
dimensionales Gebietsintegral.
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Definition: (Dreifachintegral; dreidimensionales Gebietsinte-
gral). Sei G C IR? und f:G — IR stetig. Der Grenzwert

// [z, y, 2 dG—hme:zsz,yl,zZ Vi

(@)

bezeichnet man als Dreifachintegral bzw. dreidimensionales Ge-
bietsintegral.

Die Berechnung von Dreifachintegralen wird auf einfache Integrationen zuriick-
gefiihrt, wobei natiirlich die Beschreibung der Integrationsgrenzen komplizier-
ter wird als fiir Doppelintegrale. Die Vorgehensweise bei der Berechnung wer-
den wir an dem folgenden Beispiel verdeutlichen.

Beispiel 11.11.

:/(4 @y, 2) dG:/Ol/OI/jZ(Hx) dz dyda .

Die Integrationsreihenfolge wird durch die Reihenfolge der Differenziale dz,
dy, dz festgelegt und zwar von Innen nach Auflen. Das innerste Integral wird
integriert iiber die Variable z. Die anderen Variablen z und y sind dabei kon-
stant.

Iy = / (14+2)dz=[(1+=x) ]Z:_zy (1+z) 2> - (1+z) (—y°) .
z=—y2

I, enthélt als Ergebnis nicht mehr die Variable z, sondern nur noch z und y.

Das verbleibende Doppelintegral

I—// + (1 +2)y*] dydz

wird berechnet, indem zunéchst wieder das innerste Integral iiber y ausgefiihrt
wird

y=
12:/ [(1+2) 2+ (1+2)y*] dy
y=0
=y 4
(1+2z) 43 =_234+ 2t

1
= |(14z) 2%y + =
{ y=0 3 3

3

I5 enthélt als Variable nur noch x, iiber die zuletzt integriert wird

r=1
1:/ (3% +4a%) do=[fa' + 427y =2 . .
x=0
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11.2.2 Anwendungen

Die Anwendungsbeispiele sollen die Berechnungen von Dreifachintegralen ver-
deutlichen. In der Regel sind die Volumen, Masse, Schwerpunktskoordinaten
und Trigheitsmomente starrer Korper iiber Dreifachintegrale zu berechnen.
Fiir Spezialfille kann durch Einfithrung eines angepassten Koordinatensys-
tems die Rechnung erheblich vereinfacht werden; in manchen Féllen wird sie
durch spezielle Koordinatensysteme erst moglich.

Die fiir die Anwendungen wichtigsten Systeme sind Polar-, Zylinder- und Ku-
gelkoordinaten. Auf der CD-Rom sind in Abschnitt 11.3 die Formeln fiir die
Integration in transformierten Koordinatensystemen hergeleitet. Zusammen-
fassend gilt

(1) Polarkoordinaten: Bei Polarkoordinaten wird ein Punkt in der (z, y)-
Ebene eindeutig durch die Angabe des Winkel ¢, 0 < ¢ < 27, und des
Radius r > 0 angegeben. Die Transformationsgleichungen lauten

T =7TCcosp, y=rsing .

Ein Doppelintegral lautet in Polarkoordinaten

(2) Zylinderkoordinaten: Ein Punkt im (x, y, z)-Raum wird eindeutig durch
die Angabe seiner Polarkoordinaten (r, ¢) in der (z, y)-Ebene und zusétz-
lich seiner z-Komponente festgelegt. Ein Dreifachintegral lautet in Zylin-
derkoordinaten

(3) Kugelkoordinaten: Durch die Angabe zweier Winkel ¢ und ¢ sowie dem
Abstand zum Ursprung lisst sich jeder Punkt im IR® eindeutig festlegen:

T =71 cospcost, y=rsinp cost, z =r sind

Ein Dreifachintegral lautet in Kugelkoordinaten




11.2 Dreifachintegrale 467

Wir geben im Folgenden eine Zusammenstellung der wichtigsten Formeln aus
der Physik starrer Korper fiir Volumen, Masse, Schwerpunktskoordinaten und
Tragheitsmomente an.

Zur Bestimmung des Tréagheitsmomentes eines Koérpers K beziiglich einer be-
liebigen Achse A wendet man den sog. Steinerschen Satz an:
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Nach dem Steinerschen Satz geniigt es jeweils nur parallele Achsen durch den
Schwerpunkt zu beriicksichtigen.

Anwendungsbeispiel 11.12 (Volumenberechnung). Gesucht ist das Vo-

lumen des Rotationskorpers, der durch Rotation von z? an der y-Achse ent-

steht. Zur Berechnung fiihren wir Zylinderkoordinaten ein:

A

p-Integration: ¢ =0 bis ¢ =27
unabhéngig von r und z.

r z-Integration: Bei konstantem r

| y variiert z von z = 2 bis z = R2.
g X r-Integration: 7 =0 bis r = R.
. R x
r=const
R [ R? 27
V:///dmdydz:///rdgodrdz:/ / / rdpdzdr

r=0Jz=r2 Jp=0

(K) (K)

R [R? R o,
= / / r2ndzdr = / [rom2)7=5 dr
r=0Jz=r2 r=0
R

:271'/ (RQ’I‘—’FS) dr =2m [%R2 2—%7“4]5':0:%1%4.
r=0

Alternativ kann die Integration auch ”scheibenweise” durchgefiihrt werden:

p-Integration: ¢ =0 bis p =27
unabhéngig von r und z.
z=const r-Integration: Bei konstantem z
y variiert r von r = 0 bis r = /2.
z-Integration: z =0 bis z = R2.

>

X

R? ,\/z 2w T
:>V:/ / / Td(pdeZ:—R4. O
z2=0 Jr=0 Jp=0 2
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Anwendungsbeispiel 11.13 (Schwerpunktskoordinaten).

Gesucht sind die Schwerpunktskoordinaten eines Kugelausschnitts mit Dichte
p =1 und Radius R.

(i) Berechnung des Volumens in Kugelkoordinaten:

:/// 2 cos ¥ dr dy di

(K)

r-Integration: r=0bisr=R

unabhéngig von 9 und ¢.
w-Integration: ¢ =0bis p = 7

unabhéngig von r und 9.
Y-Integration: 9 =0 bis ¥ = 3

unabhéngig von r und .

/2 pw/2 R
V:/ / / r? cosVdr | dpdd
9=0 J =0 r=0
/2 w/2 73 r=R /2 w/2
:/ cosﬁ/ [} dpdd = %Rg/ cosﬁ/ dy di
_ 0 |3 _ _
9=0 =0 r=0 9=0 =0

w/2 /2
— 1R [ cost-Sdd=LRr [ cosvdd=1Rim.
2 0 9=0 0

(i) Berechnung der Schwerpunktskoordinate x:

1
Ty = v ///er cos ¥ dr dp dv
(K)

1 n/2 prw/2 rR
V/ / / 7 cos ¢ cos 1 cos ) dr dp di
=0 Jr O

1 /2 R
= / cos 19/ coscp/ 3 dr do dv
|4 =0
/2

1 Tr/2 1 [7/2
:V/ cos 19/ coscp4R4d<pd19—V/ COSQﬁ%Réldﬁ
9=0
1
Zvi [ 19+2C05’l9811'119} V%R‘*W:%R

(iii) analog berechnen sich y; = z, = 2 R. |
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Anwendungsbeispiel 11.14 (Massentrigheitsmoment eines Wiirfels).

z Gesucht ist das Massentragheitsmoment eines homoge-
nen Wiirfels beziiglich der z-Achse.

AN 4 IZ:/// (®+y?) pdrdydz

(K)

» X

Abb. 11.17. Wiirfel =) /m_l /y_l /Z_l (31‘2 + y2) dz | dy | dx
=0 y=0 z=0

1 371 l
:pl/ [x2y+y] dr =pl (x2l+%l3) dx
T y=0
3

: - _ _ 2
Mit der Masse M = p-V = p- 1% folgt | I, = 2 M I* | o

Anwendungsbeispiel 11.15 (Massentrigheitsmoment eines Zylin-
ders).

z Gesucht ist das Trégheitsmoment eines Zylinders der
Hohe H und Grundfliche m R? beziiglich der z-Achse.
C =5 Zur Berechnung des Triagheitsmomentes verwenden wir
T Zylinderkoordinaten

h
I,=p /// (J:2+y2) dx dy dz
(K)

l X

Abb. 11.18. Zylinder =p /// r? rdrdpdz
(K)

H 2m R R4
:p/ / / rdrdedz = p— 27 - H.
2=0 Jp=0Jr=0 4

Mitp:%:ﬂ%folgt IZ:M%RZ. O
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MaprLe-Worksheets zu Kapitel 11

g Auf der CD-Rom ist die MAPLE-Prozedur starr enthalten, die al-

le Formeln zur Bestimmung von Volumen, Schwerpunktskoordinaten
und Tragheitsmomenten starrer Koérper sowie die Berechnung von Dreifachin-
tegralen iiber dreidimensionalen Gebieten zusammenfasst. Wahlweise kann mit

kartesischen Koordinaten, Zylinder- oder Kugelkoordinaten gearbeitet werden.

Die folgenden elektronischen Arbeitsblitter stehen fiir Kapitel 11 mit MAPLE
zur Verfligung.

Doppelintegrale mit MAPLE
Dreifachintegrale mit MAPLE
Linienintegrale mit MAPLE
Oberflachenintegrale mit MAPLE

11.3 Aufgaben zur Integralrechnung

11.1 Berechnen Sie die folgenden Doppelintegrale

3 1—z
/ / xz dy dx b) / / (25 — z% — y2) dy dx
=0 : =0 y=0
= = Y
/ / sin (z +y) dzdy d) / / z - cos(z +y) dedy
y=0 r=m/2 y=0J z=m

11.2 Bestimmen Sie das Doppelintegral iiber das schraffierte Gebiet G fiir die
Funktion z = x — y, indem Sie sowohl Integralformel (D1) als auch (D2)

anwenden:

I:féf(:rfy) dG

Il
ﬁﬁ
o
<3
o
p
8
|
N
S
QL
<
QL
5]

11.3 Zeigen Sie, dass der Wert der beiden Gebletsmtegrale I und Iy gleich ist

I = / / 2zydydx I, = / / 2zydrdy
=0 y=0 y=0 T=\/Y

11.4 Bestimmen Sie den Flicheninhalt des Halbkreises mit Radius R = 2 und
Mittelpunkt (2, 0) in der oberen Halbebene, indem Sie in Polarkoordinaten

11.3
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11.7
11.8

11.10

11.11
11.12

11.13

11. Integralrechnung bei Funktionen mit mehreren Variablen

das folgende Integral berechnen

2 ks
//1d:vdy:/ / rdpdr .
r=0 J ¢=0

(@)

Gegeben sind die Kurven von y=—z (z —3) und y=—2uz.
a) Welche Fliche schlielen sie ein?

b) Wie lauten die Koordinaten des Flichenschwerpunktes?

Bestimmen Sie die axialen Fldchenmomente I, und I, sowie das polare

Flachenmoment I, eines Viertelkreises mit Radius R.
Bestimmen Sie den Schwerpunkt der Dreiecksfliche (Abb. a).

Bestimmen Sie den Schwerpunkt des Halbkreises mit Radius R (Abb. b).

z
z

y y y

Abb. a Abb. b Abb. ¢ Abb. d

Berechnen Sie die Dreifachintegrale

1 z y+1

a) / / / 2? de dydz
z=0 y:zzfl =y
l z x+z

b) / / / zyzdydrdz
z=—1 =z y=xr—z

™ /2 R
c) / / / 72 cos ¥ sin  dr di dp
p=0J Y=—m/2J r=0

R R \/a:2+y2
d) / / / rdrdydz
rz=—R y=0 r=0

Bestimmen Sie die Schwerpunktskoordinate zs; sowie die Massentrigheits-
momente des Rotationskérpers, der durch Rotation von z? an der z-Achse
entsteht. Fiithren Sie zur Beschreibung des Korpers Zylinderkoordinaten ein
(vgl. Abb. ¢).

Bestimmen Sie die Massentrégheitsmomente einer Halbkugel (z > 0).

I:/// ;czyd:cdydz
G
wobei

G={(z,y,2):2>0,y>0,2°+y*°<1,0<z<1}.
(Zur Berechnung fithre man Zylinderkoordinaten ein; vgl. Abb. d.)

Gesucht ist das Integral

Gesucht ist der Schwerpunkt des Zylinderstiicks aus Aufgabe 11.12.
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12 Gewdhnliche Differenzialgleichungen

Differenzialgleichungen sind fiir die Natur- und Ingenieurswissenschaften un-
entbehrlich, da durch sie viele Naturgesetze ausgedriickt werden. Differenzi-
algleichungen sind das Ergebnis einer mathematisch-physikalischen Modellie-
rung, welche die auftretenden Phiinomene moglichst gut beschreibt. Aber nicht
nur das Losen von Differenzialgleichungen innerhalb der Mathematik ist fiir
den Ingenieur wichtig, sondern gerade auch das Aufstellen dieser Modellglei-
chungen. Daher werden wir in jedem Abschnitt zunichst fiir anwendungsre-
levante Beispiele die Herleitung von Differenzialgleichungen beschreiben und
anschlieffend auf das systematische Losen der unterschiedlichen Typen von
Differenzialgleichungen eingehen.

Begriffsbestimmung: Eine Differenzialgleichung ist eine Gleichung,
in der neben der gesuchten Funktion (oder mehreren Funktionen)
auch Ableitungen dieser Funktion (bzw. Funktionen) vorkommen. Ei-
ne gewohnliche Differenzialgleichung ist eine Gleichung, in der nur
Funktionen und deren gewohnliche Ableitungen auftreten, im Gegensatz
zu partiellen Differenzialgleichungen, bei denen auch partielle Ablei-
tungen in der Bestimmungsgleichung enthalten sind.

Wir werden in diesem Kapitel nur gewohnliche Differenzialgleichungen behan-
deln und daher im Folgenden den Zusatz gewohnlich unterdriicken. Die par-
tiellen Differenzialgleichungen werden exemplarisch in einem separaten CD-
Kapitel auf der behandelt. Beim Auftreten von nur einer unbekannten Funk-
tion hat eine gewohnliche Differenzialgleichung die allgemeine Form

F(z,y(z),y’(x),...,y(")(:z:)):O.

Die Ordnung der hiochsten in einer Differenzialgleichung auftretenden Ablei-
tung heiffit Ordnung der Differenzialgleichung. Eine Differenzialgleichung
heifit linear, wenn alle Ableitungen der Funktion sowie die Funktion selbst li-
near (d.h. proportional) vorkommen. Ansonsten heifit die Differenzialgleichung
nichtlinear. Im Folgenden gehen wir davon aus, dass die Differenzialgleichung
die Form

Yy (@) + an-1 (@) y" D (@) + .o+ (@) ¥ (2) +ao (2) y (2) = £ (@)

besitzen, wobei die Koeffizienten a; (x) und die rechte Seite f (z) bekannte,
gegebene, stetige Funktionen sind. Obige Differenzialgleichung ist linear, weil
die gesuchte Funktion y (z) und all ihre Ableitungen nur in linearer Form auf-
treten.
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In Abschnitt 12.1 behandeln wir lineare Differenzialgleichungen erster Ordnung
sowie den Spezialfall mit konstanten Koeffizienten. In Abschnitt 12.2 werden
Systeme von linearen Differenzialgleichungen mit Hilfe der Eigenwerte und Ei-
genvektoren der zugehorigen Systemmatrizen gelost, wihrend in 12.3 lineare
Differenzialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten behandelt
werden.

Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich zusétzlich ein separater Abschnitt
12.4 iiber das numerische Losen von Differenzialgleichungen erster Ordnung
mit einem qualitativen Vergleich der Euler-, Pradiktor-Korrektor- und Runge-
Kutta-Verfahren sowie die Anwendung der numerischen Verfahren mit MAPLE
auf zahlreiche Anwendungsbeispiele. In Abschnitt 12.5 werden Differenzialglei-
chungssysteme 1. Ordnung am Beispiel von elektrischen Filterschaltungen mit
dem Euler-Verfahren numerisch gelost.

12.1 Differenzialgleichungen erster Ordnung

Wir beschéftigen uns in diesem Abschnitt hauptséchlich mit linearen Differenzialglei-
chungen erster Ordnung. Wichtig bei der mathematischen Darstellung der Losung
ist, dass die allgemeine Losung der Differenzialgleichung sich zerlegen lésst in die
allgemeine Losung des homogenen Problems plus einer partikuldren Losung der in-
homogen Differenzialgleichung. Diese spezielle Struktur der Losung iibertrégt sich
sowohl auf die linearen Differenzialgleichungssysteme wie auch auf die Differenzial-
gleichungen n-ter Ordnung.

Die Methoden, die wir zum Losen der Differenzialgleichungen erster Ordnung einfiih-
ren sind Trennung der Variablen fiir das homogene und Variation der Konstanten
fiir das inhomogene Problem. Die Lésungsmethoden werden anhand zahlreicher An-
wendungsbeispiele geiibt. Dieser Abschnitt beinhaltet auch einen Ausblick iiber das
numerische Losen von Differenzialgleichungen.

Hinweis: In zusétzlichen Abschnitten auf der CD-Rom werden numerische Verfah-
ren zum Losen von Differenzialgleichungen eingefiihrt, Differenzialgleichungen mit

MAPLE gelost sowie viele weitere Anwendungsbeispiele diskutiert.

12.1.1 Einleitende Problemstellungen

Im Folgenden werden einige Problemstellungen aus Physik, Elektronik und
anderen Anwendungen modelliert. Diese Beispiele zeigen auf, wie man vom
physikalischen Problem zu einer mathematischen Modellgleichung, ndmlich in
diesem Fall zu einer Differenzialgleichung erster Ordnung, kommt.



12.1 Differenzialgleichungen erster Ordnung 477

Anwendungsbeispiel 12.1 (RL-Kreis).

Ein Widerstand R, eine Spule mit Induktivitit L R

und eine Batterie mit Spannung Up sind mit ei- I(t)=2r:7

nem Schalter S in Reihe geschaltet. Der Schalter ist

zunéchst offen und wird zur Zeit t = 0 geschlossen. U, M |-§
Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist der Strom Null: I (0) = 0.

Wie verhélt sich der Strom I (¢) als Funktion der s~

Zeit fir ¢ > 07 Abb. 12.1. RL-Kreis
Zur Losung des Problems stellen wir zunéchst die Bestimmungsgleichung fiir
den Strom auf. Nach dem Maschensatz gilt fiir die Masche M, dass der Span-
nungsabfall entlang R plus dem Spannungsabfall entlang L gleich der angeleg-
ten Spannung Up ist:

Ur+UL=Ug

Mit dem Ohmschen Gesetz (Ugr = R - I (t)) und dem Induktionsgesetz (Ur =
L %(tt)) folgt weiter

d
= EI(t)—i—%I(t): 1Up mit 1(0)=0.

Dies ist eine gewohnliche, lineare Differenzialgleichung erster Ordnung fiir den
Strom I (t). Gesucht ist eine Funktion I (¢), welche die obige Differenzialglei-
chung mit der Anfangsbedingung erfiillt.

Wie man durch Nachrechnen bestétigt, ist die
Losung gegeben durch

1(t)=Y (1-e£1).

>

Denn setzen wir die Ableitung von I(t)

und die Funktion in die Differenzialgleichung ein, folgt

Abb. 12.2. Stromverlauf I(t)

S i+ EI0 = Yot 2 (1o ) =L,

Die Funktion I(t) erfiillt also die Differenzialgleichung und besitzt die gefor-
derte Anfangsbedingung I (0) = Y2 (1—¢°) = 0. O
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Anwendungsbeispiel 12.2 (Barometrische Hohenformel).

Der Luftdruck p(h) in der Hohe h iiber dem Meeresspiegel

[
hy wird verursacht durch das Gewicht der iiber der Fliche A las-
: tenden Luftsdule. Der Druckunterschied p (h) — p (h + dh) ist
! gleich dem Gewicht G der vertikalen Luftséule mit Querschnitt
: A, die sich zwischen h und h + dh befindet. Fiir kleine dh neh-
l men wir an, dass die Dichte p (h) in dieser Luftsiule konstant
h+dhi ist:
h A
: A{Mh)—p(h+dh)=G=dng=p(h) A-dhg .
l Die Division durch dh und der anschlieBende Grenziibergang
0 dh — 0 licfert
Abb. 12.3.
. h+dh) —p(h
Hohenformel p/ (h) = dl}%filo p( dli p( ) =—gp (h) .
Wird die Luft als ideales Gas betrachtet, so gilt folgender Zusammenhang
zwischen p, p und der Temperatur T: | p = a% mit einer Konstanten «.

(i) Betrachtet man die Temperatur T als konstant und unabhéngig von der

Héhe und fiihrt die Konstante 3 = g7 ein, erhilt man die lineare Diffe-

renzialgleichung 1. Ordnung mit Anfangsbedingung p(ho) = po

p(h)

p'(h)=-agyg T = —Bp(h).

Die Losung dieser Differenzialgleichung lautet

p(h) = po e—B (h—ho) (Barometrische Héhenformel).

(ii) Die obige Differenzialgleichung ist wegen der Annahme 7' = const nur in
einem kleinen Bereich giiltig. In Realitéit fillt die Temperatur mit zuneh-
mender Hohe. Die einfachste Modellannahme ist, dass T einen linearen
Temperaturabfall besitzt:

T(h)=Ty—b (h—h) .

Dies fiihrt auf die lineare Differenzialgleichung erster Ordnung

P () = %p(h) mit p (ho) = po.
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Wie man wieder durch Nachrechnen bestétigt, ist

ag

b

p® =p0 (1= 7 (1= o))

die Losung der Differenzialgleichung. O

Anwendungsbeispiel 12.3 (Radioaktiver Zerfall).

Sei n (t) die Anzahl der zum Zeitpunkt ¢ gegebenen Atome einer radioaktiven
Substanz. Die Menge dieser Substanz, die in einer Zeitspanne dt zerfillt, ist
proportional zur vorhandenen Substanz und zur Zeitspanne dt:

n(t+dt) —n(t) ~ —dt-n(t).
Fiihrt man die Proportionalitétskonstante A > 0 ein, gilt
n({t+dt)—n(t) =-Adtn(t).

Da die Anzahl der radioaktiven Atome abnimmt, steht auf der rechten Seite
der Gleichung ein Minus als Vorzeichen. Division durch dt und anschlieender
Grenziibergang dt — 0 liefert

n' (t) = lim n{t+dt)—n(t)

dt—0 dt =-An() (Zerfallsgesetz).

Dies ist eine lineare Diflerenzialgleichung ers-
ter Ordnung mit der Anfangsbedingung n (0) =

N. Diese Differenzialgleichung hat als Losung net)

n(t) = Ne

! Tt

was man durch direktes Einsetzen der Funktion  Abb-12.4. Radioaktiver Zerfall

n(t) in die Differenzialgleichung wieder nachpriift. O

Im Folgenden werden wir kldren, wie man systematisch Losungen von linearen
Differenzialgleichungen 1. Ordnung bestimmt. Mathematisch erhélt man die
folgende, allgemeine Problemstellung:
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Allgemeine Problemstellung: Wir betrachten in einem Intervall I die
lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung

y' () = h(x)y (@) + f(2), (D1)

wenn h(z) und f (z) gegebene, auf dem Intervall I stetige Funktionen
sind. Fiir

f(x) #0 heiit (D1) eine inhomogene Differenzialgleichung und fiir
f(x) =0 heiBt (D1) eine homogene Differenzialgleichung.

Im Falle einer inhomogenen Differenzialgleichung nennt man f (z) # 0 die
Inhomogenitét oder die Stérfunktion.

© 12.1.2 Lésen der homogenen Differenzialgleichung
Wir behandeln zunéchst das homogene Problem

mit der Anfangsbedingung y (z) = yo. Die Losung dieser Differenzialgleichung
erfolgt durch die Methode der Trennung der Variablen. Dazu ersetzen wir
y' (z) durch j—g und trennen die Variablen, indem wir formal die Gleichung mit
dx multiplizieren und durch y dividieren:

d
ﬁ =h(@)y(@) = <2 =h(z)de.
Die anschlieflende Integration liefert

Y dy z z
/ #:/ h(i) di = 1ng|g(]:1n1:/ h(i) di .
Yo Y Zo Yo xo

Wendet man auf beiden Seiten der Gleichung die Exponentialfunktion an,

erhélt man als Losung
/ h(E) d&
: (H)

y(z) =yoe’ =

Mit Hilfe der Formel (H) ist man in der Lage durch die Berechnung des be-
stimmten Integrals f;o h (%) dZ jede homogene lineare Differenzialgleichung
erster Ordnung zu 16sen. In den Anwendungen wird oftmals auch die Methode
Trennung der Variablen statt dieser Losungsformel verwendet.
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Anwendungsbeispiel 12.4 (RL-Kreis).

Der unter Beispiel 12.1 diskutierte RL-Kreis ist
zunéchst geschlossen. Zum Zeitpunkt ¢y = 0 wird 0
die Batterie {iberbriickt. Dann gilt

d R , B I(t)
%I(t)JrZI(t) =0 mit 1(0)=1.

1 >,

I (t) = 75 T (t) Abb. 12.5. Stromverlauf I(t)

Die Losungsformel (H) fiir homogene Differenzialgleichungen liefert

t
(-L&y ar
/t v - & (t—tq) t
0 L

=1Iye =1Iye © . o

3=

I(t):loe

Anwendungsbeispiel 12.5 (Barometrische Hohenformel).

Die unter Beispiel 12.2 (i) und (ii) angegebenen Differenzialgleichungen werden
ebenfalls mit der Formel (H) gelost:

(i) p'(h) = =Bp(h): ~
< p(h) =p(ho) ef’?o —Bdh _ p (ho) e~ B (h—ho)

(i) ' (h) = — gty 2 ()

—a

‘ho_ —ag  E ag o h
It Too () 9 1n(Ty—b (h ho))‘ho

—p(h)=p(ho) e =p(ho) e

Durch Einsetzen der oberen und unteren Grenze folgt fiir das Argument
der Exponentialfunktion

(- (h=ho))|, = 5L (T —b (= ho)) — In ()

_Oég T‘()—b(h—ho)_ b b
=3 In T =In(1l T (h — hg) .

Wir erhalten damit insgesamt fiir die Funktion p(h)

p(h) =p(ho) <1—;(h—h0)> b . ]

0
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12.1.3 Losen der inhomogene Differenzialgleichung
Wir gehen nun zur inhomogenen Differenzialgleichung

y' (z) =h(@)y (@) + f(z)

mit der Anfangsbedingung y (xg) = yo iiber und berechnen die Losung der
Differenzialgleichung mit der Methode der Variation der Konstanten.

Die Losung des zugehorigen homogenen Problems y' (x) = h () y () ist
ffo h(Z) d&

y(z)=ce

Um ausgehend von dieser Losung eine Losung der inhomogenen Differenzial-
gleichung zu erhalten, variieren wir die Konstante ¢, indem wir ¢ als Funktion
¢ (x) zulassen und fiir y () den Produktansatz

J‘;?U h(z)d&

y(@) =clo)- ()| mit o) =e

wihlen. Um diesen Ansatz in die Differenzialgleichung einzusetzen, differen-
zieren wir y (z) mit der Produktregel

y'(x) = @) @) +cl) ¢ (2)
= (@) @)+ c() ¢(x) h(n),
I3, (@) s

da ¢’ () = e ~h(z) = ¢ (x) h(z). Ersetzen wir ¢ (x) - ¢ (z) = y (x)
und setzen den Ansatz nun in die Differenzialgleichung ein, folgt weiter

y ()= (@) ¢ @) +h@) yl@) = (@) +h@) y@) .

Damit ist y () Losung der inhomogenen Differenzialgleichung, wenn

d(z) p(@)=f(x) = (2)=

Die anschlieflende Integration liefert

c(w):co+/x£§§§ dz .

Die Losung der inhomogenen Differenzialgleichung y (z) = ¢ (x) - ¢ (z) ergibt
sich damit zu

y(z) =) (cO+ :O Z;Ez; di:).

Die Konstante ¢y muss so gewihlt werden, dass y (zo) = yo :>.
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Bemerkung zur Methode: Immer dann, wenn Teillosungen einer Differenzi-
algleichung bekannt sind, versucht man weitere bzw. andere Losungen der Dif-
ferenzialgleichung zu konstruieren, indem man die Teilinformation in einem
speziellen Ansatz beriicksichtigt. Im Falle der inhomogenen Differenzialglei-
chung ist die Teilinformation die Kenntnis der homogenen Lésung ¢ (). Die
Idee der Variation der Konstanten ist, dass durch die Inhomogenitét der Dif-
ferenzialgleichung die Amplitude der homogenen Losung sich variabel dndert.
Daher multipliziert man die homogene Losung ¢ () mit einer ortsabhingi-
gen Amplitude ¢ (z). Diese unbekannte Amplitude wird durch Einsetzen des
Ansatzes in die Differenzialgleichungen bestimmt.

Bemerkung: Es ist nicht unbedingt notwendig, diese fertige Losungsformel
auswendig zu lernen. In den Anwendungen werden oftmals die Losungsverfah-
ren auf den konkret gegebenen Fall angewendet:

(1) Losung der homogenen Differenzialgleichung ¢’ (z) = h(z) y(x) durch

Trennung der Variablen bzw.

JZ h(&)dz
y(z)=ce™

(2) Variation der Konstanten mit dem Ansatz

Iy h(@) dE

y(z) =c(z)-e : O
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Beweis des Satzes iiber lineare Differenzialgleichungen 1. Ordnung: Dass die
angegebene Formel eine Losung des Anfangswertproblems liefert, d.h. die Dif-
ferenzialgleichung und die Anfangsbedingung y (z¢) = yo erfiillt, rechnet man
nach, indem man die Funktion in die Differenzialgleichung einsetzt.

Dass y (x) die einzige Losung der Differenzialgleichung mit Anfangsbedingung
ist, sieht man folgendermafien leicht ein: Sei y2 (x) ebenfalls eine Losung. Dann
gilt fiir die Differenz

d(z) =y (z)—y2 (z)
durch Differenzieren

d'(z) =y (x) —yo (z) = h(z)y(@)+f(@)—[h(z)y () + f(2)]
= h(z) (y(@) —y2 () = h(z)-d(z)

mit d(xzg) = y (o) — y2 (o) = 0. Also ist d(z) Losung der homogene Diffe-
renzialgleichung

d (x)=h(z)d(zr) mit d(xg)=0. (%)

Wir zeigen nun, dass die Differenz d (x) = 0 fiir alle z € I. Damit folgt dann,
dass y(z) = yo (z) fiir alle x € I und y(x) die einzige Losung ist. Dazu
definieren wir

x

- h(%) d

u(x):=d(x)e =~ "

Mit der Produkt- und Kettenregel gilt fiir die Ableitung

W@ =d@e 7 td@ye " (“h@)
—d (@) —h@) d@)]-e T =0,
-0

da d (z) Losung der homogenen Differenzialgleichung (x).
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Also ist u(x) eine konstante Funktion. Die Konstante kann man z.B. durch
Auswerten von u(x) an der Stelle 2y bestimmen: Mit u (x¢) = const = d (zg) =
0 = wu () = 0. Damit ist d die Nullfunktion: d (z) = 0, so dass y (z) = y=2 (z)
fiir alle z € 1. =

Beispiel 12.6. Gegeben ist die Differenzialgleichung
y () =2xy(z) + 2> mit y(0) = yo

Gesucht ist die Losung y(x), welche die Anfangsbedingung erfiillt.

Wir 16sen diese Differenzialgleichung in drei Schritten. Zuerst bestimmen wir
die allgemeine Losung der homogenen DG, berechnen dann eine spezielle Losung
der inhomogenen DG und setzen anschlieflend beide Teile zusammen:

(1) Losung der homogenen Differenzialgleichung ¢’ (x) = 22 y (x) durch For-
mel (H)

(2) Losung der inhomogenen Differenzialgleichung ¢’ () = 2z y (z) + 23 mit
Formel (I):

> T
e
0

Die Berechnung des unbestimmten Integrals erfolgt zunéchst durch eine
Substitution (¢ = t2, d¢ = 2t dt)

1
/t3e—t2dt:/t3e‘5§—§=§/Se‘fdi

und anschlieSender partieller Integration
1

5 [eecae=; [—fe—u/e—édg] L getm e

Durch Riicksubstitution (¢ = t?) und Einsetzen der Grenzen gilt fiir das
bestimmte Integral

z 2
/ et dt =
0

(3) Die allgemeine Lésung der Differenzialgleichung lautet damit

z 1 1
[— et e_tz}o =5~ 56_$2 (z2+1) .

N | =

2 2.1 1 2 2 1 2 1
y(@) =yoe” +e" [—ge " (@D =goe” 45" —5 (2" +1) . D
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Anwendungsbeispiel 12.7 (RL-Kreis).

Mit der Losungsformel (I) fiir inhomogene lineare Differenzialgleichung be-
handeln wir das in Beispiel 12.1 gestellte Problem des RL-Kreises:

f(t)z—%[(?ﬁ)—i—%UB mit 7 (0) = 0.

(1) Die Losung der homogenen Differenzialgleichung I () = — & I (t) ist nach

Formel (H)

I, (t) =ce

S

t

(2) Damit erhilt man mit Iy = 0 die Losung der inhomogenen Differenzial-
gleichung iiber Formel (1)

1(t)

Il
® I
3=
7 N
S
+
s 2
<
=5
® I
S
N
QU
\]
N———

Dies ist genau der Stromverlauf, der in Beispiel 12.1 diskutiert wurde. 0O

Anwendungsbeispiel 12.8 (Modellierung des RC-Kreis).

Ein Widerstand R, ein Kondensator mit Kapa-
zitdt C' und eine Spannungsquelle Uy (t) sind mit
einem Schalter in Reihe geschaltet. Der Schalter
U, o C==l’U(t)=2 ist zunéchst offen und wird zur Zeit t = 0 ge-
schlossen. Wie verhélt sich die Spannung U (t)
s am Kondensator als Funktion der Zeit fir ¢ >
07

R
e

Abb. 12.6. RC-Kreis
Nach dem Maschensatz gilt fiir die Spannungen

Ur(t) + U (t) = Up(t) . (%)
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Am Ohmschen Widerstand ist Ug(t) = R - I(t). An der Kapazitit gilt

U(t) = %Q(t) _ % /I(t) it = U(t) = %I(t) = () =C-U),
Ur(t)=R-I(t)= RC-U(t).
Eingesetzt in die Gleichung (x) folgt

RCU@)4+U(@t)=Uy(t) mit U(0)=0

Anwendungsbeispiel 12.9 (RC-Kreis bei Gleichspannung).

Fiir eine konstante Batteriespannung U, (t) =
Uy erhélt man analog dem Vorgehen von Bei- U,
spiel 12.7 als Losung

f > t

Abb. 12.7. Ladekurve eines Kon-

densators

Die Spannung am Kondensator U (¢) und damit
die Ladung Q (t) = C - U (t) wichst mit der Zeit asymptotisch auf U, bzw.
Qo =C U an. O

Beispiel 12.10 (Musterbeispiel/ Anwendungsbeispiel).

Ist die Eingangsspannung in Abb. 12.6 eine Wechselspannung
U, (t) = Ub sin (wt)

mit dem Scheitelwert U, und der Frequenz w, so erhilt die Differenzialgleichung
die Form
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(1) GeméiB dem Formel (H) 16sen wir zunéichst die homogene Differenzialglei-

chung
. 1 / “Ro o T
U(t)=-—=U(t) durch Uy (t)=¢"° =e "9,

RC

(2) AnschlieBend verwenden wir die Losungsformel (1)

Ut)=e ™" (U(0)+Ub " sin (wr) m) .

RC 0 67% T

Zur Berechnung des Integrals integrieren wir zweimal partiell

-

L t
cos ( Ro RC] .

= [sin (wt) - RC - eW / w cos (wT) RCeRC dr
0
RC sin (wt) e "', RC {

¢ -
—|—/ w sin (wr) e RCd’T}

0
= RC sin (wt) " (RC)? (cos (wt) R )
—w? (RC)2/ sin (wT) e dr
0

Da das verbleibende Integral auf der rechten Seite mit dem zu berech-
nenden Integral iibereinstimntlt, addieren wir auf beiden Seiten der Glei-

chung den Term w? (RC)? / sin (wr) e®e T dr und dividieren das Ergeb-
0
nis durch 1+ (w RC)*:

1 1 1,
/sin (wr) e™ dr= ——— {RC sin (wt) e
+ (wRC)

1

—w (RC)? cos (wt) €™ "tw (RC)2}.

(3) Setzen wir dieses Ergebnis in die Losungsformel ein, erhalten wir mit der
Anfangsbedingung U (0) =

1 1

' L {sin (wt) e™ —wRC cos (wt) e ' —|—wRC}

1+ (wRC)?
- B sin (wt) — w RC cos (wt) +wRCeiﬁt .
)2

Ut)=e ™
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Interpretation: Die Losung U (t) setzt sich zusammen aus einem exponentiell
abklingenden und einem periodischen Term.

Der exponentiell abklingende Term spiegelt den Einschwingvorgang wider.
Das Langzeitverhalten der Losung ist jedoch durch den periodischen Anteil
bestimmt. In Abb. 12.8 ist die Losung fiir die Parameter RC' = 10, U, =1
und w = 1 gezeichnet. Daran erkennt man gut den Einschwingvorgang sowie
das Langzeitverhalten.

A

0 10 0

—0.05

-0.1 Abb. 12.8. Lésung der DG

Physikalische Interpretation: Wir stellen diesen periodischen Anteil der
Losung als reine harmonische Schwingung mit Amplitude A, Frequenz w und
Phase ¢ dar:

sin (wt) —w RC' cos (wt) = A sin (wt + @) (%)

Um A und ¢ zu bestimmen benétigen wir zwei Gleichungen. Dazu wenden wir
das Additionstheorem fiir die rechte Seite an

A sin(a+ ) = A sin(a) cos(8) + A cos(a) sin(3).
Mit o = wt und 8 = ¢ erhalten wir durch Koeffizientenvergleich

—wRC =Asing . (1)
1=Acosp. (2)

Dividiert man Gleichung (1) durch (2), folgt

tanp = —RCw |= ¢ . (3)
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Addieren wir die quadrierten Gleichungen (1) und (2) folgt

1+ (RCw)® = A% cos® ¢ + A%sin® ¢ = A%(cos? p 4 sin® p) = A2

= |A=4/1+ (RCw)". (4)

Aus (3) und (4) folgt insgesamt fiir die Losung U (t)

A

Uy
1+ (wRC)?

U (t) = Einschwingvorgang + sin (wt + ). m]

© 12.1.4 Lineare Differenzialgleichungen mit konstantem Koeffizient

Durch die beiden Formeln (H) und (I) ist jede lineare Differenzialgleichung
1. Ordnung im Prinzip 1osbar. Die Auswertung der Integrale kann aber sehr
aufwindig werden. In vielen Fillen braucht man nicht auf diese Integraldar-
stellung der Losung zuriickgreifen, sondern ermittelt eine partikulidre Losung
durch einen speziellen Losungsansatz. Dies ist insbesondere fiir die Differenzi-
algleichungen mit konstanten Koeffizienten der Fall. Beim konkreten Problem
wird entsprechend dem Typ der Inhomogenitét ein Ansatz fiir die partikuldre
Losung mit freien Parametern gewéhlt. Diese Parameter bestimmt man an-
schliefflend durch Einsetzen des Ansatzes in die Differenzialgleichung. Bei die-
ser Methode des Ratens der partikuldren Losung ist zu beachten, dass sie nur
in einfachen Féllen zum Ziele fiihrt.

(» Homogene Lésung
Zum Losen der homogenen linearen Differenzialgleichungen mit konstantem
Koefhizient o,

Y (z) =a-y(z),

wahlen wir den Ansatz

yn (z) = cer?

und setzen diese Funktion in die Differenzialgleichung ein:

Ax

chert=a-cer s =a.

Die allgemeine Losung der homogenen Differenzialgleichung lautet somit

yn () = ce*”.
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® Partikuldre Lésung
Wir betrachten die inhomogene lineare Differenzialgleichung

Y () = ay(x)+ f(2)

mit « # 0. Je nach Inhomogenitét (Stérfunktion) f lisst sich eine partikuldre
Losung durch einen einfachen Ansatz finden. Fiir hdufig auftretende Stérfunk-

tionen geben wir die Ansatzfunktionen in Tab. 12.1 an.

Tabelle 12.1: Partikulire Losungen fiir spezielle Inhomogenitédten.

(Exponentialfunktion)

Inhomogenitét Ansatzfunktion Parameter
f(m):;aixi yp(m)zzn:A”"i Aoy -5 An
(Polynom vom Grad n) =0
T a(.SSiirrllu(sC:Li)regung) Yp (x) = Asin (wz)+B cos (w) 4, B
T :(I(;c;siiii:rﬁegung) yp () = Asin (wz)+B cos (wr) 4, B
f(z)=ae"” (u#a) yp (1) = Aeh® A

Bemerkung: Besteht die Inhomogenitit f(x) aus einer Summe von meh-
reren Storgliedern, wihlt man fiir jedes Storglied einzeln die entsprechende
Ansatzfunktion und bestimmt durch Einsetzen der Ansatzfunktion in die Dif-
ferenzialgleichung die zugehorigen Parameter. Zum Schluss addiert man alle
partikuldren Losungen auf und erhélt eine spezielle Losung des gestellten, in-

homogenen Problems.

Beispiel 12.11 (Musterbeispiel).

Gesucht ist die allgemeine Losung der linearen Differenzialgleichung

Y (x) =4y (z) +2°.

(1) Die homogene Differenzialgleichung ¢’ (z) = 4 - y (x) losen wir mit dem

Ansatz

yn (z) = cer®.

In die Differenzialgleichung eingesetzt, ergibt sich

et =4ce’® - N=4 =y, (x)=ce

4z
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(2) Eine partikuldre Losung der inhomogenen Differenzialgleichung
Y (x) =4-y(x) +a°

bestimmen wir nach Tabelle 12.1 durch den Ansatz

Yp (@) =az®+ bz’ +cx+d,

da die Inhomogenitit f(z) = 2 ein Polynom vom Grad 3 ist. Die Ansatz-
funktion in die inhomogene Differenzialgleichung eingesetzt, ergibt

3az?+2br+c L daz® +4bz?2+4dcx+4d+ 23

= (4a+1)az3+4ba?+4cax+4d.

Ein Koeffizientenvergleich liefert fiir absteigende Potenzen in x

23 4a+1=0 — a:fi
2. - __3 __ 3
CUO: 4c:2b:—3§ — c-—3—%

Eine partikuldre Losung ist also
1., 3 , 3 3
b (0) = =3 T e TR s

(3) Somit ist die allgemeine Lésung der inhomogenen Differenzialgleichung

! 3 3 3
y(@) =yn (@) +yp(2) =cet” — 2’ —ma? — o -0 | 0

Beispiel 12.12 (Musterbeispiel, mit MAPLE-Worksheet). Die Differen-
zialgleichung aus Beispiel 12.10 lautet fiir eine Wechselspannung U, (t) =
Up sin (wt) mit R-C =1

U@t)=—U )+ Upsin (wt); U (0)=0.

(1) Die homogene Differenzialgleichung U (t) = —U (t) 16sen wir durch den

Ansatz Uy, (t) = ce*. In die Differenzialgleichung eingesetzt, folgt A = —1.
= U (t)=ce .

(2) Zum Losen der inhomogenen Differenzialgleichung wihlen wir fiir eine
partikuldre Losung geméfl Tabelle 12.1 den Ansatz:

Up (t) = Asin (wt) + B cos (wt) (%)
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und setzen U, (¢) in die inhomogene Differenzialgleichung ein, um die noch
unbekannten Konstanten A und B zu bestimmen:

Aw cos (wt) — Bw sin (wt) = —A sin (wt) — B cos (wt) + Uy sin (wt) .

Wir ordnen die rechte Seite der Gleichung nach Vielfachen von cos (wt)
und sin (wt)

(—Bw) sin (wt) + (Aw) cos (wt) = (Ub - A) sin (wt) — B cos (wt) .

Die Gleichung ist fiir alle ¢ nur dann erfiillt, wenn die Koeffizienten sowohl
der Sinus- als auch der Kosinusfunktionen auf beiden Seiten der Gleichung
iibereinstimmen. Ein Koeffizientenvergleich in cos (wt) und sin (wt) auf bei-
den Seiten dieser Gleichung fithrt zu dem linearen Gleichungssystem

cos(wt): Aw = -B (1)

sin(wt): —Bw = Uy,— A (2)

aus welchem A und B zu bestimmen sind. Setzt man (1) in (2) ein, gilt
Mit (1) folgt dann

Somit ist eine partikuldre Losung nach (%)

Up (t)

= j_ T [sin (wt) — w cos (wt)] .

Die allgemeine Lésung lautet

U)=U,(t)+U,(t) = ce 21l [sin (wt) — w cos (wt)].

Zum Schluss bestimmen wir die Konstante ¢ durch die Anfangsbedingung
U (0) = 0:

Uy
o 0—w] = c=

0=c+

Damit ist die Losung des Problems gegeben durch

Ul(t) = wQU_T_ 1 [we™t + sin (wt) — w cos (wt)],

welche fiir RC' = 1 mit der Endformel aus Beispiel 12.10 iibereinstimmt.0
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12.1.5 Nichtlineare Differenzialgleichungen 1. Ordnung

Die Methode Trennung der Variablen wird nicht nur beim Lésen von homoge-
nen linearen Differenzialgleichungen eingesetzt, sondern einfache nichtlineare
Differenzialgleichungen lassen sich ebenfalls mit dieser Methode 16sen.

Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich ein erweiterter Abschnitt, in dem ne-
ben der Trennung der Variablen auch Substitutionsmethoden eingefiithrt wer-
den, um nichtlineare Differenzialgleichungen zu losen.

Differenzialgleichung mit trennbaren Variablen
Wir betrachten die Differenzialgleichung

Y (z) = f () g(y)

mit einer gegebenen stetigen Funktion g. Sofern ¢ nicht eine lineare Funk-
tion darstellt, ist die Differenzialgleichung nichtlinear! Sie hat aber die gleiche
Bauart, wie eine homogene lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung und l4sst
sich durch Trennung der Variablen l6sen. Man bezeichnet diesen Typ daher
auch als Differenzialgleichung mit trennbaren Variablen. Zum Lésen wird die
Differenzialgleichung wie folgt umgestellt

Yo F@) o) o) -da
Ay
9(y)

Die linke Seite der Gleichung enthélt nur noch die Variable y und die rechte
Seite nur noch die Variable x. Anschlieende Integration liefert

G@=/£%=/ﬂ@m-

Die Stammfunktion des linken Integrals G (y) wird anschlieBend nach y auf-
gelost, was in vielen Féllen moglich ist.

= f(z) - dzx.

Beispiel 12.13. ' (z) = ¢¥(®) cosz  mit y (0) = yo.

Diese Differenzialgleichung lésst sich durch Trennung der Variablen 16sen:

d

Y ¥ cosa |: e -dx
dx

d

&~ cosa d.

ey
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Da hier ein Anfangswertproblem vorliegt, wihlen wir auf beiden Seiten der
Gleichung das bestimmte Integral. Die Integration iiber y erfolgt von gy ab
und die Integration iiber x von xq ab:

Yy _ xT
/ e*ydg:/ cos T dZT .
Yo 0
Wir fiithren die Integrationen auf beiden Seiten aus und losen anschliefend

nach y auf

—a1Y . ~|T — — .
—e yyoz sinz|, — —e Y+e ¥ =sinzx

— e V=e¢%-sinzg = y(&)=-In(e ¥ —sinz).

Bemerkung: Wihlt man statt dem bestimmten Integral die unbestimmte
Form / e Ydy = / cos x dx, ist bei der Integration eine Integrationskonstan-

te C' zu beriicksichtigen. Diese Konstante C' wird zum Schluss durch die An-
fangsbedingung y (0) = yo festgelegt. O

Anwendungsbeispiel 12.14 (Freier Fall mit Luftwiderstand).

Wir untersuchen die Sinkgeschwindigkeit v (t) eines Koérpers der Masse m unter
Beriicksichtigung der Luftreibung. Die am Koérper angreifenden Kréfte sind

(1) die Schwerkraft m g

(2) der Luftwiderstand —k v?, wenn eine quadratische Abhiingigkeit der Rei-
bungskraft von der Geschwindigkeit angenommen wird.

Dabei ist g die Erdbeschleunigung und k& der Reibungskoeffizient.

Nach dem Newtonschen Bewegungsgesetz ist die Beschleunigungskraft m %
gleich der Summe aller angreifenden Krifte

dv (t)

— L2
7 =M kv? (t).

Unter der Annahme, dass der freie Fall aus der Ruhe erfolgt, gilt zusétzlich
die Anfangsbedingung v (0) = 0.

Diese nichtlineare Differenzialgleichung 1. Ordnung l6sen wir durch Trennung
der Variablen:
dv k o k

_— = - . _ a2 .
i e : (g mv) dt
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dv

- —dr
gm0

Anschlielend integrieren wir
1 [ dv
g— = v2 9 Jo 1- 502

Das linke Integral ergibt sich zu f; dt = t. Zur Berechnung des rechten Integrals

substituieren wir £ = mig v. Damit ist d§ = 4/ mig dv und es gilt

[mem- V%
1——1;2

Nach der Riicksubstitution erhalten wir fiir das bestimmte Integral den Aus-
druck

1 [ dv 1 !
f/ 72% = —y/ 2 artanh (w/miﬁ)
9 Jo 1—mfg’U g g 0

Insgesamt folgt also

% artanh ©+cC.

= /7= artanh ( Lv) .
g

mg

t=,/%; artanh ( iv) .
\V kg V mg

Diese Gleichung 16sen wir durch Anwenden der Funktion tanh nach v auf:

VEL = artanh (\/ngv) < tanh (\/’th) =/
= v(t):@tanh(\/%t)

Dieses Geschwindigkeitsgesetz fiir die Fallgeschwindigkeit v(t) eines Kérpers
der Masse m mit Luftwiderstand ist in Abb. 12.9 skizziert:

A
v +t——— =

e

[e) »> t

Abb. 12.9. Fallgeschwindigkeit mit Luftwiderstand

Fiir t — oo wird die Endgeschwindigkeit vg :tlim v(t) = /52 erreicht,
da lim tanh(z) = 1. Der Korper fillt dann kriftefrei mit konstanter Ge-
schwindigkeit, da sich Reibungskraft und Gewichtskraft gegenseitig autheben.
O
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© 12.1.6 Numerisches Lésen von DG 1. Ordnung

(® Richtungsfelder, mit MapLE-Worksheet
Charakteristisch fiir die diskutierten Differenzialgleichungen ist, dass die Ab-
leitung der Funktion

y'(x) = f(z,y(@))

fiir jeden Punkt (x,y) der Ebene durch die rechte Seite der Differenzialglei-
chung f(z,y(x)) gegeben ist. Dies fithrt auf die Darstellung der Differenzi-
algleichung in Form eines Richtungsfeldes, in der in jedem Punkt der Ebene
die Steigung der Funktion y(z) (also f(z,y(z))) als Vektor aufgetragen wird.
Wiéhlen wir beispielsweise die Differenzialgleichung

y'(x) = —y(z)+1,

so ist das Richtungsfeld gegeben durch

0.5 -

0 5 4 X 6 8 10

Abb. 12.10. Richtungsfeld der Differenzialgleichung y'(z) = —y(z) + 1

Hat man zur Differenzialgleichung noch einen Startwert (Anfangswert) y(zo)
gegeben, dann kennt man den Punkt der Ebene (zg, y(zo)), in dem die Lésung
beginnt. Durch diese zusétzliche Information kann man nun die Lésung kon-
struieren, indem man ausgehend vom Startpunkt (xo,y(xo)) iiber die Steigung
der Funktion in diesem Punkt f(xo,y(x0)) zum néchsten Punkt an der Stelle
2o + dr kommt und damit y an der Stelle g + dz erhélt. Dann ist sowohl
y(xo + dz) als auch die Steigung y'(zo + dz) = f(zo + dz,y(xo + dz)) bekannt
und man konstruiert hieraus y(zo + 2dz) usw.

In Abb. 12.11 ist das Richtungsfeld der Differenzialgleichung zusammen mit
der Losung zum Anfangswert y(4) = 0 eingezeichnet.

Dieses Vorgehen fithrt auf das Euler-Verfahren zum numerischen Lésen von
Differenzialgleichungen erster Ordnung.
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Abb. 12.11. Konstruktion der Losung iiber das Richtungsfeld

(® Streckenzugverfahren von Euler
Wir gehen von dem Anfangswertproblem (AWP)

Y (t)=f(t y(t) mit y(to) =wo (1)

aus und werden dieses AWP fiir Zeiten tg < ¢t < T numerisch 16sen. Dazu
zerlegen wir das Intervall [tg, T] in N Teilintervalle der Linge
T -t

N

Die Groflen h und dt werden als Schrittweite bzw. Zeitschritt bezeichnet.
Wir erhalten als Zwischenzeiten

h=dt=

ti=to+j-dt  j=0,...,N

und werden die Losung nur zu diesen diskreten Zeiten tg, t1, to,..., ty berech-
nen: Ausgehend vom Startwert o bestimmen wir der Reihe nach N&herungen
Y1, Y2, - - -, yn fiir die Funktionswerte y (¢1), y (t2), ..., y (tx) der Losung von
(1). Man nennt dieses Vorgehen die Diskretisierung des AWP.

Fiir den Startwert (fo, yo) kennen wir nach Gl. (1) die exakte Steigung tan o
der Losungsfunktion

y' (to) = tana = f (to, yo) -

Fiir eine kleine Schrittweite h wird die Funktion y im Intervall [to,to + h]
durch ihre Tangente angen#hert (Linearisierung) (sieche Abb. 12.12 a). Fir
den Funktionswert y (¢1) gilt dann ndherungsweise

y(t1) =y (to+h)=y(to) +y (to) I

Wir setzen

y1 :=yo + f (to, vo) h.

Damit hat man den Funktionswert y(¢;) zum Zeitpunkt ¢t; durch y; an-
gendhert. Ausgehend von diesem fehlerhaften Wert y; berechnet man mit (1)
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die fehlerhafte Steigung y; = f (¢1, y1). Nun benutzt man y; und yi fiir die
Berechnung eines Naherungswertes fiir den néichsten Zeitpunkt to = t1 + h:

y(t) =yt +h)~=y(t)+vy (t1) h. (Linearisierung)

‘Wir setzen

yo :=y1 + f(t1, y1) h.

yo ist eine Niherung fiir den exakten Wert der Losung y (t2) zur Zeit to.

(@) Ay SaKe (b) AY®

, Tangente
Yid = = = = = =

Yot

Abb. 12.12. a) 1. Schritt des Polygonzugverfahrens b) Polygonzugverfahren nach Euler

Das beschriebene Verfahren wiederholt man fiir den neuen Punkt Py = (¢2, y2),
der in der Regel nicht auf der exakten Losungskurve liegt. Allgemein kann man
das Nédherungsverfahren beschreiben durch:

neuer Wert = alter Wert + Anderung der Losung

bzw.

Yneu = Yalt T f (tneua yalt) - h.

Man berechnet also, ausgehend vom Punkt Py = (g, yo) sukzessiv die Werte
yi+1:yi+h’f(ti7yi) Z:0717277N_1

Die Losungskurve setzt sich aus geradlinigen Strecken zusammen, so dass die
Néherung in Form eines Streckenzugs vorliegt (siehe Abb. 12.12b). Dieses Ver-
fahren heifit gemifl seiner geometrischen Bedeutung das Polygonzugverfah-
ren bzw. nach seinem Erfinder auch das Euler-Verfahren.

Bemerkung: Fiir einfache Beispiele liefert dieses einfache Verfahren fiir ge-
niigend kleine Schrittweiten h ausreichend genaue Naherungswerte y1, yo, - . -,
yn fir die gesuchten Funktionswerte y (t1), y (t2), ..., ¥ (tn)-
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Beispiel 12.15 (Mit MaAPLE-Worksheet). Das Anfangswertproblem
Yy t)=y@#)+e mit y(0)=1
besitzt die exakte Losung
y)=(t+1)

Wir berechnen mit dem Euler-Verfahren N&herungslosungen dieser Differenzi-
algleichungen im Intervall 0 < ¢t < 0.2 fiir Schrittweiten h = 0.05 und ~ = 0.025
und vergleichen die Ergebnisse mit der exakten Losung.

Wendet man das Euler-Verfahren auf die Differenzialgleichung an, lautet die
Iterationsvorschrift

Yirr =yi +h (yi +e").
Speziell fiir die Schrittweite h = 0.05 gilt mit dem Anfangswert y(0) =1

Yo =1
y1 =yo+h (yo +€O‘) =1.1

=y +h (yl + 60‘05) = 1.207564
y3 =yo+h (y2 + ) = 1.323201
ys =y3 +h (ys + e*1%) = 1.447453

In der unten angegebenen Tabelle sind diese Naherungswerte fiir A = 0.05 und
h = 0.025 zusammen mit den exakten Werten angegeben. Der Vergleich zeigt,
dass die N#herungswerte bei kleineren Schrittweiten (3. Spalte) sich verbessern.

Ergebnisse: —— 0 05 T (h = 0.025) | o exakt
0.00 | 1.000000 1.000000 | 1.000000
0.05 | 1.100000 1101883 | 1.103835
0.10 | 1.207564 1211552 | 1.215688
0.15 | 1.323201 1.329535 | 1.336109
0.20 | 1.447453 1456396 | 1.465683

Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich ein zusétzliches Kapitel {iber das nu-
merische Losen von Differenzialgleichungen erster Ordnung mit einem qualita-
tiven Vergleich der Euler-, Pradiktor-Korrektor- und Runge-Kutta-Verfahren.
Neben der ausfiihrlichen Beschreibung er jeweiligen Formeln und Algorithmen
wird dort die MAPLE-Prozedur DGsolve vorgestellt, welche die drei Verfah-
ren umsetzt und die Losung graphisch ausgibt.
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12.2 Lineare Differenzialgleichungssysteme

In vielen Anwendungen sind zeitlich verénderliche Groflen x1 (t), x2 (), ..., zn (1)
gekoppelt, so dass die Anderung einer Gréfe ; (¢) nicht nur von ¢t und x; (t), son-
dern auch von den restlichen Groflen und deren Ableitungen abhéngt. Dies fiihrt
auf Differenzialgleichungssysteme. Wir behandeln in diesem Abschnitt lineare Dif-
ferenzialgleichungssysteme erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Fiir diese
Systeme verwenden wir im Folgenden die Abkiirzung LDGS.

Die homogenen LDGS werden mit Hilfe der Eigenvektoren und Eigenwerten der zum
Problem zugeordneten Systemmatrix gelost. Mit dem damit berechneten Fundamen-
talsystem des homogenen Problems bestimmen wir mit der Methode Variation der
Konstanten eine Losungsformel fiir das inhomogene Problem.

Hinweis: Auf der CD-Rom befinden sich das Kapitel {iber inhomogene lineare Diffe-
renzialgleichungssysteme sowie zusétzliche Anwendungsbeispiele, deren Losung mit
Unterstiitzung von MAPLE berechnet und in Form von Animationen visualisiert wer-
den. Insbesondere bei der physikalischen Interpretation der mathematischen Begriffe
Eigenwert und Eigenvektor als Eigenfrequenz und Eigenschwingung werden wir diese

Animationen heranziehen.

12.2.1 Einfithrung

Einfachste Beispiele fiir LDGS erhélt man bei elektrischen Filterschaltungen
bestehend aus RCL-Elementen oder bei mechanischen Koppelschwingungen,
bei denen mehrere Feder-Masse-Systeme gekoppelt werden. Zur Einfithrung
betrachten wir ein gekoppeltes System aus Doppelpendel.

Anwendungsbeispiel 12.16 (Gekoppelte Pendel).

Zwei Fadenpendel der Lénge [, an deren En-
de jeweils eine Masse my bzw. my hingt, wer-
den durch eine Feder mit Federkonstanten D ge-
koppelt (siehe Abb. 12.13). Die beiden Massen
werden um den Winkel ¢1 bzw. @9 ausgelenkt.
Beriicksichtigt man, dass wihrend der Bewegung
auf die Massen eine Reibungskraft proportional
zur Geschwindigkeit wirkt

I
]
]
I
I
]
I
I
]
I
]
I
I
I
! m, D ' m,

Fr=—vl¢;(t) mit Reibungskoeffizient ~ ,
Abb. 12.13. Gekoppelte Pendel

12.2
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so lauten die Bewegungsgleichungen fiir kleine Auslenkungen ¢; und @o:

B10= -1 - Lo () + 2 (2 ()~ 1 (1)
. )
Br() = =T 2 (t) = g2 (0)+ = (01 (1) — 02 (1),

wenn 1 (t) und @9 (t) die Auslenkungen der Massen m; und mgy zum Zeit-
punkt ¢ sind.

Dies ist ein LDGS zweiter Ordnung fiir die Winkelauslenkungen ¢ (t) und
w2 (t). Wir reduzieren dieses System von zwei Differenzialgleichungen 2. Ord-
nung auf ein System von vier Differenzialgleichungen 1. Ordnung. Dazu fiihren
wir die zu ¢; (t) und @5 () gehérenden Winkelgeschwindigkeiten ¢ (t) und
2 (t) als zusétzliche Grofien ein. Zur tibersichtlicheren Darstellung setzen wir

y1(t) =1 (1)
y2 () = ¢1 (1)
ys (t) = 2 ()
u(6)= 2 (0
Differenzieren wir jede dieser vier unbekannten Funktionen y; (¢), so gilt mit
D H :
Y =a 0 = we
() =¢1(t) = —Fo1(t) =51 (t)+ 2= (92 (t) — o1 (1))
= Sy () =Ly )+ 2 () -y )
Us(t) =92 (t) = wa(t)
Gat)=@2(t) = —Fo2(t) = 7L pa(t) + % (91 (t) — 2 (1))
= —Fys() =Ly () + 2% (1 (1) — 3 (1))
y1 (1) Y1 (1)
. . . . - Y2 (t) —/ 92 (t)
Definieren wir die Vektorfunktion ¥ () := und t):=1]"
TO= iy | 0=
ya (1) Ya (1)
als die Ableitung, so ldsst sich obiges LDGS in Vektornotation schreiben als
Y2 (t)
o (~4-2)n®-Zw® +2 s (1)
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0 1 0 0 yi (1)
D D
I Bt Rl 0 Y2 (t)
0 0 0 1 ys (t)
= 0o —9-L2 Ya (1)
Mit der Matrix
0 1 0 0
—9_D _ D 0
A= l mi mi mi
0 0 0 1
D 0 _9_ D _
meo l ma ma

Da sich mit obigem Vorgehen jedes LDGS mit Differenzialgleichungen héherer
Ordnung in ein erweitertes LDGS 1. Ordnung iiberfiihren lsst, betrachten wir
im Folgenden nur Systeme 1. Ordnung;:

Allgemeine Formulierung:
fi ()

Sei I ein Intervall, f (t) = : I — IR" eine Vektorfunktion mit

fn (1)

stetigen Komponenten f;(t) (¢ =1,...,n) und A eine (n x n)-Matrix.

Dann betrachten wir das LDGS

7)) =AG) + () . (1)

Fiir f (¢) # 0 nennt man (1) ein inhomogenes System;
fiir f(¢t) =0 ein homogenes System.

Gesucht ist eine differenzierbare Vektorfunktion ¢ : I — C™, welche das
LDGS (1) erfiillt.

Die gesuchte Vektorfunktion ¢ (¢) besteht aus n Funktion

F) = (1), yn (1)

jede dieser Funktionen ist differenzierbar und 7’ (t) = (¢} (¢),. .., ¥/, (t))". Wir
diskutieren wie bei linearen Differenzialgleichungen 1. Ordnung das homogene
Problem:
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12.2.2 Homogene lineare Differenzialgleichungssysteme
Wir betrachten das homogene LDGS

g (t) = Ay (t) (2)

mit einer (n x n)-Matrix A. Obwohl die Losungen zunichst nicht bekannt
sind, ist man in der Lage, Aussagen dariiber zu treffen, welche Eigenschaften
die Losungen des LDGS besitzen:

Satz 12.1: (Homogene LDGS). Die Menge aller Losungen IL;, eines
homogenen LDGS

g'(t)=Ay(t)

mit einer (n x n)-Matrix A ist ein n-dimensionaler Vektorraum.

Diese zentrale Aussage iiber homogene LDGS werden wir anhand des Eingangs-
beispiels verdeutlichen. Dass die Losungsmenge einen Vektorraum bildet, spie-
gelt die Giiltigkeit der Superpositionsgesetzes wider. Es besagt im Falle von
schwingfihigen Systemen, dass mit zwei Schwingungsformen ¢ (¢) und % (¢)
auch deren Uberlagerung (Superposition) #; (t) + % () eine mogliche Schwin-
gungsform darstellt. Aulerdem ist mit jeder Schwingung % () auch ein Vielfa-
ches a7 (t) eine Schwingungsform. Zusétzlich gilt die triviale Aussage, dass die
Ruhelage 0 auch einen Zustand des Systems darstellt. Formal ist dies allgemein
fiir homogene LDGS nachpriifbar:

(1) Der Nullvektor 7 (t) = 0 ist immer eine Lsung:
Fiir 7 (t) = 0 folgt y "(t) = 0" = 0. AuBerdem ist A0 =0= 0" = AQ.
= Der Nullvektor 0 ist immer eine Losung des homogenen LDGS.

(2) Sind # (¢t) und %> (t) Lésungen. Dann gilt 7 (¢) = Ay (t) und 7y (t) =
A (t). Mit diesen beiden Losungen ist auch die Uberlagerung # (t) +
¥ (t) eine Losung, denn
GO +7@) =7 ) +5 ) =AG0 1)+ A% =A G (1) + 7).

A
(3) Ist 7 (t) eine Losung, d.h. ¢’ (t) = A7 (t), dann ist a§(t) ebenfalls eine
Losung: (a7 (t) = aj’ (t) = a A7 (t) = A (ag(1)). O

Damit ist allgemein gezeigt, dass fiir alle physikalischen Systeme, die
sich durch homogene LDGS beschreiben lassen, immer das Super-
positionsgesetz giiltig ist! Nach dem Unterraumkriterium aus der Linearen
Algebra (2.4.2) ist (1) - (3) gleichbedeutend, dass ILj, einen Vektorraum bil-
det. Da jeder endlich dimensionale Vektorraum eine Basis besitzt, ldsst sich
jede Losung des homogenen LDGS darstellen als Linearkombination von Ba-
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sisfunktionen:
J@)=c1@1(t) +eaBa(t)+ ... +cp @i (T).

Die Frage ist, wieviele Basisfunktionen es gibt bzw. wieviele freie Parameter
¢; die Losungsdarstellung enthalten muss.

Kehren wir zum Pendelproblem aus Beispiel 12.16 zuriick: Es gibt 4 unabhéngi-
ge Moglichkeiten, das System anzuregen: Auslenkung ¢1, Auslenkung s, An-
fangsgeschwindigkeit ¢1, Anfangsgeschwindigkeit (5. Somit muss die Losungs-
darstellung fiir das Pendelproblem mindestens 4 freie Parameter enthalten, die
unabhéngig gewihlt werden kénnen. Folglich ist die Dimension von IL; > 4.
Da fiir das Pendelproblem Vektorfunktionen 4 (¢) = (y1 (¢), ..., ya (t)) gesucht
sind, ist die Dimension von IL; < 4.

= dim (IL,) = 4.

Der folgende Satz klart, welche Bedingungen erfiillt sein miissen, damit die
Losungen des LDGS linear unabhéngig sind:

Konsequenzen der Sitze:

(1) Sind @1, Pa, ..., Gk Losungsfunktionen des homogenen LDGS, dann ist
jede beliebige Linearkombination

j)=agit)+ed(t)+...+adr) (keC, keNN)
ebenfalls eine Losung.

(2) Da ILj, einen n-dimensionalen Vektorraum bildet, gibt es eine Basis aus
n Funktionen, so dass sich die allgemeine Losung des homogenen LDGS
darstellen ldsst als Linearkombination dieser Basisfunktionen:

g(t)=01<ﬁ1 (t)+62¢2(t)+...+cn¢n(t).
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(3) Zwar ist noch nicht gekldrt, wie man die Basisfunktionen berechnet, aber
aufgrund von Satz 12.2 kann man bei gegebenen Losungen entscheiden, ob
eine Basis von ILj; vorliegt oder nicht.

Da die Basisfunktionen des Vektorraumes ILy, fiir die Beschreibung aller Losun-
gen des homogenen LDGS eine entscheidende Rolle spielen, erhalten sie eine
eigene Bezeichnung:

Definition: Unter einem Lésungs-Fundamentalsystem des homoge-
nen LDGS

g (t) = Ag(t) (2)

versteht man eine Basis von Vektorfunktionen (@1 (t) , ..., @, (t)) des
Vektorraums ILj, aller Losungen.

Im n-dimensionalen Vektorraum IR" sind n Vektoren genau dann linear un-
abhéngig, wenn die Determinante dieser Vektoren nicht verschwindet:

Satz 12.3:
n Losungen (&1, @a, ..., @n) von (2) bilden ein Fundamentalsystem

& det ((ﬁl (to) 5 (ﬁQ (to) 5 ocoog (ﬁn (to)) 7é 0 fiir ein tg .

Anwendungsbeispiel 12.17 (Bewegung von Ladungen im Magnet-
feld).

Die Newtonsche Bewegungsgleichung eines gelade-

—_
V, X
. « nen Teilchens ¢ = —e in einem homogenen Magnet-
0
X _
X feld B=| 0 | lautet
X
£ B
y X
X ea Uy O
B d _, - = —
md—v(t)zq (va) =qley, vy, O
Abb. 12.14. Elektron im ¢ e_z’ v, B.
M tfeld
agnetfe v B.
=—e | —v; B,
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In Komponentenschreibweise gilt mit w = = B, fiir

die 1. Komponente: v, (t) = —S%DB.v,(t) = —wuvy(t),
die 2. Komponente: v, (t) = ZB.ug(t) =  wue(t),
die 3. Komponente: v, (t) = 0.

Aus der dritten Komponente folgt v, (t) = const. = v, (t) = 0, wenn keine
Anfangsgeschwindigkeit in z-Richtung vorliegt.

Fir die ersten beiden Komponenten v,(t),vy,(t) erhalten wir ein LDGS der

Form
/

(rw) =0 70) () = ro=av0 e

mit der (2 x 2)-Matrix A = (2 _Ow> . Wie man durch Nachrechnen bestétigt,
sind 73 (t) = (Zloj ((58) und ¥, (t) = <_c§lsn(a(::)t)> Losungen von (x):

wo - () -(Tne)
(0 TG = (o)

= U] (t) = A0 (t). Analog priift man dies fiir ¥ (¢) nach.

b

S

—

=

S~—
|

01 (t) und ¥ (t) sind linear unabhingig: Nach Satz 12.3 geniigt es zu priifen,
dass det (7 (0), U2 (0)) # 0:

det (171(0),172(0)):‘ ?’:1#0.

= (¥, U2) bilden ein Fundamentalsystem und jede Losung des Problems ldsst
sich schreiben als Linearkombination von 77 und 5

v(t) = (Uz (t)> =t () Febht)=a (COS(”t)) ¥ e (Sin(wt)>

vy (1) sin (wt) cos (wt)
bzw. in Komponenten

vy (t) = ¢1 cos (wt) — ¢ sin (wt)

vy (t) = ¢1 sin (wt) + co cos (wt).
Die Konstanten ¢; und ¢p werden durch die Anfangsbedingungen des Problems
festgelegt. In unserem Beispiel ist v, (0) = vo und v, (0) = 0:

1 =g vz (t) = vg cos (wt)
=0 vy(t) = vg sin (wt)
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(® Lésung des homogenen LDGS mit konstanten Koeffizienten
Die Losung von homogenen LDGS reduziert sich vollsténdig auf die Analyse
der Matrix A. Grundlage hierfiir bildet der folgende Satz:

Begriindung: Sei ¥ € IR™ ein Vektor, zu dem es ein A € C gibt mit AZ = A 7.
Dann gilt fiir die Ableitung der Vektorfunktion @ (t) = #e*":

G (1) = (Fer) =FreM = (A\F) ' = (AF) M = A (M) = AF(t) . O

Die Frage ist also, wie verschafft man sich Vektoren & mit der Eigenschaft
M‘? Dies ist Inhalt des folgenden Abschnitts.

© 12.2.3 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition: Sei A eine (n x n)-Matrix und # ein Vektor # # 0. Dann
heifit ¥ Eigenvektor von A, wenn es eine komplexe Zahl \ gibt mit

AZ=)Z.

A heifit dann Eigenwert von A zum Eigenvektor Z.

é‘ Visualisierung mit MAPLE: Auf der CD-Rom befindet sich ei-
ne MAPLE-Prozedur, um Eigenwerte und Eigenvektoren fiir (2 x 2)-
Matrizen graphisch zu finden.
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4 7 =5
Beispiel 12.18. Gegeben ist die (3 x 3)-Matrix A= 0 3 —1 | und die
2 8 —4
2 1 -1
Vektoren 71 = | 1 |, &= 1], 3= 1 |. Dann gilt:
3
4 7 =5 8+7-15 0 2

0+3-3|=[0]=0-(1
44+8-12 0 3

wW =N
Il

— 77 ist Eigenvektor zum Eigenwert A\; = 0.

4 7 -5 (1 4+7-10 1 1

H
Il

0+3-2 |=[1]=1-[1
2 24+8-8 2 2
— Ty ist Eigenvektor zum Eigenwert Ay = 1.
-1 —447-5 -2 -1
1]= 0+3-1 |= 21 =2 1
1 —24+8-4 2 1

— Z3 ist Eigenvektor zum Eigenwert A3 = 2.

Um die Eigenvektoren einer Matrix A zu berechnen, bestimmt man
zunichst sdmtliche Eigenwerte von A und dann zu jedem Eigenwert
die zugehorigen Eigenvektoren:

Berechnung der Eigenwerte einer Matrix
Sei A eine (n x n)-Matrix und A € C sei ein Eigenwert von A. Dann gibt es
einen Vektor & # 0, so dass

AT =)\Z. (3)
1 0
Schreiben wir mit der Einheitsmatrix I,, = den Vektor
0 1
I 1 0 T
:f = = = I’I’L f7
Ty 0 1 T

so gilt dquivalent zu Gl. (3)
AF=MN,7 & AZ-\,i=0 & (A-\IL,)Z=0.

Dies ist ein lineares Gleichungssystem mit der Matrix B = (A — A 1I,). Ein
lineares Gleichungssystem ist nach dem Fundamentalsatz iiber LGS (siehe
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3.3.1) genau dann eindeutig 16sbar, wenn det(B) # 0. Im Falle der eindeu-
tigen Losbarkeit ist & = 0 die einzige Losung. Diese Losung liefert dann aber
keinen Eigenvektor, da die Eigenvektoren von Null verschieden sein miissen.
Damit wir also einen Eigenvektor erhalten, darf = 0 nicht die einzige Losung
sein, d.h. das LGS darf nicht eindeutig losbar sein! Somit muss det(B) = 0
sein bzw.

Es gilt allgemein

5 7 =5
Beispiel 12.19. Gegeben ist die (3 x 3)-Matrix A = | 0 4 -1 |. Ge-
2 8 -3
sucht sind alle Eigenwerte dieser Matrix.
Zur Bestimmung der Eigenwerte gehen wir zur Matrix A — A I3 {iber
5 7 —b 100 5—-X 7 -5
A-Alz3=(0 4 —-1]-X[010]= 0 4-x -1
2 8 -3 001 2 8§ —-3-2AX
und berechnen die Determinante
5—-X 7 =5
det (A—\I3) = 0 4-x -1
2 8 —3-2A
4-X -1 7 =5
= 6-X ’ 8 —3—)\‘+2 ‘4—)\—1‘
= “MB+6A2-11A+6=—A—-1) (A=2) (A-23).
Aus det (A — AI3) < 0 erhalten wir die Eigenwerte
/\1:1,)\222 und A3 =3. O

Zur (3 x 3)-Matrix A ist det (A — AI3) = =A% + 6% — 11 A + 6 ein Polynom
in A vom Grade 3. Allgemein gilt
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Da nach dem Fundamentalsatz der Algebra (siehe 5.2.7) jedes komplexe Po-
lynom vom Grad n genau n Nullstellen besitzt, zerfillt das charakteristische
Polynom im Komplexen immer in Linearfaktoren. Die Eigenwerte mit entspre-
chender Vielfachheit sind dadurch festgelegt. In der Praxis ist man allerdings
bei Systemen mit mehr als 3 Gleichungen auf numerische Verfahren wie z.B.
das Newton-Verfahren in 7.9 angewiesen, um die Eigenwerte als Nullstellen
des charakteristischen Polynoms zu bestimmen. Auch MAPLE verwendet nu-
merische Algorithmen, um die Nullstellen ndherungsweise zu bestimmen.

Berechnung der Eigenvektoren

Nachdem die Eigenwerte einer Matrix bestimmt sind, berechnet man zu jedem
Eigenwert die zugehorigen Eigenvektoren, indem das lineare Gleichungssystem
(A= \I,) Z =0 geldst wird:

Beispiel 12.20 (Eigenvektoren zu gegebenen Eigenwerten). Gegeben

5 7 =5
ist die Matrix A = | 0 4 —1 | aus Beispiel 12.19 mit den Eigenwerten
2 8 -3

A1 = 1, Ay = 2, A3 = 3. Gesucht sind die zu den Eigenwerten gehdrenden
Eigenvektoren.

i) Berechnung der Eigenvektoren zum Eigenwert A; = 1: Gesucht sind Vekto-
ren & # 0, so dass (A-—X\1I3) &= 0. Zu 16sen ist das lineare Gleichungssystem
5—-1 7 -5 1 0
0 4-1 -1 To | =

2 8 -3—-1 T3

o o

4 7 =5]0 4 7-5]0 4 7-5|0
—10 3 —-1{0]~=10 3-1{0) =110 3-1|0
2 8 —4|0 0-9 3|0 0 0 0]O0
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Damitistmgzt;3m2—t=0f—>m2:%t;4x1+§t—5t:0<—>x1=%t.

2
3
=L =qFcR’: ¥=t 1], teR
1
2
ist die Losungsmenge. Setzt man z.B. ¢t = 3, so erhélt man #; = [ 1 | als
einen Eigenvektor zum Eigenwert A\; = 1. 3

ii) Berechnung der Eigenvektoren zum Eigenwert Ay = 2: Zu l8sen ist das
lineare Gleichungssystem (A — \y I3) Z = 0:

5—-2 7 -5 0 3 7 —=5|0
0 4-2 -1 |0])]<= |0 2 -=1|0
2 8 —-3-2|0 0 0 0] 0
Damit ist x3 =¢; 2209 —t =0 — x5 = %t; 3x1+%t—5t:0<—>x1 = %t
1
2
=I,=(7fclR’: ¥=t| 1|, teR
1
ist die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems. Einen Eigenvektor zum
1
Eigenwert Ay = 2 erhélt man z.B fiir t = 2 durch Z = | 1
2
iii) Berechnung der Eigenvektoren zum Eigenwert A3 = 3: Durch Lésen des
-1
linearen Gleichungssystems (A — A3 I3) # = 0 erhilt man z.B. 3 = 1
als einen Eigenvektor zum Eigenwert A3 = 3. 1/ O

Da zu gegebenem Eigenwert die zugehorigen Eigenvektoren & immer Losungen
eines homogenen, linearen Gleichungssystems sind, gilt fiir zwei Eigenvektoren
Z1 und To zum selben Eigenwert \:

A(tlfl-l-tgfg) = 1WAZL+10 ATy =11 AT +1a A Ts
= A (tl T+ to .’fz)

Folglich ist t1 &1 + to T2 fiir beliebige t1, to € C ebenfalls ein Eigenvektor zum
Eigenwert A. Mit dem UVR-Kriterium (siehe 2.4.2) gilt damit der folgende
Satz:
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© 12.2.4 Lésen von homogenen LDGS mit konstanten Koeffizienten
Kommen wir nun zu unserem urspriinglich gestellten Problem, dem Losen von
homogenen LDGS, zuriick. Zusammenfassend kénnen wir mit den Begriffen
aus dem vorigen Abschnitt formulieren:

Die in 12.2.3 beschriebene Vorgehensweise zur Bestimmung der Eigenwerte
und zugehorigen Eigenvektoren ist ausreichend, um ein Fundamentalsystem
des LDGS ¢’ (t) = Ay (¢) zu berechnen, wenn man eine Basis aus Eigenvekto-
ren findet. Dies ist aber nur unter gewissen Voraussetzungen der Fall, welche
der folgende Satz zusammenfasst. Auf die weiterfithrende Theorie werden wir
nicht néher eingehen.

Bemerkung: Stimmt die Dimension des Eigenraumes Eig(A, \) mit der Viel-
fachheit des Eigenwerts iiberein, dann existiert eine Basis aus Eigenvektoren.
Man kann allgemeiner sogar zeigen, dass diese Bedingung nicht nur notwen-
dig, sondern auch hinreichend ist: Es existiert eine Basis aus Eigenvek-
toren genau dann, wenn fiir alle Eigenwerte die Vielfachheit mit der
Dimension des Eigenraumes iibereinstimmt. Da solche Matrizen eine
besondere Rolle spielen, bezeichnet man sie als diagonalisierbare Matrizen.
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Beispiel 12.21 (Musterbeispiel: Eigenwerte und Eigenvektoren).

Gesucht ist ein Losungs-Fundamentalsystem des LDGS

1 1 1
g (t)=Ay(t) mit A=(1 1 1
1 1 1
(i) Bestimmung der Eigenwerte von A:
1-x 1 1
PA) = det(A-A3)=| 1 1-Xx 1 |=
1 1 1-A
1-Xx 1 1 1 1 1
N “‘A)' 1 1)\‘_’11>\’ ‘1“‘

= A2 (\-3).
Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

P(A)=0 < A =0 Eigenwert mit Vielfachheit 2.
Ao =3 FEigenwert mit Vielfachheit 1.

(ii) Bestimmung der Eigenvektoren von A:

Eigenvektoren zum Eigenwert A; = 0O:

1 1 110 1 1 10
(A=0-1I3) =0 — 1 1 1]0)] — [0 0 00
1 1 10 0 0 00
— x3 =71; T3 =t; 1 = —r — t. Damit folgt
X1 -1 -1
Eig(A,0)=(F€R?: F=|ap |=r| 0| +t| 1| ;rnteR
T3 1 0

Die Dimension des Eigenraums Eig(A, 0) ist 2 und gleich der Vielfachheit
des Eigenwerts. Zwei linear unabhéngige Eigenvektoren sind z.B.

-1 -1
T = 0 und Ty = 1
1
Eigenvektoren zum Eigenwert Ay = 3:
-2 1 110 -2 1 1/0
(A-3I3)Z=0 — 1-2 1|0 | = 0-1 1|0
1 1-2|0 0 0 0]0

—x3=1; xo=1r; —2x1+r+r=0—z="1.
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T 1
= Eig(A,3)=<X7cR?: =2 | =r|1];reR
I3 1
Die Dimension des Eigenraumes Eig(A, 3) ist 1 und gleich der Vielfachheit
1
des Eigenwertes. Ein Eigenvektor ist z.B. F3 = | 1
1

(iii) Ein Fundamentalsystem von ¢’ (t) = A (¢t) ist damit

-1 -1 1
Ot 1] et o3t
1 0 1

und die allgemeine Losung lautet

-1 -1
y(t)=ca 0] e +cy 1] e ez 1] €3
1 0 1
mit frei wahlbaren Konstanten cy, ¢o, c3. O

Beispiel 12.22 (Musterbeispiel: Lésen von LDGS).

Das Losen von LDGS erster Ordnung soll am Beispiel der folgenden drei ge-
koppelten Differenzialgleichungen zusammengefasst werden. Gegeben ist das

dya(t) = yo(t) + ys(t)

(
5y (t) + Ty2(t) = yi(t) + 5ys(t) (%)
y3(t) = 2u1(t) + Bya(t) — 3ya(t).

System von Differenzialgleichungen:

Gesucht sind die Losungen y; (£), y2(t) und ys(t) zu den Anfangsbedingungen

y1(0) = 3,92(0) = 2,y5(0) = 1.

1. Aufstellen des LDGS: Alle Terme mit Ableitungen werden auf die linke
und die gesuchten Funktionen auf die rechte Seite gebracht.

yi(t) = 5y1(t) + Tya(t) — bys(t)
s (t) = 4ya(t) — ys(t)
y3(t) = 2y1(t) + 8ya2(t) — 3ys(t)
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2. Aufstellen der Systemmatrix:

/

yi(t) 5 7 =5 y1(t) 5 7 5
wt) | =0 4 -1 wt) | =>A=10 4 -1
ys(t) 2 8 3 y3(t) 2 8 =3
3. Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren: Nach Beispiel 12.19
2 1 -1
und 12.20sind 1 = | 1 |, Z = 1 | und #3 = 1 | Eigenvektoren
3 2 1

zu den Eigenwerten A\ = 1, A = 2 und A3 = 3.

4. Fundamentalsystem: Durch die Kenntnis der Eigenwerten und der zu-
gehorigen Eigenvektoren ist man in der Lage, ein Fundamentalsystem

durch #eM?t, Frer2t, Z3e*3t anzugeben
2 1 -1
1| et , 1| e , 1|e.
3 2 1

5. Allgemeine Loésung: Die allgemeine Losung ¢(t) ist dann eine Linear-
kombination der Fundamentallosungen

2 1 -1
gt =ci [ 1 |e+ea|1]e* +¢5 1]e.
3 2

In Komponentenschreibweise lauten die gesuchten Funktionen
n(t) = 2c1ett 4 1 ¢qe?t — et
yo(t) = Lerel + 1 cpe®t 4 cze™

y3(t) = 3crel + 2cpe®t + c3et .

6. Bestimmung der Koeffizienten: Die Koeffizienten bestimmen sich iiber

die Anfangsbedingungen;
yl(O) =2c1+1lcgo—c3=3

yQ(O) = 1Cl+102+03:2
yg(O) =3c1+ 2¢co+c3=1.

Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir die Konstanten c¢1, ¢ und c3

der Form
2 1-113 1 1 1 2
1 1 1|12~ ([0-1-3|-1],
3 2 1]1 0 0-1 4

das z.B. mit dem GauB-Algorithmus gelost wird. Es ergeben sich die Kon-
stanten zu ¢; = —7, co = 13 und c3 = —4. Damit lauten die Losungen
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des LDGS ()

yr(t) = —1dett +13e? + 4¢3
yo(t) = —Te'' + 13e* — 4™
y3(t) = —21e't + 26€% — 4% . o

Die bisher beschriebenen Methoden lassen sich direkt auf LDGS der Form
g'(t)=Ay ()

iibertragen. Dies ist deshalb von besonderem Interesse, da Schwingungsproble-
me ohne Reibung sich durch solche LDGS beschreiben lassen.

Begriindung: Ist ¥ ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Dann gilt fiir 7 (¢) :=
= oVt
TeVrt:

70 = (24 = (#VR) = VAT e = Az

= AzeV M =Ag(1).

D.h. (t) ist eine Losung des LDGS zweiter Ordnung " (¢) = A7 (t) . Analog
zeigt man, dass auch ¥ e~V eine Losung des LDGS ist. O

Bemerkung: Besitzt A eine Basis aus Eigenvektoren (Z1,..., &,) mit den
zugehorigen Eigenwerten \; 20 (i =1,..., n), dann ist

FreVMt grem VNt L, eVt B, e VAT

ein Losungs-Fundamentalsystem zu ¢ (t) = A g (¢).
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Anwendungsbeispiel 12.23 (Gekoppelte Pendel ohne Reibung, mit
MAPLE-Worksheet).

Kommen wir auf das Einfithrungsbeispiel 12.16 der gekoppelten Pendel zuriick.
Vernachlissigen wir Reibungskréfte, ist das System von Differenzialgleichun-
gen fiir die Winkelauslenkungen ¢4 (t) und ¢ (t) gegeben durch

BO)=-Lo 0+ (o200~ 1 (1)
B2 =202 (0)+ 2 (1 ()~ 2 1)

(i) Berechnung der Eigenwerte:

_9_ D _ D
P(A)Zdet(A—/\h):‘ B I
m l m

D > (DY’
I m m
Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

PN=0 = (§+2)+Np==%2

<—>)\1:7 und A2:7%72%

~la

(ii) Berechnung der Eigenvektoren:

/\12—%1 (A—)\llg)a‘c':0<—>(

)

1
Eigenvektor zum Eigenwert A\ ist Z; = ( 1) (gleichphasig).

, b o (BE[0) (B[
)\2:,772E: (A)\QIQ)IO(_)(Z?L’O)(—)<OO 0 :

1
Eigenvektor zum Eigenwert Ay ist @ = (_ 1) (gegenphasig).
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(iii) Aufstellen des Fundamentalsystems: Mit den Eigenvektoren und zu-
gehorigen Eigenwerten stellen wir das komplexe Fundamentalsystem auf:

fl emt s fl eﬂmt y fz emt s fg 67\/Et
mit
g .19 .
VA= /—5=iy/5 =1iw
1 ! \/? 1
und

m:\/ﬁ:i\/W:iwg.
l m l m

(iv) Interpretation:

wy = /¥ ist die Eigenfrequenz des Pendels ohne Federkopplung. Zu die-

1 , welches einem gleichphasigen
Auslenken der Pendel entspricht (siehe linke Abb. (1)). Die Feder ist nicht
bemerkbar und beide Pendel schwingen mit der Eigenfrequenz eines Ein-
zelpendels ohne Kopplung.

ser Frequenz gehort der Eigenvektor

wy = /942 % ist die Eigenfrequenz des Pendels mit Federkopplung,

wenn die beiden Massen gegenphasig ausgelenkt werden. Der zugehorige

Eigenvektor ist ( _1 ) (siehe rechte Abb. (2)). Durch die entgegengesetzte

Auslenkung der Pendel macht sich die Federauslenkung doppelt bemerk-
bar, welches sich in dem Faktor 2% bei der Frequenz widerspiegelt.

(1) Gleichphasige Auslenkung (2) Gegenphasige Auslenkung

Die zu wy und ws gehdrenden Schwingungen nennt man Grundschwingun-
gen. Regt man das System mit einem Eigenvektor an, so wird nur die zu-
gehorige Eigenfrequenz angeregt. Alle anderen Schwingungsformen sind
Uberlagerungen dieser Grundschwingungen. Die allgemeine Losung ist mit
beliebigen komplexen Konstanten ¢y, ¢, ¢3, ¢4 gegeben durch

1 i 1 ) 1 ) 1 )
@(t)cl(1>6zwlt+c2(1> 6Zw1t+63( 1)6zw2t+c4< 1> efzwgt.
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Ubergang zu einem reellen Fundamentalsystem: Aufgrund der Eu-
lerschen Formel (siehe 5.1)

et = coswt+i sinwt

gilt fiir beliebiges ¢
coswt = 3 (el¥i4eivl)
sinwt = 5 (el —eTtwl),

—

Mit den Losungen ¢ (t) = Z1 1t und oy () = &1 e *“1* erfiillen auch
die beiden Uberlagerungen

1 1 1 _ .
i (t)+ 51/)2 (t) = 7 3 (ehrt 4 emient) = F cos(wit)
1z 1 = 7 1 iwyt —iwit 2o
ETM (t) - sz t) = & % (ehwrt —emtent) = 7 sin(wt)

das LDGS. Analog erhélt man @5 cos (wa t), #a sin (wq t) als Losungen. Ins-
gesamt haben wir somit vier reelle Losungen durch Linearkombination der
vier komplexen Losungen erhalten:

Ty cos(wit) , Tpsin(wit), T cos(wat) , Zosin(wat) .

Die allgemeine reelle Losung lautet daher

B(t) = <£;E3> = (1) cos (wy t) + co G) sin (w1 t)

s (_1) cos (ws ) + 4 <_1> sin (w2 1)

bzw. in Komponentendarstellung

w1 (t) = c1 cos (w1 t) + co sin (wq ) + cg cos (wa t) + ¢4 sin (wo t)
w2 (t) = c1 cos (w1 t) + ¢ sin (wy t) — cg cos (wat) — ¢y sin (wa t).

Die Konstanten ¢y, ¢o, ¢3, ¢4 werden durch die Anfangsbedingungen fest-
gelegt.

(vi) Losung fiir unterschiedliche Anfangsbedingungen:

a) Mit 1 (0) = o, p2(0) = o, $1(0) = 0, ¢2(0) = 0 regt man die
gleichphasige Grundschwingung an. Aus den Anfangsbedingungen folgt
c1 = o, c2 = c3 = ¢4 = 0. Somit lautet die Losung

©1 (t) = o cos (w1 t)
02 (t) = o cos (wy t).

Die Pendel schwingen gleichphasig mit der Frequenz w; = /7.
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b) Fiir ¢1 (0) = —@o, ¢2(0) = o, 1 (0) = 0, ¢2 (0) = 0 regt man die
gegenphasige Grundschwingung an. Aus den Anfangsbedingungen folgt
c3=—po, ca=c2=c=0

¢1(t) = —po cos (wat)

=
w2 (t) = o cos (wa t).

2l

Die Pendel schwingen gegenphasig mit der Frequenz wy = /9 + 2

¢) Wird nur das erste Pendel ausgelenkt, lauten die Anfangsbedingungen

¢1(0) = =0, 2 (0) =0, ¢1 (0) =0, ¢ (0) = 0.

Aus diesen Anfangsbedingungen erhalten wir vier lineare Gleichungen fiir
die zu bestimmenden Koeffizienten:

c1+c3 = —po
01—0320
62w1+c4w2:0

CQW1_04U}2:O.

Die Losung des linearen Gleichungssystem ist
_1 _ _1 _
c1 = 50, c2 =0, c3 = 50, c4a = 0.

In Abb. 12.15 wird fiir die Pendellénge [ = 2, Federkonstante D = 0.2 und
Masse m = 1 die Losung fiir ¢ (¢t) graphisch dargestellt. Die Anfangsaus-
lenkung ist hierbei ¢y = —0.1.

Schwebung
0.1

0.05 ‘

“Hl.n,L 1H_l H

i l \ l' Thali IH. i

0] “ “ 1124

-0.05

-0.1
Abb. 12.15. Schwebung beim Doppelpendel ohne Reibung

Man kann die entstandene Schwingung sehr gut als Schwebung identifizie-
ren. O
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é‘ Visualisierung mit MAPLE: Auf der CD-Rom befindet sich eine

Animation, in der diese Schwebung der Pendel visualisiert wird. Das
MaprLE-Worksheet ist so aufgebaut, dass auch andere Anfangsbedingungen
gewiihlt werden konnen. Die zugehorigen Koeffizienten werden bestimmt und
die Animation dargestellt.

Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich eine MAPLE-Worksheet, wel-

ches die Schwingungen der Pendel mit Reibung behandelt. Im zu-
gehorigen Worksheet wird die dann auftretende Schwebung der Pendel in Form
einer Animation visualisiert. Die Winkelauslenkung fiir das erste Pendel ¢4 (t)
ist in Abb. 12.16 angegeben.

Abb. 12.16. Schwebung beim Doppelpendel mit Reibung
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12.3 Lineare Differenzialgleichungen n-ter Ordnung

Viele kinematische Probleme fithren nach dem Newtonschen Bewegungsgesetz auf
Differenzialgleichungen 2. Ordnung. Fiir ausgedehnte Korper sogar auf 4. oder héher-
er Ordnung. In diesem Abschnitt behandeln wir genereller das systematische Losen
von linearen Differenzialgleichungen n-ter Ordnung.

Die theoretischen Grundlagen iibertragen sich aus Abschnitt 12.2, da wir eine lineare
Differenzialgleichung n-ter Ordnung auf ein System von n linearen Differenzialglei-
chungen 1. Ordnung reduzieren konnen. Geméf der Losungsstruktur 16sen wir zuerst
das homogene Problem und kommen dann auf die inhomogenen Differenzialgleichun-
gen zu sprechen.

Wir beschranken uns in diesem Abschnitt generell auf lineare Differenzialgleichungen

n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

12.3.1 Einleitende Beispiele

Anwendungsbeispiel 12.24 (Fadenpendel).

An einem Faden der Lénge [ ist eine Masse m befestigt. Ge-
sucht ist der Winkel ¢ (t) als Funktion der Zeit, wenn die
Masse um kleine Winkel ¢y ausgelenkt wird. Die Kriifte,
die auf die Masse m wirken, sind die Komponente der Ge-
wichtskraft F; senkrecht zum Faden

Fi=—Fgsing=—-mgsinp~-mge (kleine Winkel)

und die Reibungskraft Fz proportional zur Geschwindig-
keit

Frp=—yv =—(1). Abb. 12.17.
Fadenpendel
Nach dem Newtonschen Bewegungsgesetz ist die Beschleu-

nigungskraft,

Fp=mi(t)=mld(t)

gleich der Summe aller angreifenden Kriifte:

mlgt)=-mgep(t)—vleo(t)

(homogene, lineare DG 2. Ordnung). O

12.3
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Anwendungsbeispiel 12.25 (Federpendel).

Am Ende einer senkrecht herabhédngenden Feder mit der Federkonstanten D
befindet sich eine Masse m. Es wirkt eine Reibungskraft proportional zur Mo-
mentangeschwindigkeit. Die Auslenkung der Masse m zur Zeit ¢ wird mit x (¢)
bezeichnet. Gesucht ist das Weg-Zeit-Gesetz x (t), wenn die Masse m zum
Zeitpunkt tp = 0 um zo aus der Ruhelage ausgelenkt wird.

_____ - -1 x=0 Ruhelage
X(t
m -

Auslenkung zum
Zeitpunkt t

Abb. 12.18. Federpendel

Die Krifte, die auf die Masse m wirken, sind die Federriickstellkraft Fp =
—D z (t) und die Reibungskraft Fr = —( % (t). Nach dem Newtonschen Bewe-
gungsgesetz ist die Beschleunigungskraft Fg = m i (t) gleich der Summe aller
angreifenden Kréfte:

mi(t)=—-0z(t)— Dx(t) mitx(0) =g, z(0)=0

(homogene, lineare DG 2. Ordnung). O

Anwendungsbeispiel 12.26 (RCL-Kreis).

R Der RCL-Wechselstromkreis ist das elektromagneti-

1 sche Analogon zu den Pendelbeispielen. Ein Strom-

kreis ist aufgebaut mit einer Induktivitat L, einer

Ua(t)e~ C=  Kapazitit C und einem Ohmschen Widerstand R.
n}vx Zur Zeit t = 0 wird der Stromkreis durch Anlegen

einer dufleren Spannungsquelle
Abb. 12.19. RCL-Kreis

Ug (t) = Uy sin (wt)

geschlossen. Gesucht ist der Strom I (t) als Funktion der Zeit.



12.3 Lineare Differenzialgleichungen n-ter Ordnung 525

Nach dem Maschensatz ist die Summe der Spannungsabfille an R, C' und L
gleich der eingespeisten Spannung Up

Ur(t)+ UL (t) +Uc (t) =Up (t) .

Mit dem Ohmschen Gesetz (Ur(t) = R-1(t)), dem Induktlonsgesetz (UL (t) =
L %(tt)) und der Spannung am Kondensator (UC( )= % Q)= 7-)
gilt

RI()—&—LT—Ff/ ) dt = Uy sin (wt)

bzw. nach Differenziation

LI(t)+RI(t)+ &1 (t) = Upw cos (wt)

(inhomogene, lineare DG 2. Ordnung). O

(® Allgemeine Problemstellung:

Problemstellung: Sei f(z) eine auf dem Intervall I stetige Funktion und
seien ap, € R (k= 0,..., n — 1) reelle Koeffizienten. Gesucht ist eine
n-mal stetig differenzierbare Funktion y(x) mit der Eigenschaft, dass sie
fiir alle € I die lineare Differenzialgleichung

y™ (@) + a1y (@) +.. @y (@) +aoy () = f(z) (DG2)

erfiillt.

Bezeichnung:

Fiir f(z) #0 heiit (D
fir f(z) =0 heiit (D

2) eine inhomogene DG n-ter Ordnung;
2) eine homogene DG n-ter Ordnung.

G
G

Wir diskutieren im Folgenden die Problemstellungen: Wieviele Losungen be-
sitzt eine lineare Differenzialgleichung n-ter Ordnung? Wie 16st man das homo-
gene Problem, wie das inhomogene? Zur Beantwortung dieser Fragen iibertra-
gen wir zunéchst die Ergebnisse aus dem Kapitel iiber LDGS 1. Ordnung auf
lineare Differenzialgleichungen n-ter Ordnung:
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12.3.2 Reduktion einer linearen DG n-ter Ordnung auf ein System

Ausgehend von der inhomogenen Differenzialgleichung n-ter Ordnung konstru-
ieren wir ein System 1. Ordnung, indem wir - verallgemeinernd zum Vorgehen
in Beispiel 12.16 - n Funktionen yo (), y1 (2), .. ., yn—1 (2) einfithren, die durch
die Bestimmungsgleichungen

vo(x) = y(x)
y(r) = y(2)
ya(z) = y'(z)
Yot (z) = ¥V (2)

festgelegt werden. Definieren wir die Vektorfunktion

folgt fiir deren Ableitung

Yy () Yy ()
Yy () y" (z)
Vi@ =| =|
Yo (2) y" = (x)
Y1 (2) y™ (x)
y1 (z)
Y2 (z)
Yuor ()
—agy () —ar1y (z) — ... —an—1 y(”fl) () + f (2)

Die Gleichheit der ersten (n — 1) Komponenten gilt nach Definition der Funk-
tionen y; (z) und die der letzten Komponente aufgrund der Differenzialglei-
chung (DG2)

y™ (2) = —aoy (@) —ary’ (2) ... = ap-1y" 7 (2) + f ().

Ersetzen wir auch in der letzten Komponente die Ableitungen von y (2) durch
die entsprechenden Funktionen y; (), ist

Y' (z) =

—apyo (z) —ary1(z) — ... —an—1yn—1(z) + f (¥)
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0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
= N Y (z) + (DGS 2)
0 0 0 1
—Qp —a1 —a2 " —0dp—1 f (@)

Dies ist ein inhomogenes LDGS 1. Ordnung fiir Y ().

Begriindung: Ist Y (z) eine Losung von (DGS 2), so gilt fiir die erste Kom-
ponente yo (z) nach (DGS2):

v () =y (2)
@) = (@) =@
@) = Yo (@) =y (@)
W@ = ()
= —aoyo (¥) — a1y (2) = ... — Gno1 Y1 (@) + f ()
—agyo (z) — a1 yh (@) — ... — an1 8" (@) + f ().

Somit ist yo(x) eine Losung der Differenzialgleichung n-ter Ordnung. Die Um-
kehrung gilt aufgrund obiger Uberlegungen und der Konstruktion des LDGS
(DGS2). ]

Beispiel 12.27. Gesucht ist das zur Differenzialgleichung 4. Ordnung
2 () + 82" (1) + 222" (t) + 242" (t) + 9z (1) =0

gehorende LDGS 1. Ordnung. Die Differenzialgleichung ist von der Ordnung
4, also fithren wir 4 Funktionen

Yo () = x ()
yi (t) =2 (1)
y2 () = 2" (t)
ys (t) = 2" (1)
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ein. Dann gilt fiir die Ableitungen der Funktionen yg (t), y1 (¢), y2 (¢) und
ys (1)

yo@) = 2'@t) = wnl()
yi ) = 2"(t) = w2(t)
y (1) = 2"(@) = wys(t)
vl (1) () = —9x(t) —24a’ () — 222" () — 82" (t)

—9yo (t) —24y1 (t) — 222 (t) — 8ys (1)

Yo (1)
Fiir den Vektor Y () := v () gilt dann
y2 (1)
ys (1)
Y0 Y1
/
Y’ (t) _ y} — Y2
Y2 Y3
A —9yg—24y; —22yy — 8ys
0 1 0 0
0 0 1 0%
N 0 0 01 Y
-9 —24 -22 -8
Dies ist das zur Differenzialgleichung gehérende LDGS 1. Ordnung. O

Satz 12.12: Das Losen einer linearen Differenzialgleichung n-ter Ord-
nung (DG2) ist dquivalent zum Losen des zugehérigen LDGS 1. Ordnung
(DGS2).

Bemerkung: Nach Satz 12.12 ist es gleichgiiltig, ob die Differenzialgleichung
n-ter Ordnung gelost wird oder das zugehorige DG-System. Dieser Satz hat
weitreichende Konsequenzen fiir das numerische Losen von Differenzialglei-
chungen n-ter Ordnung: Statt eine Differenzialgleichung n-ter Ordnung zu
16sen, geht man zum System 1. Ordnung iiber und 16st jede dieser Differen-
zialgleichungen 1. Ordnung mit einem numerischen Verfahren wie z.B. dem
Euler-Verfahren.

Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich ein separater Abschnitt iiber das nu-
merische Losen von Differenzialgleichungen 1. Ordnung sowie dem Lésen von
DG n-ter Ordnung mit MAPLE.

Durch die in Satz 12.12 aufgestellte Aquivalenz iibertragen sich auch die Aus-
sagen iiber die Losung von LDGS auf Differenzialgleichungen n-ter Ordnung.
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Entsprechend Satz 12.1 und Satz 12.10 gilt

Definition: Eine Basis ¢ (x), ..., ¢, (z) des Losungsraumes 1Ly, der ho-
mogenen Differenzialgleichung heifit Losungs-Fundamentalsystem.
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Beispiel 12.28. Gegeben ist fiir > 0 die homogene DG 2. Ordnung
V(@) = 51/ (@) + 5y (@) =0
2z 212 '

Zwei Losungen sind
pr(z)=x, ¢2(2) =V,

wie man durch Einsetzen in die Differenzialgleichung bestétigt. Die Wronski-
Determinante zu @1, @2 lautet

_ et (P @) 2 (@) ERYE
W =da (50 S0) 1ol

Fiir x > 0 ist W (x) # 0 und (¢1(t), w2(t)) bilden somit ein Fundamentalsys-
tem. Die allgemeine Losung der Differenzialgleichung ist daher

1

y(x)=crz+caVw .

Die Konstanten ¢; und co bestimmen sich aus Anfangsbedingungen. O

Anwendungsbeispiel 12.29 (Elektron im Magnetfeld). Nach Beispiel
12.17 lauten die nicht-relativistischen Bewegungsgleichungen eines Elektrons
in einem homogenen Magnetfeld, welches senkrecht zur Bewegungsrichtung
steht,

Uy (1) = —wuy (1) und 9y () = wvy (¢)
mit w = = B # 0. Differenziert man die erste Gleichung, ¥, (t) = —w v, (t),

und setzt die zweite ein, erhélt man eine Differenzialgleichung 2. Ordnung fiir
die Geschwindigkeit v, (t):

iy (1) + w2, (t) = 0.

Zwei Losungen dieser Differenzialgleichung kann man direkt angeben:
w1 (t) =cos(wt) und s (t) = sin (wt) ,

wie man durch Einsetzen in die Differenzialgleichung bestétigt! Diese beiden
Losungen bilden ein Fundamentalsystem, da die Wronski-Determinante

_ p1(t) w2 (t)\ | cos(wt) sin (wt)
we = det(wi (t) wé(t)>_‘—w sin (wt)  wcos (wt)

= wcos? (wt) +w sin? (wt) = w # 0.
Daher ist die allgemeine Losung fiir v, ()

Vg (t) = ¢1 cos (wt) + co sin (wit) . |
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Im Folgenden werden wir uns mit der Frage beschéftigen, wie man alle Losun-
gen des homogenen Problems und eine spezielle Losung des inhomogenen Pro-
blems berechnet: Die Losung des homogenen Problems ist dquivalent zur Be-
stimmung von Nullstellen eines Polynoms n-ten Grades (charakteristisches Po-
Iynom) (— 12.3.3). Eine partikulire Losung der inhomogenen Differenzialglei-
chung kann man oftmals durch einen speziellen Ansatz gewinnen (— 12.3.4).

12.3.3 Homogene DG n-ter Ordnung mit konst. Koeffizienten

Beispiel 12.30. Gegeben ist die Differenzialgleichung 2. Ordnung

&) +wiz(t)=0.

Die zugehorige physikalische Problemstellung kann z.B. das Fadenpendel ohne
Reibung 12.24, das Federpendel 12.25, ein LC-Kreis 12.26 oder die Bewegungs-
gleichung eines Elektrons im Magnetfeld 12.29 sein.

Zur Losung der Differenzialgleichung wihlen wir den Ansatz:

x(t) = et (%)

Setzen wir diesen Ansatz in die Differenzialgleichung ein, folgt

MMM 42t =0 — N4w2=0.

Man nennt
P(A) =) +wp
das zur Differenzialgleichung zugehorige charakteristische Polynom. Wenn die

im Ansatz auftretende Grofie A eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms
ist, dann ist e** eine Losung der Differenzialgleichung. Aus P ()\) = 0, folgt

A=+\/—wi = Fiwp.
= (t) =€t und @y (t) = e tWo!

sind Losungen der Differenzialgleichung. Sie bilden gleichzeitig ein Fundamen-
talsystem, da die Wronski-Determinante

- ©1 (t) <P2(t) _
W“"det<soa<t> <P’2(t))_

Da 1 (t), @2 (t) komplexe Funktionen sind, nennt man (p; () , ¢2(t)) ein
komplexes Fundamentalsystem.

eiwot e*i&}ot

iwot —twot :_22(“)0#0

twg e —iwe
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Ubergang zu einem reellen Fundamentalsystem.

Zu diesem komplexen Fundamentalsystem konstruiert man ein reelles, indem
man zu speziellen Linearkombinationen von 1 (t) und 3 (t) iibergeht. Da fiir
lineare DG das Superpositionsprinzip gilt, ist mit zwei Losungen ¢; () und
2 (t) jede Linearkombination ¢1 1 (t) 4+ ¢ @2 (t) ebenfalls eine Losung der
Differenzialgleichung. Mit ¢; (¢) und ¢5 (¢) sind also auch die beiden Funktio-

nen
z1(t) = o1 +5p02(t) = (et 4+e™0!) = cos (wot)
z2(t) = Fo1(t)—Fp2(t) = 5 (90t —eiwol) = sin(wot)

Losungen der Differenzialgleichung. Da die Wronski-Determinante dieser bei-
den Funktionen W (t) = wg # 0, bilden (cos (wpt) , sin (wot)) ein reelles Fun-
damentalsystem. Die allgemeine Losung lautet

x (t) = ¢1 cos (wot) + ¢z sin (wot). .

Wir iibertragen die Losungsmethode von Beispiel 12.30 auf den Fall einer all-
gemeinen, homogenen linearen Differenzialgleichung n-ter Ordnung:

Y™ (@) + an1y™ V(@) +... a1y (z) Fagy (z) =0. (%)

Mit dem Ansatz

y(x)=e

fiir die gesuchte Funktion, lautet die k-te Ableitung von y ()
y(k) (:L’) _ )\k GAI.
Eingesetzt in die Differenzialgleichung (*) ergibt

AN er fay NPT da e tager® =0

:>)\"+an,1)\"_l+...+a1/\—|—ao:0.

Definition: L
P()\) =AN"+a, 1 A"+ ... +tar A t+ag

heiBt das zur Differenzialgleichung (x) zugehérige charakteristische Po-
lynom.
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Ist \g eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms P ()), dann stellt

y(a)=e?

eine Losung der Differenzialgleichung dar. Nach dem Fundamentalsatz der
Algebra (5.2.7) besitzt jedes komplexe (also auch reelle) Polynom vom Gra-
de n genau n komplexe Nullstellen Aq,..., A,, die allerdings auch mehrfach
vorkommen koénnen. Hat das charakteristische Polynom n verschiedene Null-
stellen, dann sind durch

yp () =M k=1,...,n

n verschiedene Funktionen gegeben und es gilt

Beweis: Aufgrund unserer Voriiberlegungen ist klar, dass e**® (k= 1,..., n)
Losungen der DG sind, wenn die A\; Nullstellen des charakteristischen Po-
lynoms sind. Zu zeigen bleibt also nur noch die lineare Unabhéngigkeit der
Losungen. Dazu gehen wir zur Wronski-Determinante iiber

e)\l T e)\g x . e)\n x

)\le)\lz )\26)‘22 /\ne)\nz
W(z) = det

)\711—16)\195 )\;L—leA2x RS L P O
n

Mit vollstéandiger Induktion zeigt man, dass die sog. Vandermondesche Deter-

minante
1 1 .- 1
M A o A
W(x=0)=det| . . =] =) #0.
: : : isj
)\?—1 )\727,—1 . )\Z,—l

Damit bilden die Lésungen auch ein Fundamentalsystem. O
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Beispiel 12.31. Gesucht ist ein Fundamentalsystem der Differenzialgleichung
y@ (2) +3y" () — 4y (x) =0.

Ansatz: Wir setzen die Funktion y (z) = e in die Differenzialgleichung ein.
Dieses Vorgehen liefert das charakteristische Polynom

M 13X 2 40 =0 = [ P(A) =M $3X% —4=0.

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms bestimmen wir mit der Sub-
stitution Z := A2. Dann ist Z2+32Z —4=0 — Z, =1, Z, = —4.

S\ =+VZ1i=+1 und Ay = +\/Zo = £V -4 = +2i.
P (\) hat somit 4 verschiedene Nullstellen 41, +2i.
Sl gl QRiw o 2ie
ist ein komplexes Fundamentalsystem. Durch

2 (¥ +e7*") = cos (2z)

2 (e — e ") =sin (2z)

erhélt man ein reelles Fundamentalsystem:

e, e ¥, cos(2x), sin(2z) . |

Nach Satz 12.14 ist eindeutig gekldrt, wie man ein Fundamentalsystem be-
stimmt, wenn P (A) n verschiedene Nullstellen besitzt. Zur Kldrung des Pro-
blems von doppelten bzw. mehrfachen Nullstellen betrachten wir das folgende
Beispiel:

Beispiel 12.32. Gegeben ist die Differenzialgleichung
Z@t)+2&(t)+z(t)=0. (%)

Ansatz: Setzen wir = (t) = e*? in die Differenzialgleichung ein, liefert dies das
charakteristische Polynom

PO =X +42X\+1=0.

P(A)=0 < Ay = —1ist doppelte Nullstelle

— x1 (1) = et ist eine Lésung von ().
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Mit dem Ansatz e** erhiilt man bei diesem Beispiel nur eine Losung. Da (x)
eine Differenzialgleichung 2. Ordnung, stellt IL;, einen 2-dimensionalen Vektor-
raum dar und das Fundamentalsystem besteht aus zwei linear unabhéingigen
Funktionen! Eine weitere Losung ist gegeben durch

za(t)=t-e";
denn z5(t) und die Ableitungen

o (t) =et—tet

Fp(t) = —et—etptet
in die Differenzialgleichung eingesetzt
= Io (t) + 229 (t) + x9 (t) =0.

Auflerdem sind x; (¢) und x5 (¢) linear unabhingig:

_ 1 (t) x2(t)) _
W(t)‘det<xa<t> xw))‘

Dabher ist ein Fundamentalsystem

et te?

—e b et (1t

e_t, te t. m|

Ist Ao eine m-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms P(A), dann sind

e}\() t’ te)\o t7 t2 6)\0 t7 o tm—l e)\ot

linear unabhéngige Losungen der Differenzialgleichung n-ter Ordnung:
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Beispiel 12.33. Gesucht ist ein reelles Fundamentalsystem der Differenzial-
gleichung

yW () +8y" (z) + 16y (x) =0 .

Ansatz: y (z) = ? in die Differenzialgleichung eingesetzt liefert das charak-
teristische Polynom

PA) =X +4+8M+16=0.

Mit Z := A2 ist Z2 +82Z+16 =0 — Zy/2 = —4 doppelt. Damit sind
)\1/2 =+vV-4=42

doppelte Nullstellen.

A =20 — () =e%% o (x) =x-€%%  sind zwei Losungen.
Xo=-2i — 3(x)=e2%  py(r)=1x-e2% sind zwei Losungen.
= 2T | eTHT 21T 3721 gt ein komplexes Fundamentalsystem.

Ubergang zum reellen Fundamentalsystem durch spezielle Linearkombinatio-
nen:

Lpi(@) +ps(z) = 3 (2*+e2%) = cos(22)
3 (p1(2) —ps(x) = 4 (¥"—e ") = sin(2x)
T2 (@) +pa(z) = =z} (F*+e %) = z-cos(2w)
Lipy(x)—pa(x) = zk (¥%—e2%) = z.sin(22).

= cos(2z), sin(2z), zcos(2z), xsin(2x)
bildet ein reelles Fundamentalsystem. Die allgemeine Losung lautet somit:

y(x) = c1cos(2x) + co sin(2x) + cz3x cos(2x) + cqx sin(2x) . |

Beispiel 12.34. Gegeben ist die Differenzialgleichung

y" (@) =y (2) = 0.

Gesucht ist ein reelles Fundamentalsystem. Mit dem Ansatz y (z) = €*? in die
Differenzialgleichung eingesetzt, erhdlt man das charakteristische Polynom

PA)=XA-120.
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Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind A; = 1 und Ap/3 = —% +
% 31, so dass die Funktionen

v (-3+%v3i)= (—%—%\/&)T
) e ) 6

ein komplexes Fundamentalsystem bilden. Mit den Linearkombinationen

—% %\/gz x 7%7%\/572 x
(e b

1
5 =

-1z 1V3ia -1 V3iz
e’ %(ez +e ? )

= e cos(3 V3 1)

und
-1+l v3 113 _1, 1 /Bia L 3iaz
21i<€(22 l)”_e(22 7)m> — %<23 _ 23>
1.
= e’ sin(}V3uz)
bekommt man ein reelles Fundamentalsystem
_ 1,
e, e’ cos(LV3a), e 3 sin(3 V3 2) . |

Anwendungsbeispiel 12.35 (Freie gedimpfte Schwingung, mit
MaprLE-Worksheet).

Wir kommen auf das Federpendel aus Beispiel 12.25 zuriick. Fiir die Aus-
lenkung z (¢) der Masse m aus der Ruhelage gilt unter Beriicksichtigung von
Reibung die Differenzialgleichung

mi(t)=-0x(t)—Da(t) mit z(0)=2¢ und 4 (0)=0.

Mit den Parametern w2 = % und p =

F@t)+2puz@t)+wiz(t)=0, x(0)=z9, x(0)=0.

Der Ansatz

fithrt zum charakteristischen Polynom

PA)=X+2ur+wi=0

mit den Nullstellen Aje = —pE/p? —wf
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Das Vorzeichen der Diskriminante

A::u2—w8

entscheidet iiber die Art der Schwingung. Bei schwacher Dampfung ist das
mechanische System zu echten Schwingungen fihig (Schwingungsfall). Dieser
Fall tritt ein, wenn pu < wy. Bei starker Démpfung p > wy bewegt sich das
System nicht-periodisch (= aperiodisch) auf die Gleichgewichtslage zu (Kriech-
fall). Fiir A =0, d.h. u = wy, folgt der aperiodische Grenzfall. Im Folgenden
werden wir jeden dieser drei Fille getrennt behandeln:

1. Fall: A <0, d.h. p < wg: Geddmpfte Schwingung
2. Fall: A =0, d.h. u = wg: Aperiodischer Grenzfall
3. Fall: A > 0, d.h. p > wq: Kriechfall

1. Geddmpfte Schwingung (schwache Dampfung).
Bei schwacher Dampfung (1 < wp) sind die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms komplex-konjugierte Zahlen

>\1/2Z—Mi\/ﬁﬁ—wgz—uii\/wg—;ﬂ:—uiiw

mit w = y/w? — p? > 0. Damit ist ein komplexes Fundamentalsystem
1 (t) _ 6>\1t _ e(f;Hriw)t — oMt iwt
0o (t) — e>\2t — e(fyfiw)t — e mt efiwt )
Mit dem reellen Fundamentalsystem

z1(t) =3 (p1(t) + @2 (1) = e"" cos (wt)

22 (t) = 5; (01 (t) = 92 (t)) = e ""sin (wt)
bestimmt sich die allgemeine Lésung durch
x(t) =e "' (¢ cos (wt) + co sin (wt)) .

Die Konstanten c1, ¢ bestimmen sich aus den Anfangsbedingungen x(0) und
z (0). Um die Anfangswerte fiir 2 (0) einsetzen zu konnen, bendtigen wir die
Ableitung von x(t):

T (t) = —pe " (¢ cos(wt) + o sin (wt))

+e Mt (—cpwsin (wt) + cowcos (wt)) .

Setzen wir die Anfangsbedingungen ein, folgen zwei Bestimmungsgleichungen
fiir die Konstanten ¢; und c¢so:
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2 (0) = zo: 2(0) = 1 = o,

#(0)=0: ©(0)=c1 (—p)+w=0=c =1z (£).

=| x(t)=mzpe Ht (cos (wt) + % % sin (wt)).

Interpretation: Die Losung setzt sich aus einer zeitlich abnehmenden Ampli-
tude zp e #* und einem periodischen Anteil (cos (wt) + % L sin (wt)) zusam-

men. Der periodische Anteil der Funktion kann in der Form (% sin (wt + Lp))

mit | tan ¢ = % dargestellt werden, so dass

x(t) =zge Mt 20 gin (Wt + ).
w

Es liegt eine geddmpfte Schwingung vor. Das Federpendel schwingt mit der
gegeniiber der ungeddmpften Schwingung verkleinerten Kreisfrequenz

w=/wi — pu? < wp.

Abb. 12.20 zeigt den typischen Verlauf einer gedampften Schwingung.

A

v

X(t) = X, /o e™ sin(ot+@)

Abb. 12.20. Zeitlicher Verlauf einer geddmpften Schwingung

(® 2. Aperiodischer Grenzfall.
A =0, d.-h. 4 = wp, beschreibt den aperiodischen Grenzfall, der die periodi-
schen Bewegungen von den nicht-periodischen trennt. Fiir p = wyq ist

Aijg = —p

eine doppelte Nullstelle des charakteristischen Polynoms P(\), und ¢ (t) =
e Pt und s (t) = t- e ** bilden ein reelles Fundamentalsystem. Die allge-
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meine Losung lautet dann
x(t)=cre " fegte ML
Durch Einsetzen der Anfangsbedingungen bestimmen sich ¢y, co:

2z (0) =x9: 1 = w0,

z(0) =0: —per+co=0=co = pag.

=| z(t)=zoe (1 + pt).

Der Massepunkt bewegt sich nach seiner Auslenkung um xg auf die Gleichge-
wichtslage nicht-periodisch zu.

AX()
XO

X(t) = X, (ut+1) *

® 3. Kriechfall.
Bei starker Ddmpfung (> wyp) sind die Nullstellen des charakteristischen Po-
lynoms zwei negative, reelle Zahlen

Mjp=—pEt/p?—wi<0.

Setzen wir k = /u2 — w3, bilden ¢y (t) = (=Rt und @ (1) = e("#"F) ein
reelles Fundamentalsystem und die allgemeine Lésung lautet
2 () = o1 LR Yo (—u—k)t

Die Masse ist infolge zu starker Reibung zu keiner echten Schwingung fihig
und bewegt sich im Lauf der Zeit nicht-periodisch auf die Gleichgewichtsla-
ge zu. Man bezeichnet diesen Fall in der Mechanik als Kriechfall oder als
aperiodische Schwingung. Der genaue Verlauf hingt, wie im Fall 2, von den
Anfangsbedingungen ab.

Fiir 2 (0) = z¢ und % (0) = 0 bestimmen sich die Konstanten ¢; und ¢y zu:
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x (0) = zo: To = c1 + Co,
x(0) =0: O=(—p+k)cr+ (—pn—k) co.

k+p
2k

Die Losung dieses linearen Gleichungssystems fiir ¢; und cs lautet ¢; = xg

und ¢y = xg

=| z(t)= 21:—2:6_“t ((k+p) e*t + (k — p) e7*t)

(Exponentielles Abklingen ohne Schwingungsanteil).

Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich ein MAPLE-Worksheet, in
dem eine Animation aufzeigt wie sich das Schwingungsverhalten in
Abhéngigkeit von p dndert. Die Animation beginnt bei schwacher Dampfung
und n#hert sich dann dem aperiodischen Grenzfall an. Man erkennt, dass beim
aperiodischen Grenzfall das System am schnellsten zur Ruhe kommt, wie dies
z.B. bei Stoldampfern oder Messinstrumenten gefordert wird. Wird die Damp-
fung noch kleiner, erhélt man den Schwingungsfall; die Periode der Schwingung
dndert sich dann in Abhéngigkeit von p. O

g

© 12.3.4 Inhomogene DG n-ter Ord. mit konstanten Koeffizienten
In diesem Abschnitt betrachten wir das inhomogene Problem: Gegeben ist eine
lineare DG n-ter Ordnung mit Stérfunktion f (z) (= Inhomogenitit):

Y (@) + an—1y" Y (@) + o Fary (@) +aoy (2) = f (@) ()

Gesucht ist eine partikuldre Losung y, ().

Uber das zugehorige LDG-System 1. Ordnung und Variation der Konstanten
besitzt man fiir beliebige Inhomogenititen eine Losungsformel: Nachdem die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms bestimmt sind, bildet man nach
Satz 12.15 ein Losungsfundamentalsystem der homogenen linearen Differenzi-
algleichung. Anschlieffend transformiert man die linearen Differenzialgleichung
n-ter Ordnung in ein System 1. Ordnung (Satz 12.12) und fiihrt die Variati-
on der Konstanten (Satz 12.11) durch. Dieser Weg bietet sich an, wenn man
z.B. auf MAPLE zuriickgreift, um die umfangreichen Integrale aufzustellen und
berechnen zu lassen.
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(® Inhomogenitit = Exponentialfunktion

Im Folgenden werden wir aber fiir oft auftretende Inhomogenitéiten eine par-
tikuldre Losung durch einen speziellen Losungsansatz vorgeben. Zunéchst be-
trachten wir den Fall, dass die Stérfunktion eine reine Exponentialfunktion

ist:
- uec.

Dann lautet die Differenzialgleichung
Y™ (@) + an_1yY (@) + . Fary (@) Fagy (z) = cetT .
Gesucht ist eine partikulédre Losung der Form
yp () = ket?

mit einer noch unbekannten Konstanten k. Setzen wir y, (x) zusammen mit
seinen Ableitungen in die Differenzialgleichung ein, folgt

Ept et +an 1 kp" tetr® 4+ . tarkpet® +agket® =cel”

=k (u”—i—an_lun_l+...+a1u+ao)=C

P(p)

=kP(u)=c,

wenn das charakteristische Polynom P (\) an der Stelle 4 ausgewertet wird.
Ist p keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms, P (u) # 0, folgt fiir

die Konstante k = 3¢5 und die Losung lautet y, (x) = Py €
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Beispiele 12.36:

® Gesucht ist eine partikuldre Losung y, (x) der Differenzialgleichung
y (@) +2¢" (@) +y () =257 .
Das zur Differenzialgleichung gehorende charakteristische Polynom ist
PA) =X +2X+1

und g = 2 ist keine Nullstelle von P (\): P (2) = 25 # 0. Somit erhilt
man durch

yp (2) = ke**
eine partikuldre Losung. Setzt man y, (z) in die Differenzialgleichung ein,
bestimmt sich die Konstante k aus:

k16 €% + k8e%™ + ke = 25¢%

‘%k:%:1é yp (z) = €.

@ Gesucht ist eine partikuldre Losung y, (x) der Differenzialgleichung
Y@ (@) + 2y (2) +y () = 25627
Das charakteristische Polynom ist
PO =M+22+1.

Wegen = 24 und P (2i) = 164* +8i%> + 1 = 9 # 0 ist pu keine Nullstelle
von P()\) und somit ist eine partikulire Losung

_ 25 i2 _ 25 ,i2¢
yp(m)—P(zi)e = e |

Beispiel 12.37. Gegeben ist die Differenzialgleichung

y" (@) — 29" (2) — 2y () + 2y (x) = 2 sin. (+)

Um eine partikuldre Losung y, (z) nach Satz 12.16 zu berechnen, setzen wir
die Differenzialgleichung ins Komplexe fort:

§" (@) = 29" (x) — 29 (z) + 2§ (z) = 2€™. (%)

Ist §, (x) eine Losung der komplexen Differenzialgleichung (%), dann ist der
Imaginérteil

yp () = Tm gy ()

eine Losung der reellen Differenzialgleichung (x), wie man folgendermafien er-
kennt
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gy =20 =20, + 2§, = 2€”
—Im (g, — 29, — 24, +27,) = Im (2€")

— Im (gjg')—QIm(”)—2Im (yp)—i—QIm(yp)—QIm(”)

s [Im (g,)]" =2 [Im (7,)]" — 2 [Im (g,)]" + 2 [Im (§,)] = 2 sinz.

"

=Y, — Qy;,/—?y;,-i-?yp:?sinx.
Um (%) zu losen, wéhlen wir den Ansatz
Up (v) = ke™ .
In die Differenzialgleichung eingesetzt

S kide® — k226 — 24 + k2 =267

sk (4-3i) e =27 k=

Ubergang ins Reelle: Damit ist eine partikulire Losung Up (z) von (%) ge-
funden. Die gesuchte Losung y, (z) von () ist

(o) =1 G 0) =t (2 ).

Es gibt zwei unterschiedliche Methoden, um den Imaginérteil zu berechnen.
Beide fiihren auf eine unterschiedliche Darstellung der Losung. Im ersten Fall
zerlegen wir sowohl ;== als auch €' in Real- und Imaginérteil, bestimmen in
der algebraischen Normalform das Produkt der beiden komplexen Gréfien und
lesen vom Ergebnis den Imaginérteil ab. Im zweiten Fall stellen wir 4%31, in
der Exponentialform dar und multiplizieren mit ¢** in der Exponentialform;
die partikuldre Losung ist wieder der Imaginérteil des Ergebnisses.

i) Zerlegung von 2= in Real- und Imaginirteil
4—31
2 2 4+ 3i 8 . 6 .
= . =—+ —1.
4—-3c 4-3i 443 25 25
~ _ 2 'Lx _ 8 6 . . .
:yp(x)_zlf:;ie = (£ + 51 (cosz+isinz)

= (& cosz— £ sinz) +i (L cosz + £ sinz).

Damit ist

6 8
yp () =Im (7 (z)) = % cosT + % sinw .
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(ii) Die komplexe Zahl ¢ = ;25; = 2 + 5= i lisst sich darstellen in der Expo-

nentialform ¢ = |c| €!¥ mit
3 a6 9o
o] = 5 V8 +62=1 und tanp = 1 ©=236.9°=c= %6”’6'9

2 o . o
~ _ ix _ 10 ,436.9° iz _ 10 _i(x+36.9°)
:>yp(x)—4_3ie =5 e’ =5ce

= 39 cos(z + 36.9°) + i 32 sin(z + 36.9°) .

Damit ist
. 10 . o
yp (z) =Im (g, (z)) = 25 sin (x +36.9°) . mi

® Inhomogenitit = Polynom mal Exponentialfunktion
Der Ansatz fiir die spezielle Losung aus Satz 12.16 fithrt zum Ziel, wenn p kei-
ne Nullstelle des charakteristischen Polynoms P (\) ist. Welcher Ansatz muss
aber gewihlt werden, wenn g eine Nullstelle ist? Allgemeiner noch betrachten
wir den Fall einer Inhomogenitét f (x) = h (z) e*® mit einem Polynom h (x):

Bemerkungen:

(1) Satz 12.16 ist ein Spezialfall von Satz 12.17: Fiir f(x) = ce*® und u keine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist & = 0 und m = 0 (c ist ein
Polynom vom Grade 0). Daher liefert die Ansatzfunktion

yp () = Ke!®

mit einem Polynom vom Grade k + m = 0 eine partikulére Losung.
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(2) Besteht die Storfunktion aus mehreren Storgliedern, erhéilt man einen An-
satz fiir eine partikuldre Losung y, (¢) als Summe der Ansitze fiir die
einzelnen Storglieder.

Beispiele 12.38 (Musterbeispiele):

® Gesucht ist eine partikuldre Losung der Differenzialgleichung
2¢" () +y () =ze™™:
Das zugehorige charakteristische Polynom ist
P(A) =2\ + A\

Die Inhomogenitét ist

fl@)y=ze™® > pu=—-1.

p = —1 ist keine Nullstelle von P (A), da P(—1) =1# 0 — k = 0; z ist
ein Polynom vom Grade 1 — m = 1. = k+m = 1 und die Ansatzfunktion
fiir eine partikuldre Losung ist ein Polynom vom Grad 1 mal e™*:

—X

Yp (¥) = (a0 +ar1z) e

Wir setzen diesen Ansatz fiir y,(x) zusammen mit den Ableitungen

y;, () = ame*—(apt+arz)e ™
yz’,’ () = —-2ae 4 (ap+arz)e ™

in die Differenzialgleichung ein, um ag und a; zu bestimmen. Damit folgt

!

2y, +y, (z) =[(a0 —3a1) +arx] e * =xe”

x

!
= (ag—3a)+tax=2x
Um die Koeffizienten zu bestimmen, fithren wir einen Koeffizientenvergleich
nach absteigenden Potenzen von x durch
2l e =1

0

o ao—3a1:0:>ao:3.}:> by (2) = (3 4) e

@ Gesucht ist eine partikuldre Losung der Differenzialgleichung

2y (1) +y/ (x) = :
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Das zugehorige charakteristische Polynom ist
P\ =22+

Die Inhomogenitét ist

f@)=2e% — pu=0.

p = 0 ist einfache Nullstelle von P (A) — k = 1; x ist ein Polynom vom
Grade 1 — m = 1. = m + k = 2. Die Ansatzfunktion fiir eine partikulire
Losung lautet

0 2

yp(a:):(a0+a1m+a2m2) e’ =ag+ax+ayz”.

Um die Koeffizienten ag, a1 und as zu bestimmen, setzen wir y,(z) zusam-
men mit den Ableitungen

y;)(x) = a1 +2az
Yy () = 2a

in die Differenzialgleichung ein. Dies liefert

2y (x) +yl (¢) =4as +ar +2a0 = .

Koeflizientenvergleich:
xl: 2a9 =1 = a9 = %
2% das+a1 =0 = a3 =-2.

Fiir ag besteht keine Bedingung; a¢ kann somit z.B. auf Null gesetzt wer-
den: ag = 0.

1
:>yp(m):—2x—|—§x2. |

Beispiele 12.39:

O]

y' (@) +y(z) =
Das zugehérige charakteristische Polynom ist P (\) = A2 + 1. Die Inhomo-
genitit ist e < p = i. u = i ist einfache Nullstelle — k = 1; m = 0 =
k+m=1.

Ansatz: y,(z) = (ag+aiz)e”
y, () = are” +i(ag+arx) e
yy () = 2ia1e™ — (ag+ayz) e”

In Differenzialgleichung einsetzen:
yy (@) +uyp(z) = 2a1ie” — (a0 + a1 ) € 4 (ap + ar) e

. . ! .
= 2a11e” =¢€'"
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1 -
= a; = % und ag =0 (beliebig).
1

1 ; 1 ;
=y (x) = Q—ixe”" = fiixe””

@ Yy () +y(z) = cosu: (%)

Um eine partikulire Losung zu erhalten, setzen wir die Differenzialgleichung
ins Komplexe fort

7' (@) +g (@) =€ (%)
Jp (¥) = —% iz e ist nach @ eine partikulére Lésung von (%). Eine parti-
kuldre Losung von (*) ist demnach gegeben durch den Realteil von g, (z)

yp (¥) = Re (gp (2)) -

Wegen 1 . °
g et — = g i (z4270°)

2

——ijze =+

i o
et 270 T
2

DN =

= yp () =Re (%xei (w+2700)) =1z cos(z+270°) =L asinz .

® Yy’ (z) +y(z) =sinz:
Nach dem Vorgehen in @ ist eine partikuldre Losung
yp (z) = Im (gp (z)) = Im (% ze (‘“'2700)) = 3 x sin (z +270°) .

Yp (z) = =S zcosz . |

(® Spezialfille von Satz 12.17:
Um eine partikulidre Losung der inhomogenen Differenzialgleichung

Yy (@) + an—1y" Y (@) + .. Fary' (@) +aoy (2) = £ (2)

zu erhalten, kann in manchen Spezialfillen direkt ein reeller Ansatz gewihlt
werden. Tabelle 12.2 gibt fiir haufig auftretende Storfunktionen die entspre-
chende Ansatzfunktion an.
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Tabelle 12.2: Ansatzfunktionen fiir partikulire Losungen.

Storfunktion NS von P (}) Ansatz

f (l) :Z a; l'i 0 keine NS Yp (x) = Z A, zt
=0 X

0 k-fache NS | y, ()

n
xk ZAixl

f(x) =acos(Bx)

i=0
f(x)=aet” w keine NS | y, () = Aet”
w k-fache NS | y, (z) = AaFer®
f(x)=asin(Bz) | i6 keine NS | y,(x) = Asin(Bz)+ B cos (L)

i3 k-fache NS

=Csin(fz+ @)

yp (2) = Az¥sin (Bx)+B 2" cos (Bx)

= C ¥ sin(Bx + )

Beispiel 12.40. Gegeben ist die Differenzialgleichung

y' (@) + 2y (2) +y(z) = f(2) .

In der nachfolgenden Liste geben wir nach Tabelle 12.2 fiir verschiedene Storfunk-
tionen f einen Ansatz fiir eine partikulire Losung sowie die Losung fiir die
freien Parameter an. Das charakteristische Polynom ist

PA) =M 42 4+1=0A+1)

und damit A = —1 eine doppelte Nullstelle.

f(x) Ansatzfunktion Parameter

22 =2z +1 |y, (z) =ao+ a1z + azz? ag=11, a1 = —6,as =1

(1t = 0 keine NS von P (X))
2e” yp () = Ae” A=1

(1t =1 keine NS von P (X))
cosx Jp (x) = Ae™ — in kompl. DG | A= —3i

yp () =Re (Ae') yp (x) = % cos (z+ 3F)

cos & yp (x) = Asinz + B cosz A=1B=

(1 =i keine NS von P ()))
sin x yp (x) = Asinz + B cosz A=0,B=—-%

(1 = i keine NS von P ()))
e * Yp () = agaz?e™® as = %

(u = —1 ist doppelte NS)

—z2e” (a0+a1x+a2x2) er aoz—%,a :%7a2:—i
re 7 (ap +ayz) 22 e ag =0, a; = %
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Beispiel 12.41 (Musterbeispiel).

Gesucht ist die Losung von
y' (z) — 6y (z) +9y(x) =4e*® + 92 — 15
mit den Anfangsbedingungen y (0) = yo, v’ (0) = 0.
1. Losen der homogenen Differenzialgleichung
y"' (x) =6y (z) +9y(z) =0
Das charakteristische Polynom ist
P(A) =X —-6X+09.

Die Nullstellen von P (A) sind A\; = Ay = 3 (doppelt). Die allgemeine
Losung der homogenen Differenzialgleichung ist somit

yn (r) = c1 € +cawe® .

2. Berechnung einer speziellen Losung:
Die Storfunktion f(z) = 4 €% +9x — 15 besteht aus zwei Funktionstypen.
In zwei Schritten bestimmen wir eine partikulidre Losung:

(i) ¥ () =6y (x) +9y(x) = 4> (1)
@ = 2 ist keine NS von P () und daher erhalten wir eine partikulire
Losung der Form

ypl (33) = A€2r .
In die Differenzialgleichung (1) eingesetzt folgt:

A(4—6-2+49) e 42 = A=4.

= yp, (z) = 4% .

(ii) Yy (x) =6y (z) + 9y (x) = 9z — 15. (2)
0 ist keine NS von P (A) und daher wird als Ansatz

Yp, (T) =ap+ a1z
in die Differenzialgleichung (2) eingesetzt:

Ypy () =64y, () +9yp, (¥) = —6a1+9 (a0 +a17)
= (—6a1—|—9a0)+9a1x;9x—15.
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Der Koeffizientenvergleich liefert
xl: 9a1 =9 = a3 =1,
20; —6a1 +9ay9 =—15 = qp=-—1.
= Yps (1‘) =-1l+z.

(iii) Die partikulire Losung fiir die Storfunktion 4 e2* + 92 — 15 setzt sich
zusaminen aus Yp, und yp,:

yp (v) =de* 2 1.

3. Die allgemeine Losung der Differenzialgleichung lautet somit

y(x)=c1e3® +epwed +4e* 2 —1.

4. Bestimmung der Konstanten c;, ¢ iiber die Anfangsbedingungen:

y(0) = ea+4-1 = y = c=y—3
() = 3ci4+c+9 = 0 = c=-9-3¢ =—3y.
=y)=(yo—3) " —3ypwe® +4e* +x 1. |

Anwendungsbeispiel 12.42 (Erzwungene, gedimpfte Schwingung,
mit MAPLE-Worksheet).

FEin elektrischer Schwingkreis besteht aus einem Ohm-

R
— schen Widerstand R, einem Kondensator mit Kapa-
zitét C und einer Spule mit Induktivitdt L (siehe Abb.
Us(tho~ C==  12.22). Zur Zeit t = 0 wird der Stromkreis durch An-
L legen einer dufleren Wechselspannung
nN
Abb. 12.22. RCL-Kreis Ug (t) = Uy sin (wt)

geschlossen. Nach dem Maschensatz gilt

dI (t) I o
L7+Rl(t)+6/OI(T) dr = Uy sin (wt) .

Gehen wir zur komplexen Formulierung iiber, ist

t
Lf(t)+RI(t)+% / I(r) dr =Ue'®?
0

und nach Differenziation
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Setzen wir noch = % (Dampfung) und w} = 74, ist

T()+281()+w3I(t)= %iwe“’t.

Die allgemeine, homogene Losung wurde in Beispiel 12.35 diskutiert, so dass
zur Losung der inhomogenen Differenzialgleichung noch eine partikulére Losung
gesucht ist. Das charakteristische Polynom zur Differenzialgleichung lautet

PA)=M+28A+uwj .

— p = 1w ist keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Eine parti-
kulédre Losung liefert daher der Ansatz

L, (t) = Ae'?t .
In die Differenzialgleichung eingesetzt, folgt

. . , U ,
(iw)?Ae'“t 28 (iw) A’ + Wi Ae'vt = foiwe“"t

.Uow 1
= A=
'L wd —w?+2i fw
und
_ 1 ,
i) =i civt,

L w2-—w?+2ifw

Ubergang zu einer reellen partikuliren Losung: | I, (t) = Im (I, (1)).

Wir stellen fp (t) in der exponentiellen Normalform dar, indem wir A in die Ex-
ponentialform iiberfithren und die Multiplikation in dieser Normalform ausfiihren.

A_,Uow 1 wi —w?—i2fw
'L W —w?+2ifw wi-w?—i2fw
UOW 1 . 2 2 ! i
= 20w +1i (wi —w?)| = |A| ¥
L G-t eia R
mit 2 2
1 Im A —
|A| = Uzw und tanp = I;n 1= w%ﬂ @
Vi -2 + 20wy ‘ “
~ 1 ) .
= 1p (1) :Uow el etwt

LS - + @pw)y
komplexe Amplitude
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= I, (t) =Im (f,, (t)) _ bow L sin (wt + ) .

Lwd =) + 28w)?

Interpretation: Mit wi = % und 23 = % gilt fiir Amplitude und Phase des
Stromes

Uow 1 UO T
= = 0

L \/(26w)2+(w§—w2)2 \/R2+(ﬁ—wL)2

und

(%)

Gleichung (*) ist das Ohmsche Gesetz der Wechselstromtechnik mit den Schei-
telwerten Uy und Iy. Der reelle Scheinwiderstand betréigt

2= () =20

Der Strom Iy, (t) ist um ¢(w) phasenverschoben zur Spannung. |

MapLE-Worksheets zu Kapitel 12

Differenzialgleichungen erster Ordnung:

— Differenzialgleichungen erster Ordnung mit MAPLE
= Richtungsfelder mit MAPLE

— Beispiele mit MAPLE

Lineare Differenzialgleichungssysteme:
— Eigenwerte und Eigenvektoren mit MAPLE
— Beispiele mit MAPLE

Lineare Differenzialgleichungen n-ter Ordnung:
— Differenzialgleichungen n-ter Ordnung mit MAPLE
— Beispiele mit MAPLE

Numerisches Losen von Differenzialgleichungen:
= Numerisches Losen mit dsolve

= Numerisches Losen mit DEplot

= Numerisches Losen mit dem Euler-Verfahren

— Beispiele mit MAPLE
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12.4 Aufgaben zu Differenzialgleichungen 124

Differenzialgleichungen 1. Ordnung

12.1 Wie lauten die allgemeinen Losungen der folgenden linearen DG erster Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten?

a)y +4y=0 b) 2y +4y =0 c) -3y =8y
d)ay —by=0 (a#0) e) -3y +18y=0 f)LYL +RI=0

12.2 Losen Sie folgende Anfangswertprobleme:
a)2v+0=0, v(0)=10"%. Wann ist v (t) <10<* ?
b)y +Ay=0, y(0)=1. Was ergibt sich fiir A\, wenn y (1) = 1 7
c) —% = %N, N (0) = No. Wie grof ist 7, wenn N (1,819- 1011) = %No?
12.3 Bestimmen Sie die allgemeine Losung der folgenden linearen DG erster Ord-
nung;:

a)y +ry=4z b) ¥ + i =" c)zy +y==x-sinx
d)y cosz—ysinz =1 e)y —2coszy=cosz f)zy —y=x>+4

12.4 Losen Sie folgende inhomogenen DG:
a) y' (t) + 55 ¥ (t) = Uo sin (wt) (RC-Wechselstromkreis)
b)y' (t)+ £y (t)=Uoe?* (RL-Wechselstromkreis)

12.5 Bestimmen Sie eine Losung fiir die folgenden DG 1. Ordnung durch Trennung
der Variablen:
a) 2’y =y° b)y (1+2*) ==y oy =1-9¢°
d)y =1 —y)? e)y siny=—x f)y =eY cosx

12.6 Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme:
a)y +cosz-y=0; y(5)=2r
bz (e+1)y =y; y(1)=3
o yiy +a2t=1; y(2)=
d) 2?2y =y +zxy; y(1)=-1 ( Substitution: u = %)
e)yy =275 y(0)=2

12.7 Man lose durch Substitution (u = %)

a)xy =y+4x b)ny’:iszryQ
12.8 Losen Sie folgenden Differenzialgleichungen durch Trennung der Variablen:

2) 9/ (@) = 5y b) (4 1) (2= 1) ¢/ () = 29 (&)

ey +iy =y d)y* —2yy +1=0

e) y = cos’y f)2y' =y" Vo

12.9 Welche Losungen haben folgende Anfangswertprobleme:
a)y (z) =sinz-y*(z) , y(0)=1 b)y+y =e", y(0)=1
c) sinx -y’ =cosz -y, y(%):g d)y’-(1+:c2):2my, y(l)=4
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Anwendungen
12.11 Eine chemische Reaktion A + B — X ldsst sich durch
Z—f =k(a—z) (b—2x)
beschreiben, wenn die Anzahl der Molekiile vom Typ A bzw. B zu Beginn
der Reaktion a bzw. b und z (¢) die Anzahl der Reaktionsmolekiile X zum
Zeitpunkt ¢ sind (k: Reaktionskonstante).
a) Man lose die DG fiir a # b und z (0) = 0 (mit MAPLE).
b) Wann kommt die Reaktion zum Stillstand (a > b) ?
12.12 Die Sinkgeschwindigkeit v () eines Teilchens der Masse m in einer Fliissigkeit
(k: Reibungsfaktor, g: Erdbeschleunigung) wird beschrieben durch
m dv +kv=mg:
dt -mar
a) Man bestimme (mit MAPLE) die Geschwindigkeit und Position zur Zeit
t > 0 fiir die Anfangswerte v (0) = vo und s (0) = 0.
b) Welche Geschwindigkeit vmax kann das Teilchen maximal erreichen?

12.13 Man lése Aufgabe 12.12, wenn das Medium einen Widerstand leistet, der
gleich kv? ist und v (0) = 0.

12.14 Ein Korper besitze zur Zeit t = 0 die Temperatur 7y und werde in der
Folgezeit durch vorbeistromende Luft der konstanten Temperatur 77, gemif

O —a(-T)  (@>0)
gekiihlt. Bestimmen Sie den zeitlichen Verlauf der Kérpertemperatur. Gegen
welchen Endwert strebt diese?

12.15 Die radiale Geschwindigkeitsverteilung stationdrer, laminarer Strémungen
eines viskosen inkompressiblen Fluids (Viskositéit 7)) lings eines Rohrstiicks,
in dem ein Druckabfall % wirkt, kann durch

Ap 1d d
A -|—7]; o (TJUZ (T’)) =0
beschrieben werden. Wie gross ist v, (r), wenn am Rand v, (R) = 0 gilt?
Hinweis: Integrieren Sie, nach geeigneten Umformungen, zunéchst von 0 bis
r und iiberlegen Sie, was sich fiir die Integrationskonstante bei » = 0 ergibt.
Integrieren Sie dann von R bis r !
12.16 Ein Kérper rollt eine schiefe Ebene (Winkel ¢) hinunter und erfihrt dabei

Reibungskréfte proportional zu seiner Geschwindigkeit und einen Druckwi-
derstand proportional zum Quadrat seiner Geschwindigkeit. Es gilt:

m-9+R-v+D-v>=m-g-sing .

Die Anfangsgeschwindigkeit sei v (0) = 0; die physikalischen Konstanten
mzl,gle,cp:%,D:%,R:fi.
a) Was ergibt sich fiir v (¢) mit D =07

t)
b) Was ergibt sich fiir v () mit R=07
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Lineare Differenzialgleichungssysteme

12.17 Bestimmen Sie ein Losungsfundamentalsystem des LDGS erster Ordnung
20 -2
a)y (t)=Ay((t) mit A= 04 0
-20 5
-2 -9 5
b)y (t)=By(t) mit B=| -5 -10 7
—9 —21 14
Priifen Sie, ob die Eigenvektoren eine Basis des IR® bilden.

12.18 Bestimmen Sie Losungen des LDGS zweiter Ordnung

"o . B 1 -2
y'(t) = Ay (t) rmtA—(_2 e

12.19 a) Die Bewegungsgleichungen eines geladenen Teilchens im Magnetfeld lau-

ten
. e . e
Uy = —— B, vy, Uy = — B, v,
R m m
wenn B = B, €,. Man bestimme ein reelles Fundamentalsystem.
b) Man bestimme eine partikuldre Losung, wenn neben dem Magnetfeld B

0
noch ein elektrisches Feld E = Eo | t | wirkt:
0
be = —< B, by = < B.v, + By - t.
m m
.o . -3 1
12.20 Gegeben sei die Matrix A = L3

a) Man bestimme zur Matrix A sdmtliche Eigenwerte und Eigenvektoren.
b) Man bestimme ein Fundamentalsystem von ' (t) = A% (t).

c) Man bestimme ein komplexes FS von " (t) = Ay (¢).

d) Man bestimme ein reelles FS von 5" (t) = A (¢).

e) Man stelle das zu §" (t) dquivalente LDGS 1. Ordnung auf.

12.21 Geben Sie je ein Fundamentalsystem fiir ¥’ = A% an:

3 4 311 3—-1 1
a)A—<_5_5> b)A=1]151 A= -1 3-1
113 1-1 3
12.22 Losen Sie das Anfangswertproblem:
vi(z) = 3y + 2p@) -  y(@), n0)=2
ya(z) = 2p;(x) + 3u(e) —  ys(z), v2(00)=4
ys(x) = - - @) + 4ys(z), y(0)=0

12.23 ”Knacken” Sie die Differenzialgleichung 2. Ordnung
y' =5y +6y=0 (%)

indem Sie die Hilfsfunktionen 31 = y, y2 = 3’ einfiihren und () als System
schreiben und 18sen! Wie lautet die Losung fiir y (0) =1, 4" (0) =07
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Differenzialgleichungen héherer Ordnung

12.25

12.26

12.27

12.28

12.29

12.30

12.31

12.32

Priifen Sie nach, dass ¢1 = 1 —cos (2x) und @2 = 1 — cos” (x) Losungen von
y" — (tanx +cotx) y +4y=0.

sind. Bilden sie ein Fundamentalsystem?

Zeigen Sie, dass die beiden Funktionen sinh (k) und cosh (k x) ein reelles
Fundamentalsystem bilden von der Differenzialgleichung

Y’ (2) = Ky (@) =0.

Losen Sie die folgenden homogenen, linearen Differenzialgleichungen 2. Ord-

nung;
a) 4(t)+ 134 (t) +40u(t) =0 b) ¥ (¢t) =120 (t) + 36w (t) =0
c)y'(z)+6y (z)+34y(x) =0 d) 2" (z)+162z(z) =0

Bestimmen Sie ein reelles Fundamentalsystem fiir
a) y™@ () —10y" () + 9y () =0

b) u® (t) — 24 (t) + 0 (t) = 0

¢) ¥ (z) —y(x) =0

Gegeben ist die inhomogene, lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung

y" (x) =3y (2) + 2y (2) = 5 (2)

mit der Inhomogenitét s (z). Ermitteln Sie partikuldre Losungen fiir
a) s(z) =6 b) s(z) ==z c) s(x) =e*” d) s(xz) =coszx
e) s(z) =4x+ 10 cosz f) s(z) =z e g) s(z) = cosze”

Losen Sie die Schwingungsprobleme

a)#(t)+ 16z (t) =0, x(0)=3, #(0)=4
b)#(t)+2&(xz)+2z(t) =0, z(0)=2, z(0)=
c)Z(t)+13z(t)+40x(t)=0, =z(0)=3, z(0)=0

Bestimmen Sie alle reellen Lésungen der folgenden DG (mit MAPLE)
a) y (z) — 10y"( )+ 9y (z) = sin(z)

b) y" (z) =Ty (= )—Gy(w)zlzez

o)y (z) —2y" () +y (z) — 2y (z) = cos (z)

d) y" (z) - ()+12y()—8y(w)=66“

Losen Sie die Differenzialgleichungen aus Aufgabe 12.6 numerisch mit dem
Euler-Verfahren. Variieren Sie die Schrittweite und vergleichen Sie das nu-
merische Ergebnis mit der exakten Losung.
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13 Laplace-Transformation

Eine elegante Methode zur Losung von Differenzialgleichungen macht Gebrauch von
der Laplace-Transformation. Das sog. Laplace-Integral eignet sich besonders zur Be-
handlung von Differenzialgleichungen und Differenzialgleichungssystemen mit An-
fangsbedingungen. Die mathematische Formulierung der Laplace-Transformierten ei-
ner Zeitfunktion f (¢) lautet

L{F(t)} =F(s) = /jm) ot dt,

Dabei wird der Zeitfunktion f (t) eine Bildfunktion F (s) zugeordnet, so dass man
bei der Laplace-Transformation auch von einer Funktionaltransformation spricht.

Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich ein zusétzlicher Abschnitt iiber die Eigen-
schaften der Laplace-Transformation (Verschiebungssatz, Dampfungssatz, Ahnlich-
keitssatz, Faltungssatz), das Berechnen der Laplace-Transformation sowie der inver-

sen Transformation mit MAPLE und zahlreiche weitere Anwendungsbeispiele.

Bei der Losung von Differenzialgleichungen zeigt sich, dass mit der Laplace-
Transformation der gesuchten Funktion y (¢) in den Bildbereich Y (s) die Dif-
ferenzialgleichung in eine algebraische Gleichung umgeformt wird. Diese alge-
braische Gleichung fiir Y (s) lidsst sich i.A. einfacher 16sen, als die Differen-
zialgleichung fiir y (¢). Durch Riicktransformation erhilt man schliellich die
gesuchte Funktion y (¢). Dieser allgemeine Losungsweg ist schematisch im fol-
genden Diagramm aufgezeigt (vgl. Abb. 13.1).

Zeitbereich Bildbereich
Differenzialgleichung Laplace- Algebraische
+ Anfangsbedingung —_— Gleichung fiir
far y(t) Transformation Y(s)
Loésung der Riick- Lésung der
Differenzialgleichung: —— algebraischen Gleichung:
y(t) Transformation Y(s)

Abb. 13.1. Laplace-Transformation vom Zeitbereich in den Bildbereich

Damit zu gegebener Bildfunktion Y (s) eine zugehorige Zeitfunktion y (¢) ein-
deutig bestimmt ist, muss die Laplace-Transformation und ihre Riicktransfor-
mation eindeutig sein, was fiir stetige Funktionen auch der Fall ist.
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Von groflem Vorteil fiir das Losen von linearen Differenzialgleichungen mit
der Laplace-Transformation ist, dass die Inhomogenitéiten der Differenzialglei-
chung nicht stetig sein miissen und bei der Losung automatisch die Anfangsbe-
dingungen erfiillt werden. Anwendung findet die Laplace-Transformation u.a.
in der Elektrotechnik, beim Lésen von linearen Differenzialgleichungssystemen
mit Anfangsbedingungen.

Anwendungsbeispiel 13.1 (Elektrisches Netzwerk).

Gegeben ist das in Abb. 13.2 dargestellte elektrische Netzwerk. Gesucht sind
die Einzelstrome I (¢) und I (t) in den beiden Zweigen, wenn die Anfangs-
werte Il (0) = IQ (0) =0.

200 4H
o @ b
10Q 2H I,
K
200 @ M
J— o O
U(t)

Abb. 13.2. Elektrisches Netzwerk

Aufstellen der Modellgleichungen: Wendet man die Kirchhoffschen Re-
geln auf das Netzwerk an, gilt nach dem Maschensatz

(1) 20I(t) + 245(t) + 10L(t) = U (t)

) —10L(t) — 24 L(t) + 44 L(1t) + 20L(t) = 0
sowie nach dem Knotensatz

(K) I(t)=11(t)+ Iz (¢).
Man erhélt ein lineares Differenzialgleichungssystem 1. Ordnung

20 (L) +LH)+2 L@ +10L (1) = U®)

0L () 420 L) 2L @) +4 (1) = 0

mit den Anfangsbedingungen I (0) = I (0) = 0. Mit der Laplace-Transfor-
mation werden wir dieses System direkt unter Einbezichung der Anfangsbe-
dingungen l6sen. O
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13.1 Die Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformation ist eine Integraltransformation, die jeder Zeitfunk-
tion f(t), t > 0, eine Bildfunktion F (s) gemif}

F(s):/:of(t) et dt

zuordnet. Da die Zeitintegration bei ¢ = 0 beginnt, wird im Folgenden immer

von | f (t) = 0| fiir t < 0 ausgegangen.

Damit das uneigentliche Integral und damit die Bildfunktion F' (s) iiberhaupt
definiert ist, muss das Integral fiir jedes s einen endlichen Wert annehmen.
Eine hinreichende Bedingung hierfiir ist, dass die Funktion f (¢) die beiden
folgenden Eigenschaften besitzt:

Bedingung 1: f : [0,00) — IR ist eine stiickweise stetige Funktion: Der
Definitionsbereich der Funktion kann in endlich viele Teilintervalle unterteilt
werden, in denen die Funktion stetig und beschrénkt ist.

Bedingung 2: f : [0,00) — IR wéchst nicht schneller als eine Exponential-
funktion e®! mit geeignetem «: Es gibt ein 7' > 0 und Konstanten oo > 0, M >
0, so dass

If ()] < M e fir t>T .

Man nennt f dann von hdchstens exponentiellem Wachstum der Ord-
nung o.

In Abb. 13.3 ist eine stiickweise stetige Funktion mit hochstens exponentiellem

Wachstum der Ordnung 1 gezeichnet. In jedem Teilintervall ist f (¢) stetig und
fiir Zeiten t > T ist f (t) < €.

A
£(t)

N

A

T t

Abb. 13.3. Funktion von héchstens exponentiellem Wachstum

13.1
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Beispiele 13.2:
@ Funktionen von hochstens exponentiellem Wachstum:

f(t) =const, t", cos(wt), sin(wt), e,

alle beschrankten Funktionen.

@ Funktionen, die ein grofleres Wachstum als das exponentielle besitzen:
et2’ esin(t)~t3 '

Satz 13.1: Ist f : [0,00) — IR von hochstens exponentiellem Wachstum der
Ordnung «, dann gilt

lim e f(t)=0 fir s>a.

t—o0

Begriindung: Wenn |f (t)| < M e, dann ist fiir s > «

|"3_St f(t)| <e M e =M et S fir t—o00. O

Bemerkungen:

(1) LA, ist s = 0 + iw eine komplexe Variable und F (s) eine komplexe
Funktion. Im Folgenden werden wir aber bis auf die Angabe der inversen
Laplace-Transformation s als reelle Variable und damit F (s) als reellwer-
tige Funktion betrachten.

(2) Ein nach Formel (%) gebildetes Funktionenpaar f (¢) und F' (s) nennt man
eine Korrespondenz. Man verwendet dafiir auch die symbolische Schreib-

weise
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(3) Mit der Laplace-Transformation behandelt man zeitlich verédnderliche Vor-
génge, die zur Zeit ¢ = 0 beginnen und die damit durch eine Funktion f
mit f (¢) = 0 fiir ¢ < 0 beschrieben werden kénnen.

(4) Man kann allgemeiner die Laplace-Transformierte von Funktionen bilden,
die statt Bedingung 1 die folgende allgemeinere Bedingung erfiillen:
In jedem endlichen Teilintervall von [0, 00) ist f stiickweise stetig.
Diese Eigenschaft ist im Hinblick auf die Laplace-Transformierte von pe-
riodischen Funktionen von Bedeutung.

Beweis des Satzes von Laplace: Wir zeigen, dass das Integral

/oo ft)estdt
0

fiir jedes s > « einen endlichen Wert annimmt: Da f stiickweise stetig ist, ldsst
sich das Intervall I = [0, o) in endlich viele Teilintervalle Iy, . .., I,, unterteilen,
so dass f auf jedem dieser Intervalle Iy, = [tx—1, tx] (k=1,...,n) stetig und
beschrinkt ist. Auflerdem ist f(¢) von hochstens exponentiellem Wachstum
der Ordnung «, d.h. es gibt ein 7" und Konstanten a, M, so dass

If ()] < M e fir t>T.
Wir nehmen an, dass 7' > t,, und zerlegen den Definitionsbereich von f in
[0,00) =L UL U...UI,Ult,, T|U[T, ) .

Dann ist

foocf(t) e—stdt: gl f(t) e_Stdt—l— +Ln _‘Stdt
+ T F@) etdt+ 7 f *Stdt .

Die ersten n + 1 Integrale sind endlich, da f darauf stetig und beschrankt ist.
Das letzte Integral ist endlich, da f von hochstens exponentiellem Wachstum

ist
/Toof(t) e““dt‘ /oo st \f()ldt<M/ .

1 oo
= M/ (s—a)tge — pf—— o= (s—a)t
—(s—a) T
— 7(5 a)T lim ef(sfoz)t
S —« S —Qa t—oo
M
= e =T fiir s> .

s —«

Damit sind alle Teilintegrale endlich und F(s) fiir s > « definiert. |
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Beispiele 13.3:

® Die Laplace-Transformierte der Sprungfunktion: Gegeben ist die Sprung-
funktion (Heavisidefunktion) 1“

0 fir t<0 S(t)
— y
S(t) : {1f1'ir t>0

Fiir s > 0 ist:

@ Laplace-Transformierte von Potenzfunktionen:
(i) Die Laplace-Transformierte der unten gezeichneten linearen Funktion

A

2

0 fiir t<0 P, (1)
pl(t)'_{t fiir ¢ >0

-2 0 2 >t
erhélt man mittels partieller Integration:

oc"'l/ooeStdt: —ieist OO:i
o sJo s '

efst

L(py (1)) = /Oote*“dt: t

0 —S

Die Korrespondenz lautet fiir s > 0

1

(ii) Die Laplace-Transformierte der Potenzfunktion

0 firt<o n
p"(t)'_{t" firt>0 L oW (e

lautet £ (py (t)) = -2+. Man erhilt diese Formel induktiv durch partielle
Integration von

. e st™ n41 [
L (pngi(t)) = / tHemstdr = ¢mt —— | ¢ / t" e st dt
0 —S o S 0
n+1 n+1 nl (n+1)!
= L(pn () = = :

s s gn+1 8n+2
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Der Induktionsanfang ist durch @ bzw. ®@(i) gegeben.
s>0 n € Ny .
® Die Laplace-Transformierte der Exponentialfunktion:
f(t)
0 fir t<O
f(t)_{eat fiir ¢ >0 Y
o > t
lautet F'(s) = - fiir s > . Denn
oo oo
L(f1) = / e st dt = / e~ (5=t gy
0 0
o0
— 1 e—(s—oc)t — 1
—(s—a) 0 s—a
fir s>a.
@ Die Laplace-Transformierte der verschobenen Sprungfunktion (a > 0)
S(t-a)
0 fir t<a
S(t_o‘)_{1fﬁr t>a g
lautet fiir s > 0
' iy e—st 0 e~ s
E(S(t—a)):/S(t—a)e_Stdt:/l-e_Stdtz =
-5 |, S
0 «
fir s>0. O
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13.2 Inverse Laplace-Transformation

Die Berechnung der Laplace-Transformierten F (s) einer Zeitfunktion f (¢) wird als Laplace-
Transformation bezeichnet. Die Riicktransformation aus dem Bildbereich in den Zeitbereich,
d.h. die Bestimmung der Zeitfunktion aus einer gegebenen Bildfunktion, heiBt inverse
Laplace-Transformation.

Fiir die Riicktransformation vom Bildbereich in den Zeitbereich verwendet

man folgende Symbole

Die Integration wird im Komplexen durchgefiihrt. Sie lésst sich im Bedarfsfall
mit den mathematischen Mitteln der Funktionentheorie auswerten, auf die wir
aber nicht nidher eingehen werden. In der Praxis wird die Riicktransformation
nicht iiber die Berechnung des Integrals, sondern fast ausschlieflich mit Hilfe
von Tabellen oder mit MAPLE durchgefiihrt. Festzuhalten ist:

Bemerkungen:

(1) Gilt fiir zwei Bildfunktionen F (s) = G (s), so unterscheiden sich die zu-
gehérigen Zeitfunktionen f (t) = £~ (F (s)) und g (t) = L7 (G (s)) hoch-
stens an Unstetigkeitsstellen von f oder g.

—~
[\
~

Zwei stetige Zeitfunktionen f und ¢ stimmen iiberein, wenn ihre Bild-
funktionen L£(f(t)) und L(g(t)) iibereinstimmen.

3) Da die Riicktransformation £~ im Wesentlichen eindeutig verliuft, be-
steht eine eindeutige Zuordnung zwischen Bild- und Zeitfunktion, so dass

—

jede Korrespondenz
f(t) o—e F(s)

von links nach rechts, aber auch von rechts nach links gelesen werden kann:
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Beispiele 13.4:

@® Aus der Korrespondenz

t2S(t) o—e 33 fir s>0
s

folgt durch Riicktransformation (inverse Laplace-Transformation)

2 (2
Elhan t2S(t) bzw. L1 <53> =t"5(t) .
@ Aus der Korrespondenz
1
S(t—a) o—e —e* fiir s>0
S
folgt durch Riicktransformation
—1 1 —as 1 —Qas
L e =S({t—a) bzw. e ——o S(t—a) . ]

13.3 Zwei grundlegende Eigenschaften 133

Wir zeigen, dass die Laplace-Transformation linear ist: Die Transformierte einer Superpo-
sition von Funktionen ist gleich der Uberlagerung der Transformierten. Die zweite wichtige
Eigenschaft ist, dass die Transformierte der Ableitung einer Funktion gleich der Transfor-
mierten der Funktion multipliziert mit s minus f(0) ist. Wir nehmen im Folgenden immer an,
dass die betrachteten Funktionen den Voraussetzungen des Laplaceschen Satzes geniigen,
so dass die Laplace-Transformierten der Funktionen definiert sind.

© 13.3.1 Linearitat
Wir betrachten die Superposition zweier Zeitfunktionen f; und fo und berech-
nen hierzu die Laplace-Transformierte:

Leh+anm) - [ T e fL (D) + s fa (1) et dt

0

/OO (c1 fi(t) e " + o fa(t) e7*") dt

0
= cl/ fi(t) est dt—|—02/ fa (t) e=stdt
0 0

= aL(fi(t)+c2L(fa(t)).

Die obigen Umformungen beruhen auf der Eigenschaft des Integrals, dass das
Integral iiber eine Summe von Funktionen gleich der Summe der Integrale und
dass konstante Faktoren vor das Integral gezogen werden diirfen. Durch die
Laplace-Transformation wird der Uberlagerung (= Linearkombination) von
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Originalfunktionen die gleiche Uberlagerung von Bildfunktionen zugeordnet:

Beispiele 13.5:

® Zur Zeitfunktion f(t) = 2¢3 — 5¢2 + 3 soll die Laplace-Transformierte
bestimmt werden. Es gilt nach dem Additionssatz

F(s)= L2t 51> +3)
=2L(t3) - 5L(t*) +3L(1)

3! 12-10s+3s°

— 2—
s4 s4

2! 1
- 5 —3 + 3 - =
s s
@ Man bestimme die Laplace-Transformierte von f (t) = 4 sin (wt)+5 cos (wt).
Mit dem Additionssatz gilt

F (s) = 4 L(sin (wt)) + 5 L(cos (wt))
w s 5s+4w
= 4 - .
s2+w2+ 52 4+ w? 52 4+ w?

Die Linearitéit der Laplace-Transformation iibertriagt sich durch die Korres-
pondenz auch auf die Riicktransformation:

Beispiele 13.6:

@® Man bestimme die Zeitfunktion zu
3s+38
F(s)= ———.
()= 16
Mit der Zerlegung der Bildfunktion in die Partialbriiche

s I 4
82_|_42 S2+42

F(s)=3
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erhélt man unter Verwendung von Beispiel 13.5 @ die zugehorige Zeitfunk-
tion
f(t)=3cos(4t)+2sin(4t) .

@ Gesucht ist die zu

2
F(s) = 98 +S§s+8
gehorende Zeitfunktion f (¢). Durch Zerlegung der Bildfunktion in Partial-
briiche
F(s):5§—|—3$iz4-4523
folgt

ft)=5+3t+4t. O

© 13.3.2 Laplace-Transformierte der Ableitung
Fiir die Anwendung der Laplace-Transformation auf Differenzialgleichungen
muss man die Laplace-Transformierte der Ableitung einer Funktion berechnen

konnen:

Beweis: Mit partieller Integration bestimmt man die Laplace-Transformierte
von f':

L(f" (1)

[Treerasio ey s [ et

= lim f(T)e" = f(0) +sL(f (1))
T—o00
Da f (t) von hichstens exponentiellem Wachstum ist, gilt nach Satz 13.1

lim f(T)e T =0

T—o0

und folglich ist
L(f (1) =sL(f)—f(0) . o
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Der Differenziation im Originalbereich entspricht die Multiplikati-
on mit s und Subtraktion von f(0) im Bildbereich. An die Stelle einer
komplizierten Rechenoperation im Originalbereich tritt also eine einfache Mul-
tiplikation im Bildbereich. Wiederholtes Anwenden des Ableitungssatzes fiihrt
induktiv auf die Laplace-Transformierte der n-ten Ableitung:

Die Bildfunktion der n-ten Ableitung von f (t) ist gleich der Laplace-Trans-
formierten von f (¢) multipliziert mit s” minus einem Polynom (n — 1)-ten
Grades in s, dessen Koeffizienten durch die Werte der Funktion f sowie deren
Ableitungen an der Stelle ¢ = 0 bestimmt sind.

Bemerkung: Von f () wird vorausgesetzt, dass f (¢) = 0 fiir ¢ < 0. Damit
ergibt sich der linksseitige Grenzwert an der Stelle ¢ = 0 zu Null, f (—0) =0,
sowie f'(—0) = ... = f(»=1(-0) = 0. Besitzt die Funktion f(#) und de-
ren Ableitungen bei ¢t = 0 eine Sprungstelle, so miissen fiir die Anfangswerte
), f10),...., f (") (0) in den Ableitungssitzen die rechtsseitigen Grenz-
werte f (+0), f/(+0),..., f®~V (+0) verwendet werden.

YA Achtung: Diese Unterscheidung zwischen einem Wert an einer Stelle und
dem Grenzwert bei Anndherung an diese Stelle ist wichtig. Mit diesen Grenz-
werten sind Anfangswerte gemeint, von denen die Funktionen fiir ¢ > 0 ausge-
hen und die dann bei ¢ = 0 einen stetigen Anschluss der Funktion gewéhrleis-
ten.

Beispiele 13.7 (Bestimmung der LT iiber den Ableitungssatz):

® Zur Funktion f (t) = e soll die Laplace-Transformierte bestimmt werden.
Die Anwendung des Ableitungssatzes auf

7t = ac
fithrt mit f (0) =1 auf

E(aeat) :sﬁ(e“t) -1 = aﬁ(eat) = s[,(eat) — 1.

1 1
bzw. e o—e

S—a S—a

fiir s>a.

= L(e") =
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@ Die trigonometrischen Funktionen sin (wt) und cos (wt) erfiillen die Diffe-
renzialgleichungen

F£(0)=0, f(0)=w Mfiir sin (wt)
)+t f(t)=0 mit
f(0)=1, f(0)=0 fiir cos(wt).
Thre Laplace-Transformierten werden mit dem Ableitungssatz bestimmt.
Aus der Differenzialgleichung folgt

L(f" (1) +w? L(f()=L(0)=0.

Fiir die Sinusfunktion ergibt sich unter Beriicksichtigung der Anfangsbe-
dingungen

SPL(f (1) —w+w? L(f(1)=0

® Analog findet man fiir die Kosinusfunktion

SL(fA)—s-1+w?L(f(t)=0

@ In Verallgemeinerung des vorhergehenden Beispiels wird die Laplace-Trans-
formierte der Funktion f (t) = sin (wt 4 ¢) gebildet. Diese Funktion geniigt
ebenfalls der Differenzialgleichung

e +?ft)=0,

jedoch mit den Anfangsbedingungen f(0) = sing und f’(0) = w cos .
Mit der Laplace-Transformation folgt aus der Differenzialgleichung

L")+ L(f(1))=0,

—  S2L(f(t) —ssinp—wcosp+w?L(f(t)=0.

S sInp + w €os

L (sin (wt + ¢)) = e

S sIn @ + w cos
s? + w?

bzw. | sin(wt+ ) o—e
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Mit ¢ = ¢ + 5 folgt

s CcosY —w s yY

L (cos (wt + 1)) = 52 1 o2

5 CosY —w siny
52 4 w?

bzw. | cos(wt+1) o—e

® Die Hyperbelfunktionen sinh (wt) und cosh (wt) sind Losungen der Diffe-
renzialgleichung
"(0) =w fiir sinh (wt)

. _ . f
fP@) =’ f(t)=0 mit { . f(0)=0 fiir cosh (wt).

= L(f" (1) —w? L(f()=0.

Mit den Anfangsbedingungen ergibt sich fiir sinh (wt)
sSPL(f(1) —w—w?L(f()=0

® Analog erhélt man

134 13.4 Methoden der Riicktransformation

Die Riicktransformation, d.h. die Ermittlung der Funktion f (¢) im Zeitbereich zu einer
gegebenen Bildfunktion F' (s), ist der schwierigste und aufwindigste Schritt. Die komple-
xe Umkehrformel wird in den seltensten Fillen benutzt, da sie detaillierte Kenntnisse der
Funktionentheorie voraussetzt. Die im Folgenden angegebenen Verfahren fiihren jedoch in
den meisten Fillen zum Erfolg.

(® Der Gebrauch von Tabellen
Die gebrauchlichste Methode zur Gewinnung der Originalfunktion zu gegebe-
ner Bildfunktion ist die Verwendung von Tabellen. Der Vorteil von Tabellen
besteht darin, dass fiir viele vorkommende Félle die Rechnung schon einmal
durchgefiihrt wurde und in korrespondierenden Funktionenpaaren ihren Nie-
derschlag gefunden hat.
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In der folgenden Tabelle sind von vielen elementaren Funktionen die zugehori-
gen Laplace-Transformierten angegeben. Im Funktionsausdruck der Trans-
formierten der Funktion tP fiir p > —1 taucht die sog. Gamma-Funktion
I'(p+ 1) auf. In einem separaten Abschnitt iiber die Laplace-Transformation

mit MAPLE wird auf diese Funktion eingegangen.

Tabelle 13.1: Laplace-Transformierte elementarer Funktionen

Zeitfunktion f (¢) | Bildfunktion F'(s) || Zeitfunktion f (¢) | Bildfunktion F (s)
I n!
S (¢ - s>0 et tn P
( ) s (S _ a)n+1
1 .
t 2 s>0 sin (wt + b) (sinb) z + wQ(cos b)
t" n! >0 (cos b)ss p Z}) (sind)
s - i
n+1 t b
s cos (wt + b) 2 Lo
et L s>a a
s—a e® sinh (at) —
(s —b) ; a?
w bt S~
i e’ cosh (at —_—
sin (wt) > T 2 (at) (5—b)° — a2
cos (wt
(wt) P o . -
t sin (UJt) (2+722
s2+w
tP,p>—1 F(p+1),s>0 sQ—w")
sptl t cos (wt) —
( +)
e sin (wt “
(h) (s —a)® 4+ w?
e cos (wt -4
(1) (s —a)® 4 w?
. a
sinh (at) 2z
s
cosh (at) o a?

(® Die Methode der Partialbruchzerlegung, mit MapLE-Worksheet
Bei vielen Anwendungen der Laplace-Transformation sind die auftretenden

Bildfunktionen gebrochenrationale Funktionen

F(s)=

Z (s)
N (s)

der Variablen s. Zihler Z (s) und Nenner N (s) sind Polynome mit grad Z (s)
< grad N (s), und die Polynome Z (s) und N (s) besitzen reelle Koeffizien-
ten. Je nach Art der auftretenden Polstellen von F'(s) ergeben sich fiir die
Partialbruchzerlegung die folgenden Félle:
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(1)

13. Laplace-Transformation

Bildfunktion mit nur einfachen reellen Polen: In diesem Fall stellt
sich die Bildfunktion F (s) dar als

ay ag Gnp

F(s)=

+ +... .
$—8] S— 89 S8 — Sy
Mit der Korrespondenz

ai S,‘t

&—O ;e
S — 8;

ldsst sich jeder Summand zuriick transformieren.

Bildfunktion mit mehrfachen reellen Polen: Ist sg eine reelle Polstelle
der Vielfachheit k, so gilt fiir sie die Zerlegung

1 bl b2 bk

= + ot ——
(s— so)k $—380 (s-— 50)2 (s — so)k

Mit dem Démpfungssatz (siche Abschnitt auf der CD-Rom) und ' o—e

gitl

gilt die Korrespondenz
b et T
(s — 80)1 (Z — ].)'

Wieder lisst sich mit diesen Korrespondenzen die zugehorige Zeitfunktion
ermitteln.

Bildfunktion mit einfachen komplexen Polen: Ist so = a + ib eine
komplexe Nullstelle von N (s), so ist mit sg auch die komplex konjugierte
Zahl s = a —1ib eine Nullstelle (Fundamentalsatz der Algebra, §5.2.7). Es
gilt dann mit

(s —50)(s—s5) =8> — s(s0+s8) +s0s5 =8> —2as+a®+b?

c1 8+ co
s2—2as+a?+ b2

= F(s)= FP(s)=Fols) + P(s) .
wobei P (s) die Summe der restlichen Partialbriiche darstellt. Die zu Fp (s)
gehorende Korrespondenz lautet mit dem Verschiebungssatz

" co+ac

fo(t) =€ |cicos(bt) sin (bt)

Bildfunktion mit k-fachen komplexen Polen: Ist so = a + b eine k-
fache komplexe Nullstelle von N (s), dann ist auch sf eine k-fache Nullstelle
und der Ansatz unter (3) ist folgendermaflen zu modifizieren

1 — ¢y s+dy + co s+do + + ck s+dg
(s—s0)F (s2—2as+a2+b2) ' (s2—2as+a2+b2)2 ' T (s2—2a s+a2+b2)F

Wieder muss der Verschiebungssatz angewendet werden, um jeden einzel-
nen Summanden analog (3) zuriickzufiihren.
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13.5 Anwendungen der Laplace-Transformation

Lineare Differenzialgleichungen und Differenzialgleichungssysteme mit Anfangsbedingungen
werden elegant mit der Laplace-Transformation geldst. In diesem Abschnitt werden wir ex-
emplarisch den RL-Kreis und ein elektrisches Netzwerk diskutieren.

Hinweis: In einem separaten Abschnitt auf der CD-Rom werden zusitzliche Anwendungs-
beispiele behandelt und mit MAPLE geldst.

Anwendungsbeispiel 13.8 (RL-Stromkreis, mit MAPLE-Worksheet).

Gegeben ist der in Abb. 13.4 dargestellte RL-Strom-

kreis. Zur Zeit ¢ = 0 wird eine konstante Spannung R L )
Uy angelegt. Gesucht ist der Verlauf des Stromes I ()

. 0 O

fiir I (0) = Ip. UL(t) = U, S(t)

Es gilt nach dem Maschensatz Abb. 13.4. RL-Kreis

LI () +RI({t)=UsS(t).

1. Schritt: Man wende die Laplace-Transformation auf die Differenzialglei-
chung an. Wegen der Linearitét gilt:

LLT (#)+RI{F) = L(US (1)

LI'M)+ELAM) = TUL(S():

2. Schritt: Man ersetze die Laplace-Transformierte der Ableitung unter Bertick-
sichtigung der Anfangsbedingung und berechne die Laplace-Transformierte der
Inhomogenitét.
1
scuu»fh+%£uu»:%g.

3. Schritt: Man l6se nach der Laplace-Transformierten £ (I (¢)) auf.

(s+ %) LU (@)

1
TS+

11 I
L(It) = Y - .
s

13.5
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4. Schritt: Man suche die zugehorige Zeitfunktion. Mit einer Partialbruch-
zerlegung folgt

Up |1 1 1
LUI{)=—=|-- + I .
( ( )) R |s s+ % 0 s %
Beriicksichtigt man die Korrespondenzen
1
L) = -
(1=
R 1
LleTh) =
( ) s+ %
folgt
I(t)= % (1 — e_%t) + e 2°,

In Abb. 13.5 sind fiir unterschiedliche Startwerte I(0) der Verlauf des Stromes
gezeichnet.

A
I(t)
gll ¥
R
0 T 21 3‘c= t

Abb. 13.5. Verlauf des Stromes fiir verschiedene Anfangswerte Iop mit 7 = R/L

Unabhiingig vom Startwert nihert sich der Strom I(¢) fiir lange Zeiten dem

Wert % an. Die Zeitkonstante ist 7 = % Sie bestimmt, wie schnell sich der

Endzustand einstellt.

Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich ein MaPLE-Worksheet,
welches dieselbe Schaltung mit einer Wechselspannung Uy(t) =
Uy sin(wt) behandelt. |
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Anwendungsbeispiel 13.9 (Elektrisches Netzwerk mit konstanter
Spannung, mit MAPLE-Worksheet).

Gegeben sei das im Einfithrungsbeispiel 13.1 diskutierte elektrische Netzwerk
mit konstanter Spannung U (t) = 120 V:

2 (I (t) + I (£)) + 21, (£) + 101, (£) = 120
101y (1) + 201, (t) — 21, () + 4T (t) = 0
L(0)=I1,0) = 0.

Mit den gleichen Schritten wie bei linearen Differenzialgleichungen verwendet
man auch bei Systemen die Laplace-Transformation, um die Losung direkt zu
bestimmen:

1. Schritt: Anwenden der Laplace-Transformation auf das Differenzialglei-
chungssystem.

0L (L) + 20L(L) + 2L(I) + 10£(I) = 120£(1)
—10L(L) + 20L(L) — 2L(I) + 4L£(I) = o.

2. Schritt: Ersetzen der Laplace-Transformierten der Ableitungen.
S0L(L) + 20L(I) + 2L(I)-s - 120%
—10L(;) + 20L(LL) — 2L(L)-s + 4L(I)-s = 0,
da die Anfangsbedingungen I (0) = I3 (0) = 0 verschwinden. Man erhilt das
folgende lineare Gleichungssystem fiir £ (I7) und £ (I3):
(30 +25) £(I) + 0L (L) = 120%
(=10—-2s) L(I,) + (2044s) L(I;) = 0.

3. Schritt: Losen des linearen Gleichungssystems z.B. mit dem Gauf-Algorithmus:

60 30

BT e UM

4. Schritt: Suchen der zugehorigen Zeitfunktion. Eine Partialbruchzerlegung
fiir die beiden Laplace-Transformierten liefert

11 3 /1 1
L) =3 (s s+20) wd L(B) = 3 <s s+20>
= L) = 3 (1 - 6*20’5) und I (t) = g (1 - 6720)5)
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1)

0 o1 073 03 04 > !

Abb. 13.6. Strome im elektrischen Netzwerk bei konstanter Spannung

Im Abb. 13.6 sind die Teilstrome I (¢) und I>(t) zusammen mit dem Gesamt-
strom I(t) als Funktion der Zeit dargestellt.

Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich ein MAPLE-Worksheet, wel-
ches das elektrische Netzwerk simuliert, wenn die Eingangsspannung
eine Wechselspannung oder eine Rechteckspannung ist. O

MarLe-Worksheets zu Kapitel 13

Die folgenden elektronischen Arbeitsblétter stehen fiir Kapitel 13 mit
MAPLE zur Verfiigung.

— Laplace-Transformation mit MAPLE

= Inverse Laplace-Transformation mit MAPLE

— Methoden der Riicktransformation mit MAPLE

— Eigenschaften der Laplace-Transformation mit MAPLE
— Beispiel RC-Kreis mit MAPLE

— Beispiel RL-Kreis mit MAPLE

— Beispiel elektrisches Netzwerk mit MAPLE

— Beispiel LDG-System mit MAPLE
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13.6 Aufgaben zur Laplace-Transformation

13.1 Man berechne jeweils die Laplace-Transformierte von
a) 3e ! b) 22 c) 4 cos(5t) d) sin (7t) e) =2

V't
13.2 Berechnen Sig die Laplace-Transformierten von
a) 3t* —2t2 +6 b) 5 sin (2t) — 3cos (2¢)
c) 3Vt —4e*t d) %

581

13.3 Bestimmen Sie die Laplace-Transformierten der Zeitfunktionen (mit MAPLE)

0 fir t<a
A 0<t<t
a) f(t):{Ae2(tt0) t_>t_ 0 b)f(t): A fur a<t<b
0 0 fiir t>b
t fir 0<t<3 sint fir t<m
t) = - d t) = -
) f®) {3f1’irt>3 ) 1O 0 fir t>n
13.4 Berechnen Sie
1 5 1 [4s-3 _1(2s-=5
a) L {s+2 b) £ 2 c) L -
4y £ <ik) o)1 {4z5s f) 5—1{721 }
$* ) so s2 s2+4+2s

13.5 Wenden Sie die Sitze der Laplace-Transformation an, um die inverse Laplace-

Transformierte zu berechnen und iiberpriifen Sie die Ergebnisse mit MAPLE

_ 25+ 3 _[e7?
a)£1{452728+5} b) L 1{ .

¢) £~ {ii} d) £ (%)

13.6 Man berechne durch Partialbruchzerlegung der Bildfunktion die zugehorige

Zeitfunktion

_ 25 —4 5 = 35+ 1
BL)F("”)_(55—22)1(t_;s+1)7(3—3) b)F()_§3;1)7(32—El)
c)F(s):i d)F(s):i

(s+1) (s —2)? (s—1)3
13.7 Losen Sie die Differenzialgleichung

Y () +yt)=S()

mit den Anfangsbedingungen y (0) = 1, 3’ (0) = 0 mit Hilfe der Laplace-

Transformation.

13.8 Losen Sie die Differenzialgleichung 4. Ordnung

y @ (0) +2y" (1) +y (8) =sin (1) S (2)

mit y(0) = 1,4 (0) = =2, y" (0) = 3, ¥y’ (0) = 0 mit Hilfe der Laplace-

Transformation.

13.6
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13.9

13.10

13.11

13.12

13.13

13.14

13. Laplace-Transformation

Anwendungen der Laplace-Transformation

R, L, Up sind mit einem Schalter S in Reihe geschaltet. Der Schalter ist
zunéchst geschlossen und wird zur Zeit ¢t = 0 gedfinet: I (¢t = 0) = Ip. Losen
Sie die Differenzialgleichung

R[(t)+L%I(t):0 L 1(0)=1Io

mit der Laplace-Transformation.

R, L, Up sind mit einem Schalter S in Reihe geschaltet. Der Schalter ist
zunéichst gedffnet und wird zur Zeit ¢ = 0 geschlossen (I (t =0) = 0). Wie
verhélt sich I (t), wenn Up (t) = Up sin (wt)? Losen Sie die Differenzialglei-
chung

d

RI()+L 2 1(t)=Us (!

mit der Laplace-Transformation.

Ein Teilchen bewegt sich auf der z-Achse und wird zum Ursprung 0 mit einer
Kraft, die proportional zu der momentanen Entfernung von 0 ist, hingezogen.
Wenn das Teilchen aus der Ruhe heraus bei = 5c¢m startet und erstmals
nach 2 Sekunden die Stelle z = 2.5 cm erreicht, berechne man

a) die Lage zu einer beliebigen Zeit ¢t nach dem Start,

b) die Grofle seiner Geschwindigkeit bei z = 0,

c¢) die momentane Beschleunigung.

Die Lage eines Teilchens, das sich entlang der z-Achse bewegt, ist durch die
Gleichung

d? d

ﬁx(t)+4ax(t)+8x(t) =20 cos (2¢)

bestimmt. Wenn das Teilchen aus der Ruhe heraus bei x = 0 startet, berech-
ne man x als Funktion von ¢.

Ein 2 kg schweres Gewicht hingt an einer Feder mit Federkonstanten D =
200 % in Ruhe. Man berechne die Lage des Gewichtes zu einer beliebigen
Zeit t, wenn seine Ddmpfungskraft 40 mal der momentanen Geschwindigkeit
ist.

Ein Gewicht an einer vertikalen Feder ist einer erzwungenen Schwingung
ausgesetzt. Die Auslenkung aus der Ruhelage wird beschrieben durch

d%x(t)+4x(t):ssin(wt) (w>0) .

Wenn z (0) = 0 und & (0) = 0, berechne man z als Funktion von ¢ und die
Periode der von auflen wirkenden Kraft, fiir welche Resonanz auftritt.
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14 Fourier-Reihen

Bei der Analyse periodischer Signale benétigt man die Darstellung des Signals in
Form einer Fourier-Reihe

[e o] oo
f ) =ao+ Z an cos (wn t) + Z by, sin (wn t) .
n=1 n=1
Denn durch eine solche Zerlegung des Signals in seine harmonischen Bestandteile
geht hervor, welche Frequenzen mit welchen Amplituden im Signal enthalten sind.

Nach einer Einfithrung werden wir in 14.2 die Formeln fiir die Fourier-Reihe und die
Fourier-Koeffizienten 27-periodischer Funktionen aufstellen und in 14.3 auf Beispiele
anwenden. In 14.4 iibertragen wir die Formeln auf p-periodische Funktionen und in
14.5 gehen wir zur komplexen Formulierung iiber. Diese Formulierung stellt dann
den Ubergang zur Fourier-Transformation dar.

Hinweis: Auf der CD-Rom befinden sich zusiitzlich weitere Beispiele mit MAPLE,
die Prozedur fourier_reihen zum numerischen Berechnen der Fourier-Koeffizienten

und der Visualisierung der punktweisen Konvergenz der Reihe an die Funktion.

14.1 Einfithrung

In der Physik lassen sich einfache, zeitlich periodische Vorgéinge wie z.B. die
Schwingung eines Federpendels oder Wechselspannungen durch die allgemeine
Sinusfunktion der Form

y (t) = A sin (wt + ¢)

beschreiben. Man nennt diese Darstellung harmonische Schwingung mit Fre-
quenz w und Amplitude A. Sie treten vor allem bei der Beschreibung von
schwingenden Saiten, Membranen, Pendel, elektromagnetischen Schwingun-
gen, Schall- und Wellenausbreitung usw. auf. Hiufig kommen aber auch Vor-
génge vor, die zwar periodisch aber nicht mehr sinusférmig sind. Beispiele
hierfiir sind Kippschwingungen (Kippspannung, Kreidequietschen) oder der
Sinusimpuls eines Gleichrichters.

y(t) y(t)

I Tt | T2 T

Kippschwingung Sinusimpuls eines Gleichrichters

14.1
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Wenn man etwa an die Kippschwingung denkt, die zum Kreidequietschen
fiihrt, ist man an den dominanten Frequenzen und zugehorigen Amplituden
interessiert. Wenn man bei einem Klavier die drei Téne ¢!, ¢', e? gleichzeitig
anschligt und die Stiarke der Anschlidge so wihlt, dass die in normierten Ein-
heiten am Ohr erzeugten Uberdriicke gleich 1.273, 0.424 und 0.255 sind, dann

ist der Gesamtdruck p (t) am Ohr gegeben durch deren Uberlagerung:
p(t) =1.273 sin (27w t) +0.424 sin (27w vz t) + 0.255 sin (27 vs t)

mit vy = 128 Hz (c'), v3 =311 =384 Hz (¢') undvs =514 = 640 Hz (e?).

i[s
0 T=1/128 > {s]

Abb. 14.1. Schalldruck am Ohr

Geiibte Ohren kénnen aufgrund des am Ohr erzeugten Uberdrucks analysieren,
welche Frequenzen (cl, g', 62) in dem Ton enthalten sind. Das Ohr unterzieht
im Zusammenwirken mit dem Gehirn eine Analyse des periodischen Signals:
Es zerlegt das Signal in Einzelfrequenzen (= Signalanalyse).

Von generellem Interesse bei der Signalanalyse ist die Zerlegung eines peri-
odischen Zeitsignals in Grundschwingung und Oberschwingungen mit den zu-
gehorigen Amplituden. Es stellt sich heraus, dass nahezu jede periodische
Funktion y () sich darstellen lisst als Uberlagerung unendlich vieler harmoni-
scher Schwingungen.

Den mathematischen Zusammenhang zwischen periodischem Signal und des-
sen Zerlegung in Grund- und Oberschwingungen mit zugehorigen Amplituden
stellt die Fourier-Reihe dar:

y(t) =ao+ D an cos(nwot)+ »_ by sin (nwot)

n=1 n=1

wenn wo = 2% und T die Periodendauer der Funktion y (t).
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heilen Fourier-Koeffizienten und geben die Amplituden der
quenzkomponenten an.

Die Entwicklung einer periodischen Funktion in eine Fourier-Reihe be-
zeichnet man als Fourier- Analyse. wy ist die Grundschwingung und n wy
sind die Oberschwingungen. Die Koeffizienten ag, a1, as,. ..

3 iy B0
einzelnen Fre-

14.2 Bestimmung der Fourier-Koeffizienten

Zur Bestimmung der Amplituden in der Fourier-Zerlegung gehen wir von einer

2m-periodischen Funktion f aus (siehe z.B. Abb. 14.2)
f(x)

! 2n 4 6n T X
Abb. 14.2. 27-periodische Funktion
und wiéhlen den Ansatz:
oo oo
f(z) =ap+ Z an, cos (nx)+ Z by sin (n ). (%)
n=1 n=1
Zur formalen Bestimmung der Koeffizienten ag; a1, as, ... ; by, ba, ... bensti-

gen wir die in Tabelle 14.1 zusammengestellten Integrale.

Tabelle 14.1: Zusammenstellung elementarer Sinus- und Kosinusintegrale

2r
(1) / sin(nz)dx =0 firn=1,2,3,...
0
2
(2) / cos(nz) de =0 firn=1,2,3,...
0
_ 0 firm#n
(3) / cos ( cos(maz)dac-{7r fir m = n =md(n—m)
|0 firm#n B
(4) / sin ( sm(mx)dw{ﬂ_ fir m — n =7nd(n—m)
(5) / sin (nx) cos(mz) de =0 firnm=1,2,3,...

14.2
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In Tabelle 14.1 wird das Kronecker-Symbol § (k) verwendet, das fiir alle ganzen
Zahlen k € Z definiert ist durch

1 firk=0
5(k):{0 fiir k € Z\ {0}

Bemerkung: Integral (1) und (2) rechnet man direkt nach. Mit der Formel
cosar cos B = 5 (cos (o — ) + cos (a + (3)) gilt im Falle (3) fiir m #n

2 1 2
/0 cos(nx) cos(ma) de = B (/0 cos((n —m) x) de+

2
/ cos((n+m) z) dz) = 0;
0

fiir n = m ist

2

/ cos? (nx) dx = .
0

Formel (4) berechnet man analog zu (3) mit der Beziehung

1

sina sin § = B (cos (@ — B) —cos (a+ 3)) .

Zur Bestimmung von (5) verwendet man die Formel

sin «v cosﬂ:% (sin (. — B) +sin(a + 3)) . m]

Bestimmung von qg
Wir integrieren Gleichung (x) gliedweise im Periodenintervall [0, 27]:

2m o 2
f(z) de = / ag dx + Z an, / cos (nz) dz
0 =1 0

ag-2m =0

+Zb / sin (nx) dx

=0

27

0

Nach Tabelle 14.1 ergeben die Integrale fo cos (nz) dr und fo sin nx) dz
den Wert Null. In obiger Darstellung kommt nur das erste Integral fo ag dx
mit dem von Null verschiedenen Wert aq - 27 vor. Losen wir nach ag auf, folgt

= ag = % f(z)de
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(® Bestimmung von ay,
Wir multiplizieren f(z) in der Darstellung von Gleichung (%) zunichst mit
cos(mx), (m > 0) und integrieren anschlieflend iiber das Periodenintervall

[0, 27
2m

; f(x) cos(mz) de = agp /27r cos (mx) dx
+ Z an, /Qﬂcos (nx) cos(ma) dx
+ Z b, / sin (nx) cos (mx) dz.
Nach Tabelle 14.1 (5) verschwinden alle Summanden der zweiten Summe. Von

der ersten Summe iiber a, ist nur der Summand ungleich Null, bei dem der
Laufindex n mit m {ibereinstimmt. Da auch f02 "cos (mz) dr = 0 ist, gilt

2m o'}
f(z) cos(mz) dx :Z apTé(n—m)="7"an.
0 n=1
1 27
= am:;/ f(z)cos (mz)dx m=1,23,...
0

(® Bestimmung von by,
Analog dem Vorgehen zur Berechnung der Koeffizienten a,, multiplizieren wir
(%) zunéchst mit sin(mz) (m > 0) und integrieren anschliefend iiber das
Periodenintervall [0, 27]:

27

. f(z)sin(mz) de = ag /27r sin (mx) dx
+ Z an, /Qﬂcos (nx) sin (ma) dx
+ Z b, / sin (nx) sin (mx) dz.
Alle Integrale, welche als Integranden cos (nz) enthalten, verschwinden nach

Tabelle 14.1, ebenso fo% sin (m ) dz. Die Integrale fo% sin (nx) sin (mx) de =
md (n —m) sind alle Null bis auf dasjenige mit n = m. Somit ist

27 o]
f(z) sin(mz) dx :Z bpmd(n—m)=by, .
n=1
1 27
= bm:—/ f(x)sin (mz) dz m=1,2,3,...
T™J o
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14.3 Fourier-Reihen fiir 27-periodische Funktionen

Nach diesen Voriiberlegungen sind fiir eine 27-periodische Funktion f die
Fourier-Koeffizienten formal bestimmt. Die dadurch definierte Fourier-Reihe
konvergiert fiir die meisten Funktionen und stimmt mit f (z) tiberein. Hier
muss jedoch gewarnt werden: Es gibt stetige, 2m-periodische Funktionen, deren
Fourier-Reihe an unendlich vielen Stellen eines Periodenintervalls divergiert.
Um sicherzustellen, dass die Fourier-Reihe einer 27-periodischen Funktion f
iiberall konvergiert und dass der Grenzwert mit f (z) iibereinstimmt, muss die
Funktion f gewisse Forderungen erfiillen.

Im Folgenden geben wir ohne Beweis zwei Bedingungen an, die zusammen so-
wohl die Konvergenz als auch die Ubereinstimmung der Fourier-Reihe mit der
Funktion gewéhrleisten. Beide Bedingungen sind leicht iiberpriifbar und sind
bei praktisch vorkommenden Funktionen so gut wie immer erfiillt.

Bedingung 1: Das Periodenintervall [0, 2] 14sst sich durch endlich viele Teil-
punkte 0 = 27 < 3 < ... < zxy = 27 so zerlegen, dass in den offenen
Teilintervallen (zy, zr+1) 1<k < N —1 die Funktion f differenzierbar und
/' beschriinkt ist. Man nennt solche Funktionen stiickweise stetig differen-
zierbare Funktionen.

Bedingung 2: In den Teilpunkten zj, existiert der linksseitige und der rechts-
seitige Grenzwert

fileg) =lim f (2 —e)  baw. fr(2) =lim f(2x +¢)
und fiir den Funktionswert gilt

fzw) =5 (fi (zp) + fr(zk)) -

Man nennt diese Eigenschaft die Mittelwerteigenschaft.

Das Schaubild einer Funktion, die Bedingung (1) und (2) erfiillt, ist in Abb.
14.3 gezeigt.

A f(x) f
r(x,f_)/l
: / 112(f'(x3)+f'(x3))
I ! !
! )
X1=0 le le X4=27T ] ’

Abb. 14.3. Stiickweise stetig differenzierbare Funktion
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Stiickweise stetig differenzierbare Funktionen diirfen also endlich viele Sprung-
stellen aufweisen. In Stetigkeitspunkten ist die Mittelwerteigenschaft immer
erfiillt, in Unstetigkeitspunkten ist der Funktionswert der Mittelwert von links-
und rechtsseitigem Grenzwert.

Bemerkung: Fiir eine 27-periodische Funktion f (z) gilt stets

27

a—+27
(x) dez = / f(x) dr fiir beliebiges « € IR.
0 a

Diese Formel besagt, dass zur Berechnung der Fourier-Koeffizienten ein be-
liebiges Periodenintervall der Lange 2w gewéhlt werden darf. Beriicksichtigt
man diese Eigenschaft, dann vereinfacht sich die Berechnung der Fourier-
Koeffizienten fiir symmetrische Funktionen:

(@ 41 ®) 40

f(-x)=f(x) x)=-f(x) .

/-)'( 'XK R X

Abb. 14.4. Gerade (a) und ungerade (b) Funktionen

\
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Symmetriebetrachtungen:

(1) Fiir eine gerade 2w-periodische Funktion f (f (—xz) = f (z) fiir alle z)
sind alle Fourier-Koeffizienten b,  (k € IN) gleich Null.

(2) Fiir eine ungerade 2m-periodische Funktion f (f (—x) = —f () fiir alle
x) sind alle Fourier-Koeffizienten a,  (k € INg) gleich Null.

Begriindung;:

(1) Ist f(z) gerade, so ist auch f (z) - cos(nz) eine gerade Funktion, f (x) -
sin (nz) dagegen ist ungerade. Wihlt man als Integrationsintervall das
Intervall [—m, 7], so erhélt man fiir die ungerade Funktion f () - sin (nx)
(vel. Abb. 14.4 (b))

1 ™
bn:2— f(z) sin(nz) de =0 n €N
™

—T

und fiir die Koeffizienten a,,:

(2) Ist f(x) ungerade, so ist auch f (z) - cos(nz) eine ungerade Funktion,
wihrend f (z) - sin (nz) als Produkt zweier ungerader Funktionen gerade
ist. Verwendet man wieder das Integrationsintervall [—m, 7] und beriick-
sichtigt die Symmetrie, folgt (vgl. Abb. 14.4 (a))

ap=0 und a, =0, n € N,

und fiir die Koeffizienten b,, die Formel

Beispiel 14.1 (Mit MAPLE-Worksheet). Gegeben ist die in Abb. 14.5 ge-
zeichnete Rechteckfunktion mit Periode 27.

Diese Funktion wird im Periodenintervall [0, 27r] beschrieben durch die Funk-
tionsgleichung
1 O<z<m
f(x)= 0 2=0,m 2w
-1 n<x<m
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A f

1 —
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1 I 1
1 1 1

0 T 127 137 T x
| I |
l 1 1
1 S | [

Abb. 14.5. Periodische Rechteckfunktion

f ist stiickweise stetig differenzierbar und erfiillt in allen Punkten die Mittel-
werteigenschaft. Aufgrund der Punktsymmetrie beziiglich des Ursprungs gilt:

an, =0 fir n=0,1,2,...

Es bleiben also nur die Fourier-Koeffizienten b,, zu berechnen. Nach Bemerkung
(2) gilt

2

by, = f(z)sin(nz) dx

0

/0 " sin (n2) da
R

= — {—cos(nm)+cos(0)} = % {—(-1)"+1},

™n

0

o 0 Ao A=

da cos(nm) = (—1)" und cos (0) = 1.

Fiir gerade n ist (—1)" = +1 < b,, = 0; fiir ungerade n ist (—1)" = —1 —

by = 2 2.
0 firn=0,24,...
= b, =
4 ,
— firn=1,3,5,... .
™

Die Fourier-Reihe der Funktion f lautet

4 (. 1 . 1 . 1.
fx) = = <sm(a:) + 3 sin (3z) + £ sin (b z) + - sin (7z) + .. )
= Z % sin (n x) :Z ﬁ sin((2n+1) z).
n=1 n=0

n ungerade
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In Abb. 14.6 (a) sind die Partialsummen dieser Reihe fiir n = 3, 5, 7 und in
Abb. 14.6 (b) fir n = 40 dargestellt.

A
a
; (a)
0 o 2n wX
-1
(b)
» X
0 T 21
-1

Abb. 14.6. Partialsummen der Fourier-Reihe (a) fiir n = 3,5,7 und (b) fir n = 40

Diskussion: Man erkennt, dass viele Summenglieder notwendig sind, damit
die Funktion f durch eine Partialsumme der Fourier-Reihe einigermafien gut
angenahert werden kann. Allerdings bauen sich selbst mit groflem N immer
noch Oszillationen vor der Sprungstelle auf. Die Koeffizienten der Fourier-
Reihe b, verhalten sich proportional zu 2 O

Animation: Auf der CD-Rom befindet sich eine Animation, in der die

punktweise Konvergenz der Fourier-Reihe an die Funktion visualisiert
wird. Hierbei werden die aus dem Beispiel berechneten Fourier-Koeffizienten
fiir die Darstellung der Fourier-Reihe verwendet.
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Beispiel 14.2 (Mit MApPLE-Worksheet). Gegeben ist die in Abb. 14.7 ge-
zeichnete 2m-periodische Funktion, die im Periodenintervall [0, 27] beschrieben
wird durch die Funktionsgleichung

T fir 0<z<m
f(z) = 0 fir x =m, 27
r—2r fir m <z <27

Abb. 14.7. Periodische Dreieckfunktion

Gesucht ist deren Fourier-Reihe. f ist stiickweise stetig differenzierbar und
erfiillt in allen Punkten die Mittelwerteigenschaft. Aufgrund der Punktsym-
metrie zum Ursprung ist

anp =0 fir n=0,1,2,...

Nach Bemerkung (2) berechnet man die Fourier-Koeffizienten b, durch die
Formel
2

by, = (2) sin (nz) dz
0
2

/Oﬁf(x) sin (nx) doe = — /Oﬂaysin(nac) dx.

™

SEF IR

Partielle Integration liefert

o - 2] )

_ T2n (= cos (n) — 0] = f% (—1)" =

("

S

)

da cos (nm) = (—1)". Folglich ist die Fourier-Reihe von f

fx)y=2 (sin(a:) — % sin (2x) + é sin (3x) — i sin (4 x) :t)

- 1
2 Z (=)t ﬁsin(nac).
n=1

Wie in Beispiel 14.1 verhalten sich auch in diesem Beispiel die Fourier-Koeffizien-

ten betragsméfig ~ % O
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Beispiel 14.3 (Mit MaprLE-Worksheet). Gegeben ist die Funktion

1
f@)==(@—m)
T
im Intervall 0 < x < 27, die 27-periodisch auf IR fortgesetzt wird:

A
T f(x)

‘/b X
T 27 31

Abb. 14.8.

f ist stiickweise stetig differenzierbar und erfiillt die Mittelwerteigenschaft.
Aufgrund der Achsensymmetrie beziiglich der y-Achse gilt

b, =0 fir n=1,2,3,... .

Fiir den Koeffizient ag erhalten wir

1 [*1 ) 11 7 1
ao = o ; ;(1‘—7‘(‘) d1‘=2ﬂ_2|:(56—ﬂ'):| =3

Die Koeffizienten a,, (n € IN) berechnen sich aufgrund der Achsensymmetrie
durch die Formel

™

2 (™1
an = f/ = (z — )% cos(n z)dx.
0

Zweimalige partielle Integration liefert das Ergebnis

an, = % [(x - W)Q%sin(n x)]: -2 /()Tr(x - W)%Sin(n x) dx}
_ _an /Oﬂ(m — m)sin(n 2)da
- {(x ~m) =L cos(n z)]: - /Oﬂ L eos(n x) da)
-4

Somit ist
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Die graphische Darstellung der Funktion f zusammen mit den ersten Partial-
summen ist fiir n = 5 in Abb. 14.9 angegeben.

A f(x) und Fourierreihe

N

=y

L.
y

0 2 X 4

6
Abb. 14.9. Die Partialsumme der Funktion f(z) = %(.T —m)? firn=>5

Diskussion: Im Gegensatz zu Beispiel 14.1 und 14.2 geniigen vier Summen-
glieder, um die Funktion erkennbar durch die Fourier-Reihe anzun&hern. Es
bauen sich keine Oszillationen im Periodenintervall auf. Die Koeffizienten
der Fourier-Reihe verhalten sich proportional zu # .

Nebenergebnis. Mit den Fourier-Reihen ist man in der Lage fiir einige in
Abschnitt 9.1 diskutierte Reihen den Summenwert zu berechnen, indem in die
Fourier-Reihe spezielle Werte eingesetzt werden. Man erhélt so die folgenden
beiden Nebenergebnisse:

s 4 1 > 1q a2
U AUEE D D PR

™ 4 - n 1 = n ]. ’]T2
r=m fM=0=g+ -3 ("5 = > () =1

14.4 Fourier-Reihen fiir p-periodische Funktionen

Bisher wurde die Fourier-Reihendarstellung von 27w-periodischen Funktionen
betrachtet. Um die entsprechende Darstellung mit den zugehorigen Fourier-
Koeffizienten einer p-periodischen Funktion f zu bestimmen, gehen wir von f
iiber zu der auf das Intervall [0, 27] gestauchten bzw. gestreckten Funktion

14.4
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NG LA

Abb. 14.10. p-periodische Funktion f und zugehorige 2m-periodische Funktion F'

Ist f p-periodisch, dann ist F' 27-periodisch. Denn
(P — (P (P =
F(a:+27r)—f(27r($+27r))—f(27ra:+p) f(27rx) Fz) -

Fiir die 27-periodische Funktion F (z) stellt man formal die Fourier-Reihe auf

—ao—i—Zancos nx +Zb sin (n )

n=1

Die Fourier-Koeffizienten sind gegeben durch

ap = 5 02“F(3;) dv;  a, =12 OZWF(;IZ) cos (nx) dx;

by, =1 OQﬂF(x) sin (nx) dx.

Wir fiithren nun durch die Riicksubstitution
2
f@)=F <7T z)
p

die Fourier-Reihe von f auf die Fourier-Reihe von F' zuriick. Die Formel fiir
die Fourier-Reihe von f ergibt sich aus:

2
f(x) :F(i )‘%—FZ% cos( n—x Zb sin n—x)
p n=1
Mit der Integralsubstitution y = 52 2 erhélt man die Fourier-Koeffizienten
von f:
27 2m
ap = i 0 F(z) dx = % 0 f(T fo y) dy,
Qp, = % fOQTrF(ZE) COSs (TLI) dl‘ = % 0271' f(% l’) cos (na:) dI
= 3 Jo F(y) cos(n 3 y) dy,
b = 1 fo%F(x) sin(nz) de = Ozﬂf(%x) sin (nx) dx

J2 () sin(n 22 y) dy.

BN
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Zusammenfassend gilt:

Bemerkung: Die Formeln fiir 27-periodische Funktionen sind der Spezialfall
p = 27. Bemerkungen (1) und (2) iibertragen sich sinngeméf auf p-periodische
Funktionen.

Anwendung: Fourier-Zerlegung T-periodischer Signale

Sei f (t) eine periodische Schwingung mit Periode T' (= Schwingungsdauer).
Dann gilt zu jedem Zeitpunkt die Fourier-Zerlegung

f(t) =ao+ Z an cos (nwot) + Z by, sin (n wot) (*)

n=1 n=1

mit der Grundfrequenz wy = 2?“ und den angegebenen Fourier-Koeffizienten.
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Allerdings erhiilt man zu einer Frequenz nwy zunichst zwei Koeffizienten,
némlich a,, und b, da die Summanden in der Fourier-Reihe (%) die Uberlage-
rung von jeweils zwei harmonischen Sinus- und Kosinusschwingungen gleicher
Frequenz darstellen. Ist nach der Amplitude gefragt, mit welcher die Frequenz
nwg im Signal vorkommt, muss man iibergehen zu der Darstellung

@y, cos (nwot) + by, sin (nwot) = A, cos (nwot — @)

mit und

A, ist dann die gesuchte Amplitude und ¢,, die Nullphase.

Begriindung: Denn nach dem Additionstheorem fiir den Kosinus gilt

Ay, cos (nwot — py,) = Ay cos (nwot) cos g, + Ay, sin (nwpt) sin g,

= a, cos (nwyt) + by, sin (nwpt) .
Vergleicht man die Koeffizienten von cos(n wp t) und sin(n wg t), folgt
an = A, cosg, und b, = A, sinp,.
Quadriert man beide Gleichungen und addiert sie dann, gilt
a2 + b2 = A% cos? g, + A% sin?p, = A2 = A, =/a2 +b2 .

Dividiert man die zweite durch die erste Gleichung gilt

bn
— =tany, . O
an,

In den Anwendungen benutzt man daher die Darstellung der Fourier-Reihe in
der Form

bzw. geht zur komplexen Formulierung (siehe 14.5) iiber.
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A, ist die Gesamtamplitude, mit der die Frequenz w, = nwy im Signal
vorkommt. ,, ist die zugehorige Phase. Der Wert ag gibt den Koeffizienten
apg = % fOT f(t) dt an. Er entspricht dem Mittelwert der Funktion wihrend
einer Schwingungsdauer. Man bezeichnet ihn als Gleichspannungsanteil. Zur
graphischen Darstellung der Koeffizienten wéhlt man die folgenden Diagram-

me:
A, Pn

} } } } 4 h 4 4 4 4 ! b

o 1 2 3 4 5 "™ 9 14 2 3 4 5 N

Abb. 14.11. Amplitudenspektrum A, und Phasenspektrum ¢,

In diesen Schaubildern werden die Amplituden A, und Phasen ,, als Werte
iiber den diskreten Frequenzen abgetragen (= diskretes Spektrum von f). Man
bezeichnet die Darstellung der Amplituden als Amplitudenspektrum (links)
und die der Phasen als Phasenspektrum (rechts).

Beispiel 14.4 (Amplitudenspektrum, mit MAPLE-Worksheet). Die Am-
plitudenspektren A,, = y/a2 + b2 sind fiir die Beispiele 14.1, 14.2 und 14.3 in
Abb. 14.12 gezeichnet.

A 24
1.29

1,
0.8
0.6 I
0.4

0.2+

M|||||||IIII||||||
s 10 15 20 "

(a) s 10 15 o " (b) ©

0.8
0.6
0.44

0.2

‘||||
(c) ©° 5 10 15 20 "

Abb. 14.12. Amplitudenspektrum zu (a) Beispiel 14.1, (b) 14.2 und (c) 14.3

Diese Darstellung beinhaltet als Information iiber das Signal sowohl die vor-
kommenden Frequenzen nwy als auch die zugehorigen Amplituden A,,. Man
erkennt in den Amplitudenspektren, dass in den Beispielen 14.1 und 14.2 die
Koeffizienten langsam abnehmen, wihrend in Beispiel 14.3 die Koeffizienten
sehr schnell zu Null gehen. Dies spiegelt die Tatsache wider, dass die Konver-
genz in den beiden ersten Fillen ~ £, im dritten Fall jedoch ~ # O

n’
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Konvergenzbetrachtungen. Durch den Abbruch der Fourier-Reihe nach
endlich vielen Gliedern, erhélt man eine Ndherungsfunktion fiir f in Form
einer endlichen trigonometrischen Reihe. Ahnlich wie bei Potenzreihen gilt: Je
mehr Glieder berticksichtigt werden, um so besser ist die Approximation. Man
stellt zun#chst fiir alle behandelten Beispiele fest:

apb—0 und b, —0 fiir n — oo .

Bei genauerer Betrachtung entdeckt man, dass die Ndherungen fiir stetige
Funktionen schneller konvergieren bzw. man wenige Glieder in der Fourier-
Reihe benttigt, um die Funktion hinreichend gut zu approximieren. Unsere
Beispiele zeigen, dass

1
anwﬁ und b, ~ — ,

n2
wenn f keine Sprungstellen hat. Anschaulich kann man sagen: Die Fourier-
Reihe einer p-periodischen Funktion konvergiert um so schneller, je ”glatter”
die Funktion f ist. Préziser gilt der Satz

Satz: Ist f eine p-periodische, m+ 1-mal stetig differenzierbare Funktion, dann
gilt fiir die Fourier-Koeffizienten von f

Cc

und  |b,| < s 2

lan] < —5

Beispiele fiir m = 0 (stetige Funktionen) sind 14.3, 14.5 und Beispiele fiir
m = —1 (Funktionen mit Sprungstelle) sind 14.1, 14.2.

Anwendungsbeispiel 14.5 (Fourier-Zerlegung eines Sinusimpuls-
Einweggleichrichters, mit MaAprLE-Worksheet).

Wir betrachten das in Abb. 14.13 gezeigte Signal f(t) des Sinusimpulses eines
Einweggleichrichters mit Periode T

U,

f(t)

> t

T/2 T

Abb. 14.13. Sinusimpuls eines Einweggleichrichters
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Der Impuls wird im Periodenintervall [0, T] durch die Funktionsgleichung

ug sin (wot) 0<t< L
t) =
1 { 0 L<t<T
mit wy = 2% beschrieben. Da das Signal im Bereich % <t < T gleich Null ist,

reduzieren sich die Integrationsgrenzen der Integrale auf ¢t = O%

Berechnung des Koeflizienten ag:

1 (T 1 [T/2
ag = T/o (t)dt = T/o uo sin(wg t) dt
Uug 1

T2,
Berechnung der Koeflizienten a,,:
ap, = —/ f (@) cos(nwot) dt = Zto sin(wg t) cos(nwg t) dt.
T Jo T Jo

Mit der trigonometrischen Formel

sin(a) cos(B) = % (sin (v — B) +sin (a + 3))

folgt fiir n # 1

u T/2 T/2
an = ?{/0 sin((1 — n)wg t) dt +/0 sin((1 + n)wp t) dt}

e . T/2
| 0]
T/2
_ {_(14-?1)% cos((1 4+ n)wo 75)]0 }
- %anf 1((_1)" L.

Anhand des Ergebnisses fiir a,, erkennt man, dass der Integralausdruck formal
zwar berechnet wird, aber nur fiir n # 1 definiert ist. Der Koeffizient a; muss
separat bestimmt werden:

T/2 T/2
Uo

ar = Log / 0dt + / sin(2wo ) dt}
T 0 0

T/2
Uug /

1
= —_— —_—— S 2 = U.
T [ o cos(2wy t)]o }1=0
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Insgesamt erhélt man also fiir die Koeffizienten a,,:

0 fiir n ungerade
ap = 2ug .
————— fiir n gerade, n > 0.
7w (n?—1) &

Analog berechnen sich die Fourier-Koeflizienten

) T 2U0 T/2
b, = —/ f(t) sin(nwot) dt = — sin(wg t) sin(nwot) dt
T Jo T Jo

mit der trigonometrischen Formel

sin(a) sin(B) = % (cos (@ — B) —cos(a+f)).

Es folgt fiir n # 1
~ sin(nm)u0
7(14+n) (-1+n)

n -

Auch hier muss der Koeflizient b; separat berechnet werden:

1
b1 = 5 Uug.
Die Fourier-Reihe des Sinusimpulses hat demnach folgende Gestalt
U U 2
fit)y = ?0 + ?0 sin (wot) — —up (ﬁ cos (2wot) + g7 cos (dwot) +
+ 52— cos (6wot) + .. )
2 - 1
= % + % sin(wot) — — o 7; a1 cos(n wot).
n gerade
1.5
Yy
0.5
== ot = x s>

Abb. 14.14. Fourier-Reihe des Sinusimpulses fiir n = 8

Die graphische Darstellung der Fourier-Reihe ist fiir n = 8 in Abb. 14.14
gezeigt. Die Fourier-Reihe zeigt mit wenigen Summengliedern eine sehr gute
Ubereinstimmung mit der Funktion. O

Hinweis: Auf der CD-Rom befindet sich die Fourier-Analyse einer Kippspan-
nung sowie eine tabellarische Zusammenfassung der Beispiele.
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14.5 Fourier-Reihen fiir komplexwertige Funktionen

Eine besonders einfache Gestalt nimmt die Fourier-Darstellung in komplexer
Schreibweise an. Unter Benutzung der Eulerschen Formeln (vgl. Abschnitt

9.5.2)

cos(x) = % (ei‘” + e—w) und sin (gg) = % (e”’ _ e_”')

ldsst sich die reelle Fourier-Reihe einer p-periodischen Funktion f schreiben
als:

> 1
(37):&0+Zan§ (ein%ﬂw—F 71n7m> Zb — ( _efzn%"z).
n=1

Nach Umordnung der Summanden in eine Summe iiber '™ » ¥ und eine zweite

i 2m .
Summe iiber e '™ P T ist

Betrachtet man die drei Summanden der Fourier-Reihe von f, so enthélt die

27
—in <L ¢
P .

(an +1iby) e

l\D\»—t
l\D\»—A

letzte Summe Terme mit Faktoren ¢! % © fiir n = —00,...,1, die mittlere
2
Summe Terme €™ % ® fiir n = 1,...,00 und der erste Summand den Term
"% fir n = 0. Wir definieren
Co = ao;
1 .
Cp 1= 5 (an - )
1
22( /f oS n—x dm—zf/f sin n—x) dx)
1 . 2
= — f cos n—x)fzsm(n—”x)) dx
p p
]' —7,TL =L x
= - f(iﬂ) € P d.’ﬂ, n Z ]-7
P Jo
und
1
Con = 5 (an +an)
1 2m
=3 f COb )dm—i—zf f (z) sin n—x) dx
_! f(z) (cos(nz—”x> +isin<n2—”x>)dx
T p p P

27

fz)e™ v " du, n> 1.

o —— s o —

SRR

14.5
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Dann stellt sich die Fourier-Reihe von f dar als eine Summe iiber '™ »  fiir
n=—00,...,00:

f@)=73 caem¥”

n=—oo

mit den einheitlichen Koeffizienten

1 P —in 2T g .
Cn = — flx)ye ™™ » “da fir neZ . O
P Jo

Es gilt also folgende komplexe Formulierung des Satzes von Fourier

(®» Bemerkungen: Eigenschaften der komplexen Formulierung
(1) Es gibt nur eine Summenformel fiir die Fourier-Reihe und die Koeffizienten
¢, werden iiber eine einheitliche Formel bestimmt.

(2) Da die Summation der komplexen Fourier-Reihe von n = —oc0... 00 geht,
kommen formal negative Frequenzen vor. Dies rithrt nur von der komplexen
Formulierung her: e~ * und e ~#“~ * werden benétigt, um die reelle Schwin-
gung sin (wy,t) bzaw. cos (w,t) mit reeller Frequenz w, > 0 zu beschreiben,

da cos(wy t) = 2(e!“n ! + e @nt) und sin(w, t) = 55 (e'“nt —etent),

(® und Vorteile dieser komplexen Formulierung
Die Fourier-Koeflizienten ¢,, von reellen Signalen f (x) besitzen die folgenden
Eigenschaften:
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(3) ¢ = c_p: Die Koeffizienten zu negativen n sind das Komplex-konjugierte
der entsprechenden Koeflizienten zu positiven n.

(4) Folglich sind die Betrége von ¢, und c_,, gleich, ndmlich

leal = |3 (an —iba)| = L /a2 ¥ 02 = L A,,.

Der Betrag der komplexen Fourier-Koeffizienten stimmt bis auf den Faktor
% mit A, {iberein. D.h. der Betrag reprisentiert das Amplituden-
spektrum jeweils zur Hilfte von —oo bis —1 und von 1 bis oo.

(5) Die Phase der komplexen Fourier-Koeffizienten ist bestimmt durch

_Imcn_—%bn_ by,
tan g, = = — = ——.
501/,7, Qg

Bis auf das Vorzeichen ist dies das Phasenspektrum.
(6) co = ap stellt den Gleichstromanteil des Signals dar.

Der grofie Vorteil der komplexen Formulierung liegt also darin, dass eine ein-
heitliche Formel fiir die Koeffizienten existiert und diese Koeffizienten das Am-
plitudenspektrum (bis auf den Faktor 1) und das Phasenspektrum (bis auf
das Vorzeichen) beinhalten.

Beispiel 14.6 (Mit MaPLE-Worksheet). Gesucht ist die komplexe Fourier-
Reihe der unten gezeichneten Funktion f, die T-periodisch auf IR fortgesetzt

wird:
A

1

f(t)

B

T/2

Abb. 14.15. Rechtecksignal

Setzen wir wy = 27”, so sind die komplexen Fourier-Koeffizienten fiir n # 0
gegeben durch
1 g —1 t 1 % —1 t
Cn = = f () ernwotdi = — eTtnwot gt
T /) T Jo
1 1 . T
= = eminen s 1],

T —inwy
. . inwe T i
Mit wy - T =27 und wo £ = mist e7 @02 = ¢~in™ = (—1)"

1
1 inm

n ungerade

0 n gerade.
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Da der Gleichstromanteil des Signals % = ¢y =

1 1 inwot
= — et
2Jr Z inTm

n=—oo
n ungerade

N

Das Amplitudenspektrum dieser Funktion ist gegeben durch

ap |Co| = =

2

—= fiir n ungerade
nim

An

2 len| =
0 fiir n gerade

(® Berechnung der reellen Fourier-Koeffizienten aus den komplexen
Selbst wenn man die Rechnung im Komplexen durchgefiihrt hat, ist man ge-
legentlich an den reellen Fourier-Koeffizienten a,, und b,, interessiert. Aus den
komplexen Fourier-Koeflizienten c,, n € 7, lassen sich die reellen Fourier-
Koeffizienten ag, a,, und b,, einfach zuriickgewinnen, so dass sie nicht neu iiber
die reellen Integralformeln berechnet werden miissen. Es gilt nach der Defini-
tion der c,:

Co ag (].)

= 3 (an—iby) (2)

C_n 2 (an +iby) (3)
Aus (1) folgt direkt ap = ¢y
Addiert man (2) und (3) gilt ap, =Cp +C_p n=1,2,3,
Subtrahiert man (3) von (2) gilt | b, =1 (¢, — c—y) n=1,23,...F

MapLe-Worksheets zu Kapitel 14

Die folgenden elektronischen Arbeitsblédtter stehen fiir Kapitel 14 mit
MAPLE zur Verfiigung.

2m-periodischer Funktionen mit MAPLE

T-periodische Signale mit MAPLE

Numerische Bestimmung der Fourier-Koeffizienten mit MAPLE
Komplexe Fourier-Koeffizienten mit MAPLE

Darstellung periodischer Funktionen mit MAPLE
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14.6

14.1

14.2

14.3

14.4

14.5

14.6

14.7

14.8

14. Fourier-Reihen

14.6 Aufgaben zu Fourier-Reihen

Bestimmen Sie fiir die unten skizzierten 2m-periodischen Funktionen im Pe-
riodenintervall einen formelméfigen Ausdruck, suchen Sie nach eventuell vor-
handenen Symmetrien und entwickeln Sie die Funktionen dann in eine reelle
Fourier-Reihe:

3
1

A

1 1 [

1 1 I

I I
-37/2 ! !
2, 0| w2

1 1

1 1

] 1

1
1 1
| 1

3my2 X
1 2% X 14
1 1
1 1
]

Abb. a ol 2n XAbb. b

Skizzieren Sie die folgenden T-periodischen Funktionen und bestimmen Sie die
Fourier-Reihe sowie das zugehorige Amplitudenspektrum:

et L <t<o 2ht g<t< T
— 2 — — — T — — 2
a)f(t){et 0<t<T b) f(t) = h o T<t<T

Geben sei die komplexe Fourier-Entwicklung von
a) Aufgabe 14.1a) b) Aufgabe 14.1b) an.

Entwickeln Sie f (t) = sin®¢, |t| < 7 in eine Fourier-Reihe (erst nachdenken!!!).

a) Entwickeln Sie f (t) = t*, 0 <t < T in eine Fourier-Reihe.
b) Was ergibt sich fir T'= 27 7

c¢) Was erhilt man bei b) fiir >.°° | -1, wenn t = 27 gesetzt wird?

In Abb. (c¢) ist der zeitliche Verlauf einer Kippspannung (Ségezahnimpuls) mit
der Schwingungsdauer T angegeben. Man fiihre fiir diesen Impuls eine Fourier-
Analyse durch. u(t) =%t (0<t<T).

u(t)

Py

' T 2T 3T Abb. ¢

Zeichnen und entwickeln Sie die folgenden Funktionen in Fourier-Reihen unter
Beriicksichtigung moglicher Symmetrieeigenschaften:

2
a) f(z) = _Z g i z i 4 mit Periode 4,
—x —4<z<
b) f(z) = i 0 <_xx<_40 mit Periode 8.

Zerlegen Sie (mit MAPLE) den trapezférmigen Impuls in seine harmonischen
Komponenten. Welchen Wert nimmt die Fourier-Reihe in ¢t =T an?
£i) = {2/Tt 0<t<T/2

1T/2<t<T
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15 Fourier-Transformation

In diesem Kapitel wird mit der Fourier-Transformation untersucht, welche Frequen-
zen mit welchen Amplituden in einem nichtperiodischen Zeitsignal f(t) enthalten
sind. Man nennt dieses Vorgehen, wie bei den Fourier-Reihen, die Frequenzanalyse
des Zeitsignals f. In 15.1 werden die Formeln zur Fourier-Transformation

F(w) = /700 ) e "t

hergeleitet und an Beispielen verdeutlicht. Es werden weiterhin in 15.2 wichtige Ei-
genschaften der Fourier-Transformation vorgestellt und deren Bedeutung diskutiert.
Zur Charakterisierung von linearen Systemen bendttigt man eine Funktion, die alle
Frequenzen mit gleicher Amplitude enthélt. Dies fiihrt auf den Begriff der Deltafunk-
tion, die wir in Abschnitt 15.3 einfithren und deren Eigenschaften wir diskutieren.

Hinweis: Im CD-Abschnitt 15.4 wird die Fourier-Transformation, die inverse Fourier-
Transformation und deren Anwendung beim Lésen von Differenzialgleichungen mit
MAPLE vorgestellt.

In einem separaten Abschnitt 15.5 behandeln wir die vollstdndige Beschreibung von
linearen Systemen durch die Impulsantwort und stellen den Zusammenhang zur
Ubertragungsfunktion mit Hilfe der Fourier-Transformation her. In Abschnitt 15.6
wenden wir mit MAPLE die lineare Theorie auf das mechanische Problem der Dop-
pelpendel und das elektronische Problem des Hochpasses 5. Ordnung an, indem wir
eine Frequenzanalyse durchfiihren.

Im Hinblick auf die digitale Messdatenanalyse wird in einem eigenstindigen CD-
Kapitel auf die diskrete Fourier-Transformation (DFT), die inversen DFT und de-
ren Eigenschaften eingegangen. In diesem Kapitel behandeln wir auch die diskrete
Fourier-Transformation mit MAPLE, indem wir den FFT-Algorithmus verwenden.
Anwendungsbeispiele zur Signal- und Systemanalyse mit Hilfe der DFT findet man

ebenfalls in diesem Abschnitt.

15.1 Fourier-Transformation und Beispiele

Durch die Angabe der Fourier-Reihe ist es moglich, periodische Vorginge zu analysieren,
ungeachtet der Tatsache, wie groB die Periodendauer T ist. Eine T-periodische Funktion
f lasst sich darstellen als Uberlagerung unendlich vieler harmonischer Schwingungen mit
Grundfrequenz wo = 2% Oberfrequenzen w,, = n%" und den zugehérigen Amplituden.
Periodische Funktionen besitzen damit ein diskretes Linienspektrum. Dieses Linienspek-
trum liefert eine eindeutige Zuordnung zwischen dem Zeitbereich der Funktion und dem

Frequenzbereich.

15.1
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Im Folgenden wird ein Verfahren (Fourier-Transformation) entwickelt, welches auch fiir
nichtperiodische Funktionen alle Frequenzen mit zugehorigen Amplituden liefert, die in
dem Signal enthalten sind.

15.1.1 Ubergang von der Fourier-Reihe zur Fourier-Transformation

Um die Frequenzen in einem beliebigen Zeitsignal f zu bestimmen, interpre-
tieren wir die Funktion f als periodische Funktion mit Periode T — oco. Um
eine Darstellung fiir das Spektrum zu erhalten, gehen wir aber von einer 2p-
periodischen Funktion f(¢) aus. Nach Kapitel 14.5 lautet die zugehérige kom-
plexe Fourier-Reihe

o0
f(t) — Z cneing—:t
n=—oo
mit den komplexen Fourier-Koeffizienten
1o

—in 2% ¢ 1 b —in %t
Cp = — ft)e 2p dt:—/fte v " dt.
5w | 1o 55 ] 10

Setzt man die Koeffizienten ¢, in die Fourier-Reihe ein, folgt mit den Frequen-

zen w, = n = und dem Frequenzabstand Aw = w,, — w,_1 = Z:
P

p
> 1 [P . ,
e =y [2p f(#) ewwdt] giont
n=-—o0o P
1 0 7/ Aw o o
= 3 n:z_:oo /W/Awf(t)e ntdt] e'“nt Aw.

Wir interpretieren nun eine beliebige, nicht notwendigerweise periodische Zeit-
funktion f (¢) als periodische Funktion mit p — oo. Fiir p — oo geht der
Frequenzabstand Aw gegen Null und die Summe geht in das Integral iiber.
Die Frequenzspektren riicken niher zusammen und nach dem Grenziibergang
erhélt man eine kontinuierliche Funktion in w:

f(t)=%/io F(w) et dw (FI)
mit
Fw) = / io Ft) et (FT)




15.1 Fourier-Transformation und Beispiele 615

Man bezeichnet die Darstellung von f (t) = 277 f_ e’ dw als Fourier-
Integral und F (w) die Fourler—Transformlerte oder Spektralfunktion
zur Zeitfunktion f (¢).

”‘ Animation: Auf der CD-Rom befindet sich eine MAPLE-Animation,

bei der am Beispiel der T-periodischen Fortsetzung der Rechteckfunk-

tion aufgezeigt wird, wie fiir T — oo die Spektrallinien zusammenriicken

(Aw — 0) und aus dem diskreten Spektrum eine kontinuierliche Frequenz-
funktion hervorgeht.

Beim Ubergang von der Fourier-Reihe zum Fourier-Integral wird formal der
Grenziibergang p — oo durchgefiihrt, ohne die Existenz des uneigentlichen
Integrals zu begriinden. Man kann jedoch allgemein zeigen, dass das uneigent-
liche Integral unter gewissen Voraussetzungen (die in der Praxis nahezu immer
erfiillt sind) existiert:

Satz 15.1: (Fourier-Transformation) Sei f : IR — IR stiickweise
stetig differenzierbar und [*_|f ()| dt < oo, dann existiert fiir jedes
welR

F(w) = / I e i@t qt (Fourier-Transformierte von f ).
—0o0

Die Fourier-Transformation ordnet jeder Zeitfunktion f (¢) mit obigen Ei-
genschaften eine Frequenzfunktion F'(w) : IR — C zu. Man sagt, dass die
Fourier-Transformation den Zeitbereich auf den Spektralbereich (Frequenz-
bereich) abbildet, indem sie der Zeitfunktion f (¢) die Spektralfunktion F (w)
zuweist. Um prézise anzugeben, zu welcher Zeitfunktion F' (w) gehért, verwen-
det man auch die Notation

F(f) () =F(w)

Diese Schreibweise driickt den transformatorischen Charakter der Fourier-
Transformation aus: Der Funktion f wird eine neue Funktion F (f) zugeord-
net. Teilweise wird auch die Korrespondenzschreibweise wie bei der Laplace-
Transformation verwendet:

f(t) o—e F(w) .

Bemerkung: Eine Funktion f : [a,b] — IR heifit stiickweise stetig differen-
zierbar, wenn das Intervall in endlich viele Teilintervalle Iy zerlegt werden
kann, so dass f im Innern der Intervalle I stetig differenzierbar ist und an
den Grenzen der rechts- bzw. linksseitige Grenzwert von f existiert. f heifit
auf IR stiickweise stetig differenzierbar, wenn f in jedem endlichen Intervall
[a,b] C IR stiickweise stetig differenzierbar ist.
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Beispiel 15.1. Fiir den unten dargestellten Rechteckimpuls soll die Fourier-

Transformierte F' (w) berechnet werden. A
I |1
L 1 firlt|<T . ¢ : :
f@® { 0 fir || >T } rect (%) ! !
} J >t
- -T T
F(Hlw) =Fw)= [ [f(t)e " dt
T —iwt|T
—/ le '“tdt =
7 —iw | _p
_ 1 —iTw_ iTwy_ 21 (iTw _ —iTw
= (e ) =oa )
2 . sin (wT)
== T)=2T———.
5 sin(wT) T

A Der Wert der Transformierten hiéngt nicht von der Wahl des Funktions-
wertes von f(t) an den Stellen ¢ = —T bzw. t = —T ab!

sinx
T

Fiihrt man die si-Funktion si (z) := ein, schreibt man obiges Ergebnis als

F (rect (£)) (@) = = sin(T) =27 si (wT).

Der Verlauf der Fourier-Transformierten ist in Abb. 15.1 gezeigt.

A
2T
27T si(eT)
Z\ [Z0] 2\ Jz= ©
T T T T

Abb. 15.1. Fourier-Transformierte der Rechteckfunktion

Das Spektrum ist eine Sinusfunktion in w, dessen Amplitude mit 1/w abnimmt.
Die Nullstellen von F'(w) sind bis auf w = 0 dieselben wie die der Sinusfunktion:

T
wpl =nm—w, =n—.

T
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Fiir w = 0 muss die Regel von I’'Hospital angewendet werden, um den Funkti-
onswert zu berechnen:

2 sin(w T 2 )T
Flo=0) = lim 2500T) ) 2eos@DT o

w—0 w w—0 1

Beobachtung: Je breiter das Rechteck f(t) bzw. je grofler T ist, desto schma-
ler wird das nullte Maximum von F(w) bei w = 0, da die erste Nullstelle des
Spektrums bei w; = 7 liegt. Andererseits gilt: Je schmaler das Rechteck f(t)
d.h. je kleiner T ist, desto breiter wird das nullte Maximum. O

Beispiel 15.2. Fiir die unten dargestellte Exponentialfunktion ist die zu-
gehorige Spektralfunktion gesucht:

) 0 firt<o0 ft)
_ at . p—
f(t)=e S () {e—at fiir t > 0, a > 0.
5 » t
Dabei ist S (t) die Sprungfunktion (Heavisidefunktion) S (t) = { (1) gi i i 8

Die zur Funktion f gehorende Spektralfunktion ist die Fourier-Transformierte

F(w):
Fw) = / ft)etwtat :/ e dtemtwt gt :/ e (atiw)t gy
—00 0 0
e—(a-{—iw)t t=00 ) e—(a+iw)t 1
= (atiw) | _ti»rgof(aJriw)—i_aJriw
_ o4 r o' . W

. —1 )
a+tiw  a? 4 w? o2+ w?

Anmerkung: Fiir die meisten Anwendungen spielt es keine Rolle, welchen Wert
S(t) an der Stelle ¢ = 0 besitzt. Gebrauchlich sind S(0) = 0, S(0) = 1 aber
auch S(0) = 3. Mit der letzteren Festlegung gilt S(t) = 3 + % sign(t), wenn
sign(t) die Vorzeichenfunktion darstellt. ]
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(® Darstellung der Fourier-Transformierten
Man erkennt an diesem einfachen Beispiel, dass die Fourier-Transformierte
F (w) einer Zeitfunktion f (t) i.A. komplexwertig ist. Den Graphen komplex-
wertiger Funktionen kann man nicht direkt zeichnen, sondern man muss entwe-
der Real- und Imaginérteil getrennt darstellen oder man zerlegt die komplexe
Funktion F (w) in Betrag und Phase

F(w)=|F ()] %@ mit

F) = VF@ F @) (Betrag)
tanp (w) = m (Phase)

(siehe Kapitel 5). Hierbei ist sowohl der Betrag als auch die Phase eine reelle
Funktion von w. Man spricht analog der Bezeichnung bei den Fourier-Reihen
auch von Amplituden- und Phasenspektrum.

Beispiel 15.3 (Amplituden- und Phasenspektrum). Fiir Beispiel 15.2
erhilt man fiir die Fourier-Transformierte

1
atiw’

F(w) =

Wir zerlegen F'(w) in Betrag

1

'F<°">':V“°")'F*<“’):\/ajzw‘a_lw T

und Phase

tan p (w) = m = —g.

-20 -0 0w 10 20 15

Betrag von F(w) Phase von F(w)
Abb. 15.2. Betrag und Phase der Fourier-Transformierten

In Abb. 15.2 sind sowohl das Amplituden- als auch Phasenspektrum fiir o = 1

angegeben. O



15.1 Fourier-Transformation und Beispiele 619

© 15.1.2 Inverse Fourier-Transformation
Dass eine Zeitfunktion vollstdndig durch ihr Spektrum charakterisiert wird,
zeigt sich durch die inverse Fourier-Transformation.

Die Mittelwerteigenschaft einer Funktion f besagt, dass der Funktionswert
an jeder Stelle t durch den Mittelwert des linksseitigen und rechtsseitigen
Funktionsgrenzwertes gegeben ist: f (t) —hm 5 (ft+e)+f(t—¢)) firalle
t € Dy (siehe Abschnitt 14.3). Fiir Stetlge Funktlonen ist die Mittelwerteigen-
schaft immer erfiillt, fiir unstetige Funktionen muss an der Sprungstelle genau
der Mittelwert des Sprunges als Funktionswert angenommen werden.

Um mit der Mittelwerteigenschaft konsistent zu sein, sollte die Sprungfunktion
S(t) fiir die Anwendungen bei der Fourier-Transformation an der Stelle ¢y = 0
durch S(0) = £ definiert werden!

Satz 15.2 impliziert, dass in der Fourier-Transformierten einer Funktion f die-
selbe Information enthalten ist, wie in f selbst. Denn durch die Formel der
inversen Fourier-Transformation kann das Zeitsignal f(t) vollstéindig aus F'(w)
rekonstruiert werden. Insbesondere kann die Funktion f alleine durch die zu-
gehorige Spektralfunktion charakterisiert werden!

Bemerkungen:

(1) Die Fourier-Transformierte ist auch fiir komplexwertige Funktionen f (t) =
f1(t) + i fa(t) definiert. F'(w) ist im Allgemeinen immer eine komplex-
wertige Funktion (siche Beispiel 15.2).

(2) Ist f eine reellwertige Funktion (ein reelles Signal), dann ldsst sich die

Fourier-Transformierte mit der Eulerschen Beziehung e~*“? = cos (wt) —
i sin (wt) auch schreiben als

F(f / f(t) e whdt = / f(t) (cos(wt) —i sin (wt)) dt
/ f(t) cos(wt) dt—z/ f () sin(wt) dt (%)
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Man spricht in diesem Zusammenhang oftmals von der Kosinus- und Si-
nustransformierten.

(3) Gerade und ungerade Funktionen

(1)

Beisp

Fiir eine gerade, reelle Funktion f, d.h. f (—t) = f (¢), gilt

_mmzz/jﬂamwmmt

Begriindung: Mit f(¢) ist auch f(t) - cos (wt) eine gerade Funktion
und

/_00 f(t) cos(wt) dt =2 /Ooof(t) cos (wt) dt ,

da der Integrand symmetrisch zum Ursprung ¢t = 0 integriert wird.
Andererseits ist f (¢) -sin (wt) eine ungerade Funktion. Integriert man
eine ungerade Funktion symmetrisch zum Ursprung, ist das bestimmte
Integral Null:

/ F(t) sin (wt) dt =0 .
Setzt man diese Integralergebnisse in die Formel (x) ein, folgt die Be-
hauptung. O

Fiir eine ungerade, reelle Funktion f, d.h. f(—t) = —f (¢), gilt mit
der zu (i) analogen Begriindung

F(w)=—i2 /Oof(t) sin (wt) dt.

0

iel 15.4. Gegeben ist die gerade, reelle Funktion

ft)=e mit a«>0.

Die Fourier-Transformierte von f berechnet sich nach Bemerkung 3 (i) aus

F(w)zQ/OOOf(t) cos (wt) dtz?/oooe_o‘t cos (wt) dt .

Die Betrige im Argument der Exponentialfunktion kénnen weggelassen wer-

den, d

a nur iiber positive ¢ integriert wird. Zur Berechnung des Integrals er-
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setzen wir cos (wt) durch Re (e“"t) und erhalten
F(w) = 2/6*’“ Re(e'“")dt = 2 Re /e(*“”“’)tdt
0 0
pl—atiw)t (=0
=2Re — =2Re ————
—a+iw |, —a+ti1w

9 R «a Y w 2«
— e 1 = .
a2+w2 02+w2 a2+w2

Das gleiche Ergebnis bekommt man auch durch zweimalige partielle Integra-
tion.

_ 2
A
1 2/ocA
f(t) / F(m)
0 P> t 0 » o
Zeitfunktion f(t) Spektralfunktion F(w)

Abb. 15.3. Zeitfunktion und zugehérige Spektralfunktion

Beispiel 15.5. Gegeben ist die ungerade, reelle Funktion

f@)=e* Il sign (t)

1 firt>0
mit « > 0 und der Vorzeichenfunktion sign (t) = 0 firt=0 .
-1 firt<o

Die Fourier-Transformierte ist nach Bemerkung 3 (ii) gegeben durch

F(w)=-i2 /Ooof(t) sin (wt) dt = —i2 /Oooe_o‘t sin (wt) dt .
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Ersetzt man zur einfachen Berechnung des Integrals sin (wt) = Im (ei“’t), so
erhilt man unter Beriicksichtigung von Beispiel 15.4
o0
Fw) = —iQIm/ e letwldt = —i2 Im { 5 < 5+ 2w 2}
0 o+ w o+ w
2w
=| Flw)=— .
@) a? + w?
A A
1
f(t
\L F(o)
- > t 5 > o
-1
Zeitfunktion f(t) Fourier-Transformierte F(w)

Abb. 15.4. Zeitfunktion und zugehérige Fourier-Transformierte

Beispiel 15.6. Gegeben ist die ungerade, reelle Funktion

Obwohl die Funktion f fiir £ = 0 nicht definiert ist (Polstelle), ist M fiir
alle t € IR stetig und beschrinkt. Es gilt fiir die Fourier-Transformierte von %
nach Bemerkung 3 (ii) mit der Substitution (z = wt — dox = wdt)

o0 - ¢ 0O -
F(w):—i2/ wdtz—i?/ 0 (w>0).
0 t o T

Der Wert des bestimmten Integrals fooo Si‘;g” dxr = 5 wird im Beispiel 15.8 ®
berechnet. Unter Verwendung dieses Ergebnisses ist die Fourier-Transformierte

—inm firw >0 ..
F(w)—{ im firw<0 = —imsign (W) ,

wenn sign die Vorzeichenfunktion darstellt. O



15.2 Eigenschaften der Fourier-Transformation 623

15.2 Eigenschaften der Fourier-Transformation

In diesem Abschnitt werden wichtige Eigenschaften der Fourier-Transformation vorgestellt
und an Beispielen verdeutlicht. Im Folgenden wird immer davon ausgegangen, dass die
Zeitfunktionen die Voraussetzungen der Fourier-Transformation erfiillen, so dass die Fourier-
Transformierten der Funktionen definiert sind. F' (w) = F (f) (w) sei stets die Fourier-
Transformierte von f; F1 (w) = F (f1) (w) und F3 (w) = F (f2) (w) die Fourier-Transfor-

mierten von f1 bzw. fa.

15.2.1 Linearitit
Gesucht ist das Spektrum einer Uberlagerung k; f1(t) + ko fo(t) :

(oo}

F (k1 fi + k2 fo) (w) = / (kv f1 () + K fo (1) et dt

— 00

:kl/ fl(t)e*iwtdwrkrz/ fa(t) et at
:lel(w)+k2F2(w).

Zusammenfassend gilt

(F1) Linearitét: F (k1 f1+ k2 f2) (w) = k1 Fi () + ky By (w)

Die Linearitiit besagt, dass das Spektrum einer Uberlagerung von zwei Zeit-
funktionen sich aus der entsprechenden Uberlagerung der Einzelspektren zu-
sammensetzt.

Beispiel 15.7. Gesucht ist das Spektrum der Funktion 4 rect (%) +3elt:
Nach Beispiel 15.1 und 15.4 gilt mit der Eigenschaft (F})

F(drect (L) +3e @) (w) = 4F (rect (%)) (w)+3F (e=") (w)
_ 8Sin((,<JT)_~_6 2a . 5
w af +w

15.2.2 Symmetrieeigenschaft

(F») Symmetrie: FEF) @) =2nf(-t)

Die Symmetrieeigenschaft besagt, dass die Fourier-Transformation zweimal
auf die Funktion f angewendet, wieder die Funktion f als Ergebnis liefert,
allerdings mit dem Faktor 27 und negativem Argument. Denn aufgrund des
Fourier-Integrals (FI) gilt

F(F)(t) = /OO F(w) e ®ldy = QW% /jo F(w) e dw =27 f(—t).

15.2
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Die Symmetrie wird ausgenutzt, um die Fourier-Transformation von Funktio-
nen zu berechnen, die selbst Fourier-Transformierte sind:

Beispiele 15.8.
® Wegen F (rect (%)) (w)=2 w folgt fiir die achsensymmetrische Recht-
eck-Funktion rect:

F (2 Smg"‘”) )= F (]-" <rect (2))) ()
— o rect (2) B —- <Z> .

Damit erhilt man nach dem Vertauschen der Variablen w und ¢

F (Sm e t)) () = mrect (£).

@ Aus Beispiel 15.4 erhilt man mit o = 1

F (e_lt‘) (w) = 2

1+w?’

Mit (F») gilt dann

F (l—wa) t)y=r (.7: (e““)) (t) =2me 17t

Nach Vertauschung der Variablen ist

F <1+1t2> () = melel,

oo

® Wir berechnen das bestimmte Integral Si%dx = 5 mit Hilfe der

Fourier-Transformation. Nach Beispiel 15.8 (()D ist

F <Sltnt) (w) = Trect (w) .

sint

Nach Bemerkung 3 (i) gilt aber auch fiir die gerade Funktion =5+

]—“(Slnt>(w)=2/ Sl—ntcos(wt)dt.
t 0 1

Folglich gilt fiir w = 0:

% gint
2/ %dt:WT‘GCt(O):T(,
0

woraus der Wert fiir das bestimmte Integral folgt. O
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© 15.2.3 Skalierungseigenschaft
Gesucht ist die Fourier-Transformation (das Spektrum) der Funktion f (at),
die aus f (t) durch Stauchung (a > 1) bzw. Streckung (0 < a < 1) entsteht.

A A
f(t) f(at)
S N NS
Funktion f(t) Gestauchte Funktion f(at)

Abb. 15.5. Zur Skalierungseigenschaft

Die Fourier-Transformierte von f berechnet sich mit der Substitution £ = at
fiir @ > 0 durch

f(f(at))(w)Z/_Zf(at) e—wtdt:/_if(g) it _Lp(ey

a a

Die Argumentation fiir a < 0 verlduft analog, daher gilt insgesamt

() Slslberme: F(f(at))(w):ﬁF(%), a € R

Die Skalierungseigenschaft besagt, dass in einem gestauchten Signal f (at) (a > 1)
die Frequenzen F ( %) vorkommen.

© 15.2.4 Verschiebungseigenschaften
Zeitverschiebung
Der Verschiebungssatz macht eine Aussage iiber die Fourier-Transformierte

einer zeitlich verschobenen Funktion f (¢t — o).

A () f(t-t,)

L

t, Tt

Abb. 15.6. Funktion f(¢) und um tg verschobene Funktion f(t — to)
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Es gilt mit der Substitution £ =t — t:
F(f(t—t)) / ft—to) e i@tdt = / f (&) emtw(Etto) ge |

Spalten wir den Exponentialterm in zwei Faktoren auf und klammern e~
aus dem Integral aus (er ist unabhingig von der Integrationsvariablen), gilt
weiter

F(f(t—to)) (w —e‘“”‘)/ (&) et wede = e F(w) .

Folglich gilt fiir die Fourier-Transformierte einer zeitverschobenen Funktion:

Setzt man F (w) = |F (w)| €'¥®)| so ergibt sich fiir das Spektrum der zeitver-
schobenen Funktion f (¢t — tg)

F(f (E=10)) (W) = 7710 [F (@)] €)= |F ()] e~ ) —wt0)

Das Spektrum von f (¢t — tg) besitzt dieselbe Amplitude wie f (t) nur
die Phase ist um wty verschoben. D.h. es kommen dieselben Frequenzen
mit gleicher Amplitude aber phasenverschoben vor.

Beispiel 15.9. Gesucht ist das Spektrum des um ¢ty = 7" verschobenen Recht-
ecksignals f (t) = rect (%):

.F(f(t—T)):e_i‘”T]-'<rect (%))(w)ze‘i“T2M. O

w

Frequenzverschiebung
Eine weitere Eigenschaft ist die der Frequenzverschiebung. Diese Eigenschaft
trifft eine Aussage iiber das Spektrum der Funktion e?“o! f (¢) :

]:(eiwotf(t)) (w) _ /_Oo eiwotf(t) e—iwt dt
:/_oof(t) —ilwmwo)t gt — F(w — w) .

iwot multiplizierten Funktion:

Folglich gilt fiir das Spektrum einer mit e
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Die Verschiebungseigenschaft besagt, dass das Spektrum der mit e?“°* mul-
tiplizierten Funktion dasselbe ist, wie das um wy verschobene Spektrum der
urspriinglichen Funktion. Als Beispiel und Anwendung der Frequenzverschie-
bung diskutieren wir die Modulationseigenschaft:

15.2.5 Modulationseigenschaft
Gesucht ist das Spektrum des amplitudenmodulierten Signals
f(t) cos(wot) .
Mit der Eulerschen Formel
cos (wot) = % (e"“ot 4 emtent)

berechnen wir unter Verwendung der Linearitdt (F;) und der Frequenzver-
schiebungseigenschaft (Fy)

Floostant) FO)@) = F(zet 10450 10)) )

F (et f (1)) (w) + %]—' (e7i 0t £ (1)) (w)

N =

(F (w = wo) + F (w + wo)).

| =

(Fs) Modulation: F (f (t) cos(wot)) (w) = = (F (w+ wp) + F (w — wp))

N | =

Das mit cos (wp t) amplitudenmodulierte Signal besitzt als Spektrum
das um +wy verschobene Spektrum der urspriinglichen Funktion f.
Die Verschiebung des Spektrums von f erfolgt genau um die Modulationsfre-
quenz wy!

Beispiele 15.10. Gesucht ist das Spektrum eines mit cos (wo t) modulierten
Rechteckimpulses. Nach Beispiel 15.1 ist das Spektrum des Rechtecks

F <Tect (;)) (@) = Qsmiﬂ.

Damit folgt mit der Modulationseigenschaft

(st e (£)) ) = AL =) T oreen)

w — wo w + wo
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Die Amplitudenmodulation des Rechtecksignals entspricht einer Verschiebung
des Spektrums um die Modulationsfrequenz wy nach rechts und links. Beide
Teilspektren besitzen die halbe Amplitude.

A o1
t
1 rect(h) F(rect(/-))(0)
| |
| |
: PN o
g e A 5NZAENG
T T
Rechteckfunktion Spektrum
rect(/;) cos o, t o
1
| |
| |
| |
: N
I \/ \/ I t \/-mo \/
| |
| |
L
Amplitudenmodul. Rechteck Spektrum

Abb. 15.7. Spektrum der amplitudenmodulierten Rechteckfunktion

Bemerkungen / Interpretation:

(1) Bei der Ubertragung von Nachrichten wird das Signal f (t) oftmals ampli-
tudenmoduliert, d.h. mit einer Trigerfrequenz wy iibertragen: f(t) cos (wpt).
Ein Empfinger kann nun die Tragerfrequenz bestimmen, indem als Test-
signal ein amplitudenmodulierter Rechteckimpuls iibertragen wird. Das
Spektrum dieses Signals ist dann das Spektrum des Rechteckimpulses um
den Wert der Tragerfrequenz wy verschoben.

(2) Bei der experimentellen Analyse von periodischen Vorgéngen erhilt man
in der Regel kein Linienspektrum, sondern eine Verbreiterung der Linie.
Dieser Effekt ldsst sich mit unserem Beispiel erklaren:

Da man nicht fiir alle Zeiten —oco < t < 0o misst, sondern nur in einem
endlichen Zeitintervall, entspricht dies der Analyse der Funktion rect (%) .
cos (wp t) statt der Analyse von cos (wg t). Obiges Beispiel 15.10 zeigt, dass
man dann ein Spektrum der Form 2 sm(win)
schoben ist. Dieses Spektrum hat zwar bei wy sein Maximum, aber eine
endliche Breite 27” Nur im Falle T — oo geht die Spektrenbreite gegen 0

und man erhélt eine Linie bei wyg. O

erhilt, welches um wq ver-



15.2 Eigenschaften der Fourier-Transformation 629

© 15.2.6 Fourier-Transformation der Ableitung
Fiir die Anwendung der Fourier-Transformation auf Differenzialgleichungen
bendstigt man die Fourier-Transformierte der Ableitung F (f’). Es gibt wie im
Falle der Laplace-Transformation (— 13.3.2) einen sehr einfachen Zusammen-
hang zwischen F (f') und F (f). Mit partieller Integration folgt fiir F (f”)

F = [ T et

— 00

= f(t) e‘“"t|i°C><> —/io f@) (—iw) e~ i@t dt.

Wegen dem Abklingverhalten von f, im f (t)=0,ist f(t) e _=0.
— 00

= F(f)(w)=iw /_OO f) e ™tdat =iwF (f) (w) .

Das Spektrum der differenzierten Funktion f’ ist gleich dem mit ¢ w multipli-
zierten Spektrum der Funktion f. Wiederholtes Anwenden des Ableitungssat-
zes fiihrt induktiv auf die Fourier-Transformierte der n-ten Ableitung:

Beispiel 15.11. Gegeben ist die lineare Differenzialgleichung

v () +ayt)=f(t)S()

mit dem konstanten Koeffizienten o und stetiger Funktion f. S(t) ist die
Sprungfunktion. Wenden wir auf diese Differenzialgleichung die Fourier-Trans-
formation an und nutzen die Linearitit (F7) aus, folgt fiir die linke Seite

FW O +ay®)=F@ @) +aF(y®) .
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Wir ersetzen F (v (t)) = iw F (y (t)) und erhalten insgesamt
iwF(y@)+aF(y®) =F () SE)

= Fl)=——F( 1) SW) .

a+iw

Dies ist die Fourier-Transformierte der gesuchten Losung y (¢) der Differenzial-
gleichung. Sie ist gegeben als das Produkt von F (f (¢) S (¢)) mit ﬁ Nach
Beispiel 15.2 ist
1
a+iw

= Fly®)=F( ) SE) F(e*"S(1).

Es stellt sich also das Problem: Welche Zeitfunktion gehort zu einem Produkt
von Frequenzfunktionen. Die Antwort liefert das Faltungstheorem:

=F(e*'5(1) (w).

15.2.7 Faltungstheorem
Gegeben ist das Spektrum der Funktion f als Produkt von zwei Frequenzfunk-
tionen

F()=F () -F(f) -

Die gesuchte Zeitfunktion f (¢) ist dann eine Integralkombination der Zeitfunk-
tionen fy (t) und fa (¢)

f(t):/_oo ) falt—7) dr |

dem sog. Faltungsintegral. Die abkiirzende Schreibweise fiir das Faltungsin-
tegral ist

f(t) = (fix f2) (1)
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Begriindung:

st = [ ([ 0 ne-na)etta
:/Z (/Z fi(T) fa(t—7) ei”tdr) dt .

Nach Vertauschen der Integrationsreihenfolge und anschlieender Substitution
E)=t—71 (— d¢=dt) folgt

F(fixf2) = / fi(r </ fa(t—1) _“"tdt> dr
/ filr ( / fa (&) e7tw (&4 dg) dr
/ fi(r) e dr - [m f2.() 7€ dg

=F(f1) - F(f2). ]

Beispiel 15.12. Gesucht ist nach Beispiel 15.11 die Zeitfunktion y (¢), die zum
Spektrum von

F(ft)S)-F(e'S(1)

gehort. Nach dem Faltungstheorem ist die Zeitfunktion y(t) die Faltung der
beiden Funktionen fi (t) = f(t) S (t) und fa (t) = e~ ** S (¢):

o0

y(t) = <f1*f2>(t>=/ f1(7) fo(t—7) dr

—00

= /OO f(r) S(r)e @7 S (t — 1) dr.

—00

Da S (r) = 0 fiir 7 < 0 ist die Integration erst ab der unteren Integrations-
grenze 7 = 0 durchzufithren. Fiir 7 > 0 ist S (7) = 1:

t):/ f(r)e *te*™ S(t—7) dr.
0
Wir spalten das Integral auf in zwei Teilintegrale
t e}
(t) = / f(r)e *te*™ S(t—7)dr —|—/ f(r)e ®te*™ S(t—7)dr.
0 t

Das zweite Integral verschwindet, da hier 7 > ¢ und S (¢t —7) = 0 fiir 7 > ¢.
Im ersten Integral ist 0 < 7 < ¢ und fiir diesen Bereich S (¢t —7) = 1:

t
= y(t):e*’“/ e f(r) dr. o

0
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Folgerung: y(t) ist nach Beispiel 15.11 die Losung der Differenzialgleichung

Yy () +ay®t)=f(t) mit y(0)=0.

Obige Formel hatten wir auch iiber die Variation der Konstanten fiir eine linea-
re Differenzialgleichung mit konstanten Koeffizienten erhalten (— Kap. 12.1.3).

Bemerkungen:

(1) Das Faltungsintegral zweier Funktionen f; (¢) und fs (¢) ist kommutativ:

’fl*f2:f2*f1~‘

Denn mit der Substitution £(7) = (t —7) (— d§ = —dr) ist

oo

(i f2) (1) = / fi(7) fa(t— 1) dr

—00

_ /“’ fL(t—8) f2(€) dE = (fa+ 11) (2).

—00

(2) Bei Integralen der Form

/Oog(t—T)S(T) dT:/O gt—r) S(r) d7'+/ooog(t—r) S(r) dr

—o0 —o0 S~~~

tritt an der oberen (unteren) Grenze des 1. (2.) Teilintegrals bei 7 = 0 der
unstetige Ausdruck S (0) auf. Auf das Ergebnis der Integration hat die-
ser Funktionswert keinen Einfluss, da die Fliache unter einer Funktion sich
nicht dndert, wenn die Funktion an endlich vielen Stellen abgeéndert wird.

Beispiel 15.13 (Geometrische Interpretation). Das Faltungsintegral ist
formal zwar einfach aufzustellen, aber zun#chst recht unanschaulich. Im Fol-
genden geben wir eine geometrische Interpretation am Beispiel der Funktionen

fi(t) =S (t) und fo(t) =S (t) an:
(f1* f2) ( / S(r) S(t—r)dr.

Zur Bestimmung des Integrals betrachten wir die Bildfolge in Abb. 15.8 (a) -
(d). In (a) ist die Funktion S (7) graphisch dargestellt. Die Sprungfunktion ist
Null fiir 7 < 0 und Eins fiir 7 > 0. Die Funktion S (—7) geht aus der Funktion
S (1) durch Spiegelung (= Faltung) an der y-Achse hervor (b): S(—7) =0
fir 7 > 0und S(—7) = 1 fiir 7 < 0. S(t —7) entsteht aus S (—7), indem
der Graph von S (—7) um ¢ nach rechts verschoben wird (c). Anschliefilend ist
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das Produkt von S (7) und S (¢t —7) in (d) dargestellt: S(t—71)-S(7) =0
fir 7 < 0 und fiir 7 > ¢. Fiir das Integral ffoooS(T) S(t—7) dr mit der
Integrationsvariablen 7 bleibt nur der Bereich zwischen 0 < 7 < ¢ ungleich
Null und hat den Integralwert ¢

= (fixf2)( / S(r) S(t—7)dr=tS() .

1 (a)

S(%) - >
| (b)

S(-1) — >
1 (©)

S0 0 t >
1. (d)

S() S(t) 0 t "

Abb. 15.8. Zur geometrischen Interpretation des Faltungsintegrals

Beispiel 15.14 (Faltungsintegral). Gesucht ist das Faltungsintegral f*h ,
wenn f und h die in Abb. 15.9 angegebenen Funktionen darstellen.

A
1 f(t) h(t)

>
T >t T t

Abb. 15.9. Funktionen f und h

Wir bestimmen die Faltung (f f f(7) h(t — 7) dr graphisch. Da-
zu gehen wir wie im obigen Belbplel 15.13 zunachst von der Funktion h(r)
durch Spiegelung zur Funktion h(—7) iiber. Anschlieflend verschieben wir die-
se Funktion entlang der 7-Achse um den Wert 7" und multiplizieren dann mit
der Rechteckfunktion. Diese vier Schritte sind schematisch in Abb. 15.10 ge-
zeigt.
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1-
: ‘ Funktion h(t)

\/

’ : Faltung h(-t)

\ /

-T : T

Verschiebung h(t-t)

Y

Multiplikation mit f(t)
» und Integration
T

Abb. 15.10. Faltung der Rechteckfunktion mit der Dreiecksfunktion

Es treten bei der Bestimmung des Faltungsintegrals vier Fille auf:

(1) ¢ < 0: Dann hat die Funktion h(t — 7) mit der Funktion f(7) keinen
Uberlapp.

(2) 0 <t < T: Die Funktion h(t — 7) taucht mit der Spitze in den Graphen
der Funktion f(7) ein.

(3) T <t < 2T: Die Funktion h(t — 7) tritt aus dem Graphen der Funktion
f(7) heraus.

(4) 2T < t: Die Funktion h(t — ) hat mit der Funktion f(7) keinen Uberlapp.

11 t<0 = Flache: 0

(1) ’
T o
1F 0<t<T = Dreiecksflache:
(2) [\ 2 /T
. T -
1 T<t<2T = Trapnglé‘zche:
(3 t- "y t
: T >
1r .
t>2T = Flache: 0
) .

>

T T

Abb. 15.11. Vier Fille bei der Bestimmung des Faltungsintegrals
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Das Ergebnis der Faltung lédsst sich sowohl formelméfig durch

0 firt <0
142 -
5t firo<t<T
h)(t) = T -
UM O=9 20 2 jr<i<or
0 firt > 27T
als auch graphisch darstellen:
A (Fh)(t)
T2 T
I
|
I
| »
T 2T t
Abb. 15.12. Faltungsintegral (f = h)(t) o

Beispiel 15.15 (Musterbeispiel: Losen von Differenzialgleichungen
mit der Fourier-Transformation).

Die Fourier-Transformation wird nicht nur zum Loésen von Differenzialglei-
chungen 1. Ordnung, sondern auch fiir lineare Differenzialgleichungen héherer
Ordnung herangezogen: Gegeben ist die Differenzialgleichung 2. Ordnung

y' () —y@t)=In(t+1)S(t) .

1. Schritt: Durch Anwenden der Fourier-Transformation und Ausnutzung des
Ableitungssatzes (Fg)

erhilt man

(iw)* Fy () = F(y(®) = F(In(t+1) S (1) -

2. Schritt: Auflésen nach der Fourier-Transformierten: Die algebraische Glei-
chung fiir die Fourier-Transformierte F (y) wird nach F (y) aufgelost:

o F) = — F(m(t+1) S 1)
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2«

da nach Beispiel 15.4: F (e=@Il) = pEE

3. Schritt: Riicktransformation: Mit dem Faltungstheorem erhalten wir die
Losung der inhomogenen Differenzialgleichung 2. Ordnung

vt = —% (=) % (In(t 4+ 1) 5(£))

= —%/ e n(t—7+1)S(t—71)dr

— 00

1 t
= —c / eI In(t — 7 +1) dr.
2 —00

fey  Hinweis: Weitere Beispiele zur Anwendung der Fourier-Transforma-
tion beim Losen von Differenzialgleichungen findet man auf der CD-
Rom in 15.4 und 15.6 sowie in den zugehorigen MAPLE-Worksheets.

O
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15.3 Fourier-Transformation der Deltafunktion 153

Wenn man Systeme beziiglich ihrem Frequenzverhalten analysiert, benstigt man eine Funk-
tion 4(t), welche alle Frequenzen mit derselben Amplitude enthalt. Mit dieser Funktion als
Eingangssignal regt man das System mit allen Frequenzen gleichermaBen an. (Mit einem
beliebigen Eingangssignal wiirde man andernfalls das System fiir verschiedene Frequenzen
unterschiedlich anregen.) Fiihrt man anschlieBend eine Frequenzanalyse des Ausgangssi-
gnals durch, ist diese Information charakterisierend fiir das Frequenzverhalten des Systems.

Gesucht ist daher eine Funktion, die alle Frequenzen mit gleicher Amplitude enthalt:

Diese Forderung fiihrt auf die Dirac- oder Deltafunktion.

15.3.1 Deltafunktion und Darstellung der Deltafunktion

In der Systemtheorie und in vielen anderen Gebieten der Technik und Phy-
sik spielt die Impulsfunktion § (¢) eine sehr wichtige Rolle. Man bezeichnet
diese Funktion auch oftmals nach ihrem Erfinder Dirac-Funktion oder auch
aufgrund der Notation als Deltafunktion. In der Physik werden dieser Funk-
tion angeblich die folgenden Eigenschaften zugewiesen:

Freilich gibt es solche Funktionen im iiblichen Sinne nicht und auf die Theo-
rie der Distributionen (= Verallgemeinerten Funktionen) kénnen wir uns hier
nicht einlassen. Nur so viel: Die letzte Gleichung ist das Wesentliche, (3) ist
der Spezialfall f =1, Gleichung (1) und (2) haben wenig zu bedeuten!

Zur Erklarung gehen wir von dem folgenden Experiment aus. Auf einen frei
beweglichen Korper wirke ein Kraftstol /' (¢) = ™ mit konstanter Stérke in
der endlichen Zeitspanne €. Definieren wir die Funktion
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1/e

3.(1)
fir t<0

fir 0<t<e
fir t>¢

0c (t) —

Oal= O

ldsst sich der Impulsstofl F' (¢) schreiben als
F(t) = mv055 (t —to) .

Der gesamte, iibertragene Impuls ist dann

'] [e%e] to+e
Ap:/ F(t) dt:mvo/ 6E(t—t0)dt:mv0/ gdt:mvo.

to
Das Ergebnis ist unabhéngig von der Zeitdauer ! Fiir e — 0 wird also derselbe
Impuls tibertragen als fiir ein endliches . Der Grenzwert der Funktionenfami-
lie 0. (t) fiir ¢ — 0 ergibt die sogenannte Deltafunktion (Diracfunktion;
manchmal bezeichnet man sie auch nur mit Impulsfunktion).

6 (t) = lim 0. (¢).

1/e

e —0 1

0 ¢ > 0 t

Abb. 15.13. Vom Rechteckimpuls zur Deltafunktion

Diese so definierte Funktion besitzt die Eigenschaften (1) - (4). Eigenschaft (1)
- (3) sind offensichtlich erfiillt und Eigenschaft (4) priift man folgendermaflen
nach:
o0 1> 1 € 1
[ awrwa=[ lrwa-re© [ La-r1e.

e 0 € 0 €
denn nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung darf f an einer geeigneten,
aber unbekannten Zwischenstelle ¢ € [0, €] aus dem Integral gezogen werden
(vgl. Abschnitt 8.2). Fiir ¢ — 0 geht zum einen £ — 0, da 0 < £ < ¢, und zum
anderen . (t) — J (¢). Damit ist

/Ooé(t)f(t)dt:/oo Eli_r%(ig(t)f(t) dt =lim Ooés(t)f(t) dt = f(0) .

—00 —00 =0/
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Wichtig ist sich zu merken, dass die Deltafunktion ein Funktional ist, das durch
die Integraleigenschaft

/jof(t)é(t)dt:f(O)

charakterisiert wird, welche fiir jede stetige Funktion f(¢) gilt. Dies ist die
universelle Eigenschaft der Deltafunktion. Allgemeiner gilt sogar die folgende
Eigenschaft

/°° F ()6t —7)dr = £ ().

—00

Denn
[ rmse-nar= [ reres©ds= s+ oleo=10).
Man nennt diese Beziehung die Ausblendeigenschaft der Deltafunktion, da

von der Funktion f ein einzelner Wert néamlich der bei ¢ ”ausgeblendet” wird.

Bemerkung: Mit der Ausblendeigenschaft kann man auch zeigen, dass die
Deltafunktion unabhéngig von der gewéhlten Funktionenfamilie d. (¢) ist:

Denn sei 07 (t) der Grenzwert einer Funktionenfamilie 01, (t) und s (¢) der
Grenzwert einer anderen Funktionenfamilie do¢ (¢), dann gilt aufgrund der Aus-
blendeigenschaft von d; (t)

52<t>=/_°o 51 (t— ) 6 (7) d¢=/_°c 51 (6) 62 (1 — €) de = 61 (1) .

Die letzte Gleichheit gilt wegen der Ausblendeigenschaft von ds (t). Also ist
0o (t) =0 (t) fir alle t € IR. O

15.3.2 Fourier-Transformation der Deltafunktion
Aufgrund der grundlegenden Eigenschaft der Deltafunktion, dass fiir jede ste-
tige Funktion ¢ (t)

| swema=v0.
gilt speziell fiir ¢ (t) = e~ *«!
/ 0 (t) e_i“tdt:e_wt|t=0:1.

Die linke Seite der Gleichung ist die Fourier-Transformierte der Funktion § (t);
damit ist die Fourier-Transformierte der Deltafunktion die konstante Funktion
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Bemerkungen:

(1) Setzen wir dieses Ergebnis wiederum in die Umkehrformel der Fourier-
Transformation (FI) ein, folgt

5(t) = o /oof(a)(w)ewtdw:i T ety (%)

" or oo 2 J_ o

Durch die Berechnung des uneigentlichen Integrals (x)

1 o[ve L1, w=lye
— li _ Twt =i [ Twt
o) 20 o /_1/56 do =1lim o = ()0
(1
= lim 1 l <e’%t —e"%t) — lim 22AY (1)
e—0 21 1t e—0 Tt

erhalten wir die Deltafunktion auch als Grenzwert der Funktionenfami-

lie % fiir € — 0, welche wir schon in Beispiel 15.1 angegeben und
graphisch diskutiert hatten.

(2) Wenden wir auf Gleichung (*) nochmals die Fourier-Transformation an,
erhélt man mit der Symmetrieeigenschaft (F») die Fourier-Transformierte
der konstanten Funktion:

® Wir berechnen die Fourier-Transformierte der Sprungfunktion

1 1
S’(t)=§+§szgn(t) .

Beispiele 15.16.

Nach Beispiel 15.6 ist die Fourier-Transformierte von f (t) = % gegeben
durch

F (1) (w) = —imsign (w).
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Nach der Symmetrieeigenschaft (F») gilt daher

F(sign (1)) (@) = ——F(F(1) () = ——2n (1):?

—i T t —iT

und wegen der Linearitét (Fy)

F (54 55im0) () = 57 1) @)+ F sign (1) (0

= |FE@ @ =riw) + .

@ Wegen den Verschiebungseigenschaften (Fy), (Fs) ist

F(O(t—to)) (w) = et
F(et) (w) =2mé(w—wp).

® Wegen der Modulationseigenschaft (Fg) gilt mit f(¢) =1

F(cos(wot)) (w) =76 (w—wp) +7d (w+ wp).

Dieses Ergebnis besagt, dass in cos (wgt) nur eine Frequenz wy enthalten
ist. Die Fourier-Transformation liefert als Spektrum von cos (wp t) nur eine
Linie. Misst man cos (wg t) in einem endlichen Zeitintervall, so kommt es
nach Beispiel 15.10 allerdings zur Verbreiterung dieser Linie!

@ Mit der Ausblendeigenschaft der Deltafunktion gilt

5(t—to)*f(t):/jo5(f—to)f(t—T) dr = f(t =7)|my, = f(t=10)-

Beispiel 15.17 (Fourier-Transformation periodischer Funktionen). Sei
f eine T-periodische Funktion. Dann gilt nach dem Satz von Fourier fiir peri-

odische Funktionen mit wy = %’T in der komplexen Schreibweise

f(t) _ Z Cneinwgt )

n=—oo

Aufgrund der Linearitit der Fourier-Transformation gilt mit Beispiel 15.16 @

o0 oo

FUAE)W =Y eF @)W =21 Y cad(w—nwp) .
Die Fourier-Transformierte einer periodischen Funktion ist durch das Spek-
trum der Fourier-Reihe gegeben. Daher bezeichnet man als Spektrum eines
beliebigen Signals f (¢) die Fourier-Transformierte F (w). |
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© 15.3.3 Darstellung der Fourier-Transformierten von §(t)
Wir zeigen im Folgenden den Ubergang des Spektrums der Funktionenfamilie
dc (t) fiir € — 0 zum Spektrum der Deltafunktion auf. Nach Beispiel 15.1 gilt
die Beziehung

A
(a) (b)

A 8 Fy(0)

i i

I I

I I

; - AL EAN_ A~

S S Vi B VA
Abb. 15.14. a) Zeitfunktion o (t), b) Spektrum Frp(w)

Fr(w) := F (& rect(3t)) (w) = 2@I/2)

Fiir T — 0 geht die Zeitfunktion 67 (t) = £ rect(%t) gegen die Deltafunktion.
Wir diskutieren das Spektrum Fr (w) in Abhanglgkelt des Parameters T: Die
Maximalamplitude ist 1; unabhéngig von T'. Die erste Nullstelle des Spektrums
liegt bei w = ”; abhingig von T'. Fiir T' — 0 strebt diese Nullstelle gegen
Fo0:

sr(t) =2 5t

Frw) =Y 1

Der Ubergang Fr (w) — 1 fiir T — 0 ldsst sich graphisch mit MAPLE sehr
schon veranschaulichen. Wir definieren das Spektrum zu den Zeitfunktionen
FT (t):
sin (% w T)

wT
Fiir kleiner werdendes T' werden diese Funktionen in Form einer Animation
iiber T graphisch dargestellt:

T=1 T=1/9 T=1/25
y
2 0 -207 \/ \/ 00 -200

FT =2
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T=1/49 T=1/100 T=1/225
T _—
y y y
-260 0| 200 -200 0 20 260 0 200

Animation: Man erkennt an den Einzelbildern, dass die Maximalam-
- plitude stets bei 1 bleibt, die Nullstellen aber gegen +o0o wandern, so
dass als Grenzfunktion die konstante Funktion F'(w) = 1 herauskommt. O

Hinweis/Ausblick: Auf der CD-Rom sind die Anwendungen der Del-

tafunktion zur Signal- und Systemtheorie fiir lineare Systeme in Ab-

schnitt 15.5 und 15.6 enthalten. Zentral ist dabei der Begriff der Impulsant-

wort, der die Reaktion eines Systems auf die Impulsfunktion (genauer auf die

Deltafunktion) beschreibt. Die Fourier-Transformierte der Impulsantwort ist

die Systemfunktion (= Ubertragungsfunktion), welche das System beziiglich
seinem Frequenzverhalten charakterisiert.

MapLe-Worksheets zu Kapitel 15

Die folgenden elektronischen Arbeitsbldtter stehen fiir Kapitel 15 mit
MAPLE zur Verfiigung.

Von den Fourier-Reihen zur Fourier-Transformation
Fourier-Transformation mit MAPLE

Losen von DG mit der Fourier-Transformation
Deltafunktion mit MAPLE

Worksheets zu den Themen auf der CD-Rom:
Systeme mit einem und zwei Energiespeicher mit MAPLE
Systemanalyse des Doppelpendels iiber die Impulsantwort
Systemanalyse eines Hochpasses iiber die Impulsantwort
Diskrete Fourier-Transformation (DFT) mit MAPLE
Diskrete Fourier-Transformation mit der FFT
Signalanalyse diskreter Signale mit der FFT
Systemanalyse eines Tiefpasses mit der FFT
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© 15.3.4 Korrespondenzen der Fourier-Transformation
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15.4 Aufgaben zur Fourier-Transformation

15.1 a) Bestimmen Sie die Fourier-Transformierte von

A fir —-L<t<?®
t) = 2 2
hi(®) {0 sonst

b) Man diskutiere die Funktion F (f1) (w) fiir A = %
c) Was ergibt sich fiir

A fir to<t<to+T
t) = ?
F2(®) {0 sonst

15.2 Man bestimme das Spektrum des Dreiecksignals

_JA(=[F]) psT
f(t)_{ 0 1| > T

15.3 a) Berechnen Sie die Fourier-Transformierte der Funktion e~ sign (t)
(vgl. Abb. (a)).
b) Man berechne die Fourier-Transformierte des cos®>-Impulses (vgl. (b)).

1
N -1 Abb. (a) T | T Abb. (b)

15.4 Man berechne mit MAPLE die Fourier-Transformierten von 15.1 - 15.3.

15.5 Geben Sie die Fourier-Transformierte der in Abb. (c) skizzierten Funktion

f(t) an.

A f®
2A

-T Tt Abb. (o)

15.6 Zeigen Sie, dass die Fourier-Transformation eine lineare Transformation ist,
d.h. das Superpositionsgesetz giiltig ist:

Flar fi+az f2) = a1 F(f1) + a2 F(f2) -

15.7 Beweisen Sie
a) die Skalierungseigenschaft F (f (at)) (w) = = F (f (t)) (£),
b) den Verschiebungssatz F (f (t — to)) (w) t

I
o _
|
o
€
o
=
—~
~
—~
=
=
—
€
-

15.4
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15.8 Zeigen Sie durch vollstindige Induktion, dass
- \M dn n
F((=i)" f)= - F (N @) =F™ () ,

dw™
wenn F (w) = F (f) (w).

15.9 Bestimmen Sie unter Verwendung der Eigenschaften der Fourier-Transformation
die Transformierten von

a)d(t) b)d(t—to) ¢ i (6(t+to)—d(t—to))  d)sin(wot)

15.10 Man zeige, dass die folgenden Gleichungen giiltig sind
a) F(e'*") (w) =2m6 (w—a)
b) 6 (t —to)  f (t) = f (t — to)

15.11 Wie lautet die Faltung des Rechteckimpulses
rect ELA It <
T) 10 |t|>

mit sich selbst? (Skizze!)

NS

15.12 Berechnen Sie die Fourier-Transformierten der unten gezeichneten Funktio-

nen
A A
1

a) b) T

3
|
T - -T ! -
T

2T t !

T

c)

15.13 Bestimmen Sie mit Hilfe einer graphischen Skizze die Faltung f*h der Funk-
tionen fir a) ¢ <0 b)0<t<T c) T <t

1 f(r) h(z)

15.14 Gegeben ist die Differenzialgleichung
y'(t) 4y ()= f(2) .

Bestimmen Sie die Fourier-Transformierte von y (t) sowie y () in Form eines
Faltungsintegrals.
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Knotensatz, 26, 111 Laplace-Transformierte, 564, 566
Koeffizienten bei LGS, 28 Laplacescher Entwicklungssatz, 118
Koeffizientenmatrix, 29 LDGS, 501
Koeffizientenvergleich, 154 homogene, 504
Kommutativgesetz, 14 Losungen, 508

Komplement von Mengen, 4 zweiter Ordnung, 517
Komplexe Amplitude, 210 LGS, 28

Komplexe Fourier-Reihe, 606 Limes, 225

Komplexe Umformungen, 197 Limesrechenregeln, 228



Linear unabhéngige Funktionen, 505

Lineare Abbildungen, 109

Lineare Abhéngigkeit, 84

Lineare Differenzialgleichung, 475

Lineare Differenzialgleichung 1.
Ordnung, 480, 483

Lineare Differenzialgleichungssysteme,

501
Lineare Gleichungssysteme
Losbarkeit, 124
Lineare Unabhéngigkeit, 84, 129
Linearfaktor, 155
Linearisierung, 267, 419, 421
von Funktionen, 426, 427
Linearitét, 623
Linearkombination, 81
Logarithmische Differenziation, 258
Logarithmus, 16
zur Basis b, 16
Logarithmusfunktion, 172
Lokale Extrema, 432
hinreichende Bedingung, 435
notwendige Bedingung, 433
Lorentz-Kraft, 58
Losung

partikuldre, 484, 490, 491, 541, 542,

549
spezielle, 484
Losungen von LDGS, 508

Losungs-Fundamentalsystem, 506, 529

Majorante, 350
Majorantenkriterium, 350
Maschensatz, 26, 111
Matrix, 29
Matrixelemente, 100
Matrizen, 99
Addition, 101
Determinante, 115
Diagonalmatrix, 100
Einheitsmatrix, 100
Falk-Schema, 104
GauB3-Jordan-Verfahren, 106
Hauptdiagonale, 100
Inverse Matrix, 106
Multiplikation, 102
Nullmatrix, 101
Produkt, 103

Index

quadratische, 100

Rang, 126

regulére, 106

Sarrussche Regel, 120

symmetrische, 100

transponierte, 102

Umkehrmatrix, 106
Maximum

relatives, 271, 432, 435
Mengen, 3
Mengenoperationen, 4

Methode der kleinsten Quadrate, 440

Minimum

relatives, 271, 432, 435
Minorantenkriterium, 349
Mittelwert

integraler, 303

linearer, 334

quadratischer, 335
Mittelwerteigenschaft, 590, 619
Mittelwertsatz, 283, 419
Modulation, 627
Moivresche Formel, 205
Monotonie, 146
Monotoniekriterium, 226, 227
Monotonieverhalten, 270
Multiplikation

komplexe, 201

Matrizen, 102

Natiirliche Zahlen, 5
Newton-Verfahren, 159, 289, 290
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Nichtlineare Differenzialgleichungen, 494

Normalform
algebraische, 195, 199
Exponentialform, 196, 199
trigonometrische, 196, 199
Umformungen, 197
Nullfolge, 226
Nullphase, 178
Nullraum, 125
Nullstellen, 144, 163
Polynome, 156
Numerische Differenziation, 246
Numerische Integration, 302
Naherungsausdriicke, 421
Niherungspolynome, 371

Optimierungsprobleme, 277
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Ordnung der Differenzialgleichung, 475

Ortsvektor, 42, 50

p/q-Losungsformel, 20
Partialbruchzerlegung, 321
Partialsumme, 344
Partiell differenzierbar, 401
Partielle Ableitung, 401
1. Ordnung, 401
von f nach x, 404
zweiter Ordnung, 404
Partielle Integration, 313
Peanosche Axiome, 6
Pendel, harmonisches, 267
Periode, 177
Periodizitét, 147
Permutation, 10
Phase, 178, 618
Phasenspektrum, 601, 618
Phasenverschiebung, 179
Plancksches Strahlungsgesetz, 287
Plattenkondensator, 264
Pole, 163
Polygonzugverfahren, 499
Polynomdivision, 157
Polynome, 152
Potenz, 15
komplexe, 205
Potenzanpassung, 444
Potenzfunktion, 167
allgemeine, 174
Potenzreihe, 355
Eigenschaften, 360
geometrische, 356
komplexe, 376
Potenzreihenentwicklung, 375
Primzahlen, 9
Prinzip der kleinsten Quadrate, 439
Produktregel, 250
Projektion eines Vektors, 53

Quadratfunktion, 142
Quadratische Gleichungen, 20
Quotientenkriterium, 351
Limesform, 352
Quotientenregel, 251

Radioaktiver Zerfall, 171, 479
Raketengleichung, 331

Rang, 126
Rationale Funktionen, 162
RC-Kreis, 486, 492
RCL-Kreis, 524
RCL-Wechselstromkreis, 214, 277
Realteil, 194
Rechengesetze
fiir Vektorprodukt, 56
komplexe, 200
reeller Zahlen, 14
Vektoren, 77
Vektoren, 2D, 42
Vektoren, 3D, 50
Rechteckimpuls
modulierter, 627
Reduktion einer DG, 526
Reelle Zahlen, 13
Reelles Fundamentalsystem, 532
Regeln
Substitutionsregel, 319
von ’Hospital, 284
Regressionsgerade, 439, 441, 442
Reihe, 345
alternierende, 353
alternierende harmonische, 354
arithmetische, 347
geometrische, 346
harmonische, 348, 349
MacLaurinsche, 365
Taylor-Reihe, 364
unendliche, 345
rekursive Folge, 228
Relative Extremwerte, 271, 432
notwendige Bedingung, 433
relatives
Maximum, 271
Minimum, 271
Restglied, 420
Richtungsableitung, 414
Richtungsvektor, 41, 50
Riemann-Integral, 297
RL-Kreis, 477, 481, 486
Rohstoftkette, 110

S-Multiplikation, 77
Sarrus, 120

Sattelpunkt, 272, 434, 435
Satz von Fourier, 591, 599



Satz von Laplace, 564
Satz von Rolle, 283
Satz von Schwarz, 406
Satz von Steiner, 468
Satz von Taylor, 418
Scheinwerferregelung, 373
Schnittkurvendiagramm, 397
Schwarz, 406
Schwebung, 519
Schwerpunkt, 336, 467
ebene Fliche, 460
Koordinaten, 337
Schwingungen, 209
harmonische, 585
Schwingungsformen, 519, 522
si-Funktion, 616
Signalanalyse, 586
Sinusfunktion, 142, 175
allgemeine, 177
Sinushyperbolikus, 257, 293
Sinustransformierte, 620
Skalarprodukt, 51
2D, 44
Skalierung, 625
Spaltenrang, 125
Spaltenraum, 125
Spaltenvektor, 99
Spannungsintegral, 332
Spatprodukt, 59
Spektralbereich, 615
Spektralfunktion, 615
Spektrenbreite, 628
Spektrum
Amplitudenspektrum, 601, 618
diskretes, 601
Phasenspektrum, 601, 618
Stammfunktion, 305
Stationdrer Punkt, 434
Steinerscher Satz, 468
stetig, 235
stetige Erweiterung, 237
Stetigkeit, 235, 398
Delta-Epsilon-Stetigkeit, 400
stiickweise stetig, 563
Streckenzugverfahren, 498
Storfunktion, 480, 491
Stiickweise Stetigkeit, 590
Substitutionsregel, 315

Index

Subtraktion
komplexe, 200
Vektoren, 2D, 43
Vektoren, 3D, 50

Summe
unendliche Reihe, 345

Superposition, 80, 210

Surjektivitét, 151

Symmetrie, 145, 623

Systeme
homogen, 503
inhomogen, 503

T-periodische Signale, 599
Tangensfunktion, 180
Tangenshyperbolikus, 257, 293
Tangentialebene, 408, 409, 421
Taylor

Polynom, 363

Satz von, 363

Taylorsche Formel, 363
Taylor-Reihen, 366 - 369
Teilsummen, 344
Totale Differenzierbarkeit, 408
Totales Differenzial, 424, 425
Tréagheitsmoment, 467
Trennung der Variablen, 480, 494
Trigonometrische Funktionen, 175
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Uberlagerung von Schwingungen, 209

Umkehrfunktion, 148
Umkehrmatrix, 105
Ungleichungen, 23
Untervektorraum, 80

Variable
abhéngige, 141
unabhéngige, 141

Variation der Konstanten, 482

Vektoren, 41
Addition, 43, 50
Assoziativgesetz, 45
Betrag, 43, 50
Drehimpuls, 58
Drehmoment, 58
Einheitsvektor, 44, 50
Geraden-Darstellung, 48
Hesse-Normalform, 48
Komponenten, 42
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Koordinatensystem, 42
Krifteaddition, 43
Kreuzprodukt, 55

Weg-Zeit-Gesetz, 139, 243, 524
Wendepunkt, 272
Wertebereich, 140

Lénge, 43, 50 Wheatstonesche Briickenschaltung, 269
Linearkombination, 44, 51 Widerstand

Lorentz-Kraft, 58 Blind-, 215

Multiplikation mit Skalar, 42, 50, 56 komplexer, 214
Normalen-Einheitsvektor, 47 ohmscher, 214

Orthonormalsystem, 52 reeller Schein-, 215

Ortsvektor, 42, 50 Wirk-, 215
Projektion, 53, 54
Rechtssystem, 59

Widerstandsanpassung, 278
Wiensche Verschiebungsgesetz, 288
Richtungskosinus, 52 Winkelargument

Richtungsvektor, 42, 50 komplexes, 196

Skalarprodukt, 44, 51
Spatprodukt, 59
Streckung, 42
Vektorprodukt, 55

Winkelfunktionen, 175

Wronski-Determinante, 529

Wurzelfunktion, 142, 168
Wurzelgleichungen, 21

Winkel, 46 Wurzeln, 291
Vektoren, 2D, 42 Einheitswurzel, 206
Vektoren, 3D, 50 komplexe, 206
Vektoren, n-dimensional Wurzelziehen

dufere Verkniipfung, 77 babylonisches, 228, 292

Addition, 77 Warmestrahlung, 287

Basis, 87

Dimension, 89 Zahlen

Erzeugendensystem, 83 komplex konjugierte, 198, 199

Erzeugnis, 82 komplexe, 193

innere Verkniipfung, 77 natiirliche, 5

linear abhéngig, 84 reelle, 13

linear unabhéngig, 84 Zahlenebene

Linearkombination, 81 Gaufische, 194, 199

Nullvektor, 77 Zahlenfolge

S-Multiplikation, 77 reelle, 223

Superposition, 80 Zahlengerade, 13

Untervektorraum, 80 Zeiger

Vektorraum, 76, 78 komplexer, 195
Vektorprodukt, 55, 124 Zeilenrang, 125
Vektorraum, 78 Zeilenumformungen
Venn-Diagramm, 4 elementare, 29
Vereinigung von Mengen, 4 Zeilenvektor, 99

Zeitfunktion, 563
Zeitverschiebung, 626
Zerfallsgesetz, 479
Wachstum Zielbereich, 140
Zustandsgleichung, 390, 426
Zwischensumme, 298

Vollstédndige Induktion, 6
Volumen, 463, 467

hochstens exponentielles, 563
Wechselspannung, 487





